SL  ^ *»'■ 

SV  . • t^àÆl 

0^  ** 

* - 

» V < - ^ 

F . 

tà  '*>yM9Kl 

'W 


-**' t'ï'-'-'iCi'  •*ri^ 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


COLRS 


DE 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


•,ET  INTÉGRAL, 


Pak  J.-A.  SEIIRET, 

r.  MEMRRR  DE  I.  INSTTTtT, 

PROPBSHBUH  AU  COIXtoB  RR  PRANCR  ET  A LA  FACULTÉ  DES  SCISNt.» 
■ DE  PARIS. 


TOME  SECOND. 

CALCUL  INTÉGRAL. 


PARIS, 


GAÜTHlEK-ViLLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DR  l’École  impériale  poLTrEcii.TiQUE.  du  bureau  des  longitudes, 

SMOceiienr  de  Mallet-BMheUer, 

Quai  tint  Augustint,  ââ. 


1868 


s.  i.,  ^ 


COURS 

DF. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  IINTÉGRAL. 


Digitized  by  Google 


7 


L*Autcur  et  l’Éditeur  de  cet  Ourrage  se  réserTcnt  lu  droit  de  le 
traduire  ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  11$  poursuiTronlf 
on  vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  con> 
trefaçons,  soit  du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toutes  traductions 
faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépét  légal  de  cet  Ouvrage  n cto  fait  à Paris  dans  le  cours  de 
18(38,  et  tontes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies 
flans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a conclu  des  conven- 
tions littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme 
ci-dessous,  la  griffe  du  Libraire-Éditeur,  sera  réputé  coiitrefait.  Les 
mesures  nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  cunrormcmeiit  à la 
loi,  les  fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 


PARIS.  — IMPRIMERIE  DE  G A ÜTH I ER  - V l LL  A R S. 
rue  de  Seinc-Saint-Gcrniafn,  lo,  près  linslitut. 
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rent  plusieurs  variables,  avec  celles  qu’on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  peut  éliminer  certaines  quantités 
arbitraires  et  former  ce  que  nous  avons  nommé  des  équa- 
tions différentielles  ou  des  systèmes  de  telles  équations. 

Le  Caleul  intégral  a en  vue  les  problèmes  inverses.  Il 
a pour  objet;  i°  la  détermination  des  fonctions  d’après 
leurs  différentielles  ; a"  la  recherche  des  relations  qui 
II.  I 
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lient  entre  elles  plusieurs  variables  assujetties  .à  satisfaire 
à des  équations  différentielles  données.  Le  premier  pro- 
blème est  évidemment  compris  dans  le  second,  et  il  en 
constitue  le  cas  le  plus  simple;  un  grand  nombre  de 
questions  importantes  viennent  s’y  rattacher,  et  il  sera 
pour  nous  le  sujet  d'une  étude  approfondie. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  nous  avons  eu 
plusieurs  fois  l’occasion,  dans  le  Calcul  différentiel,  de 
traiter  des  questions  qui  appartiennent  proprement  au 
Calcul  intégral.  Ces  questions  que  nous  avons  pu  ré- 
soudre au  moyen  des  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions dérivées  sont  une  utile  préparation  aux  théories 
que  nous  avons  à exposer. 

Des  intégrales  indéfinies  et  des  intégrales  définies. 

407.  Soit/" (x)  une  fonction  réelle  d’une  variable  indé- 
pendante X,  que  nous  supposerons  continue  pour  les  va- 
leurs réelles  de  x comprises  entre  deux  limites  x^  et  X. 
Nous  avons  vu  (n°  187)  qu’il  existe  toujours  une  fonction 
ayant  pour  différentielle  y (x)  effectivement,  si  l’on 
trace  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  que  l’on  con- 
struise la  courbe  CMD  dont  l’ordonnée  ) soit  égale  à f (x), 
et  que  l’on  mène  deux  ordonnées  CA,  MP  qui  répondent 
à deux  abscisses  comprises  entre  x»  et  X,  l’une  de  ces 
abscisses  étant  déterminée  et  l’autre  x étant  regardée 


Ci  a r b x 


comme  variable,  l’aire  ACMP  sera  une  fonction  de  x 
qui  a pour  dérivée  f{x)  et  pour  différentielley(x)  dx. 
D’ailleurs,  pour  que  deux  fonctions  aient  la  même  dif- 
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férentielle,  il  faut  et  il  suffit  que  la  différence  de  ces  fonc- 
tions soit  constante;  donc  il  existe  une  infinité  de  fonc- 
tions ayant  pour  différentielle  y(x)  f/x,  et  ces  fonctions 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante.  Notre 
construction  nous  indique  l’existence  de  toutes  ces  fonc- 
tions, puisque  l’ordonnée  fixe  CÂ,  à partir  de  laquelle 
est  comptée  l’aire  ACMP,  a été  choisie  arbitrairement; 
si,  au  lieu  de  cette  ordonnée,  on  en  prend  une  autre 
C'A',  on  obtiendra  une  aire  nouvelle  A'C'MP  qui  aura 
encore  J'(x)  dx  pour  différentielle. 

La  fonction  dont  la  différentielle  estj'(x)dx  ren- 
ferme ainsi  une  constante  arbitraire;  elle  est  dite  l’mfé- 
grale  indéfinie  ou  simplement  V intégrale  de  la  différen- 
tielle f [x)  dx,  et  on  la  représente  par 

y* /(•*■)  d-r. 

D'après  cela,  si  F {x)  désigne  l’une  des  valeurs  de  cette 
intégrale,  c’est-à-dire  l’une  des  fonctions  qui  ont  f{x)  dx 
pour  différentielle,  on  aura 

(■)  j/[x)dar  = ¥{x)-^.C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

408.  Le  problème  qui  a pour  objet  l’intégration  d’une 
différentielle  donnée  deviendra  déterminé  si  l’on  ajoute 
la  condition  que  l’intégrale  se  réduise  à zéro  pour  une 
valeur  donnée  x^  dex.  Effectivement,  la  constante  C de 
la  formule  précédente  devra  être  telle,  que  l’on  ait 

F (x.)  -t-  C = o, 

et  il  viendra 

(2)  J/[x)dx  = F{x)-F[x.)-, 

cette  expression  sera  celle  de  l’aire  ACMP  considérée 
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plus  haut,  si  l’on  suppose  que  rordonnée  fixe  CA  ré- 
ponde à l’abscisse  Xo. 

Si  l’on  donne  à x la  valeur  déterminée  X,  l’inté- 
grale (2)  prendra  une  valeur  déterminée  égale  à 

' F(X)-F(.r.); 

on  la  représente  par 

X 

/{x)  dx, 

et  elle  est  dite  \‘ intégrale  définie  de  la  dijjérentielle 
f[x)dx  prise  à partir  de  x=Xo  jusqu’à  x = X;  ainsi 
l’on  a 

(3)  rV(-r)rf.r  = F(X)-F(x.). 

dx. 

Cette  intégrale  a pour  valeur  l’aire  ACDB,  comprise 
entre  la  courbe  dont  y (x)  est  l’ordonnée,  l’axe  des  x et 
les  ordonnées  CA,  DB  qui  répondent  aux  abscisses  x, 
et  X.  Or,  nous  avons  vu  (n“‘  10  et  188)  que  si  l’on  divise 
l’intervalle  X — x„  en  n parties  égales  ou  inégales  re- 
présentées généralement  par  Ax,  puis  que  l’on  construise 
des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  ayant  pour  bases 
ces  diverses  parties  et  pour  hauteurs  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  la  courbe  CD,  la  somme  de  ces  rec- 
tangles f(x)  Ax  tend  vers  une  limite  égale  à l’aire  ACDB, 
quand  les  Ax  tendent  vers  zéro  et  que  leur  nombre 
augmente  indéfiniment.  Il  en  résulte  que  l’on  a 

(4)  r /{x)dx=z\\m  ^ /(.r)A.r, 

dx, 

x = x. 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  ; 

L' intégrale  defnie  de  la  différentielle  f(x)  dx  prise 


f 
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de  X = à X = X est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  f[x)dx 
ou  f(x)  Ax,  quand  x varie  de  x^  àH.  en  prenant  des 
accroissements  successifs  infniment  petits. 

C’est  en  raison  de  celle  propriété  qu’on  a choisi  le 
signe  f,  initiale  du  mot  somme,  pour  représenter  les 
intégrales. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose 
pas  que  la  fonction  y (,r)  conserve  le  même  signe  quand 
X varie  de  x„  à X,  ou  que  la  limite  supérieure  X soit 
plus  grande  que  la  limite  inférieure  x,  ; si  l’on  a X<or„ 
les  accroissements  Ax  sont  négatifs  et  chaque  produit 
f(x)  Ax  est,  dans  tous  les  cas,  positif  ou  négatif,  selon 
que  ses  fadeurs  ont  le  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires. 

409.  La  notation  dont  nous  faisons  usage  pour  repré- 
senter les  intégrales  définies  peut  être  employée  avec 
avantage  d^ns  le  cas  des  intégrales  indéfinies.  Reprenons 
en  effet  la  formule  (3)  et  considérons  la  limite  supérieure 
X de  l'intégrale  comme  une  variable;  on  peut  alors  écrire 
X au  lieu  de  X,  et  il  viendra 

(5)  r /(x)  rf.r  = F(.r)  — F(x,l; 

dx, 

cette  expression  représente  l’une  des  valeurs  de  l’inté- 
grale indéfinie  de  la  différentielle  f(x)  dx,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  qui  s’annule  pour  x = x,  ; on  a donc 

(6)  /-'  x)  tlx  — i:  /(x)rf.r  -t-C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

La  limite  Xg  peut  être  choisie  à volonté,  en  excluant 
cependant  les  valeurs  particulières  |K>ur  lesquelles  F (.r,) 
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serait  infinie;  si  on  la  regarde  comme  une  constante  ar- 
bitraire, F (jTj)  sera  elle-même  une  constante  arbitraire, 
et  l’on  pourra  écrire  simplement,  à cause  de  la  for- 
mule (5), 


mais  il  vaut  mieux,  en  général,  se  réserver  le  droit  de 
fixer  la  limite  à partir  de  laquelle  commence  l’intégrale 
et  laisser  subsister  la  constante  arbitraire  dans  le  second 
membre  de  la  formule. 

Des  procédés  d'intégration. 

410.  Quelle  que  soit  la  fonction  explicite  ou  implicite 
f(x)  de  la  variable  réelle  x,  pourvu  qu’elle  soit  continue 
dans  un  certain  intervalle,  il  existe,  comme  nous  l’avons 
démontré,  une  fonction  bien  déterminée  qui  a pour  diffé- 
rentielle y (x)  dx  et  qui  se  réduit  à zéro  pour  une  valeur 
donnée  quelconque  x„  de  X.  Nous  sommes  convenus  de 
représenter  cette  fonction  par  la  notation 

J 

* • 

mais  il  est  naturel  de  chercher  à l’exprimer,  quand  cela 
est  possible,  par  le  moyen  des  cléments  analytiques  con- 
nus, c’est-à-dire  par  les  fonctions  algébnqucs,  logarith- 
miques, exponentielles  et  circulaires.  Celte  recherche 
constitue  ce  que  l’on  nomme  l’intégration  de  la  différen- 
lielley(x)  z/x;  elle  fera  l’objet  des  développements  que 
nous  nous  proposons  de  présenter  ici  et  qui  sont  néces- 
sairement bornés  à un  petit  nombre  de  cas. 

411.  Cas  d’une  intégrale  exprimable  par  une  fonc- 
tion SIMPLE.  — Nous  devons  avant  tout  rappeler  les 
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résultats  auxquels  nous  a conduit  la  diiTéreiitiation  des 
fonctions  simples,  car  ces  résultats  nous  font  connaître 
les  intégrales  qui  s’expriment  par  une  telle  fonction. 
On  a 

•T^  ' , dx 

cl ~ ,r"  dx,  d sin  x = coixdx,  d cot  = : 

n I Sin’j.- 


sin’j.- 
sin.rc/.r 


d — — fC"  dx,  rf  cos.r  = — sin.rr/.r,  dxcx  — 

m cos’  X 


d log.r  = 


dx 


d tang.r  ; 


• dx 


dx 

cos’ J ’ 


COS.r//.r 

d rosée  x—  — . — . --  » 


sin’x 


rfarcsinx=  i r/arccotr: 

<fÿ~  •r’ 


dx 

I -t-  J:’’ 

> , —dx  , rfx 

d arc  cos.r  = - ; — — - - 1 d arc  secx  = — — — i 
\j  \ — x’  X x’  — I 

, dx  , — dx 

rfarctangx= aarccosecx=  — — , 

X y'x’  — I 

et  on  en  conclut  immédiatement,  en  désignant  par  C une 
constante  arbitraire, 

/ x'+'  r . r dx 

X"  dx  = 1-  C,  I cosxdx  = sinx  + C,  I -r = — cotx  -t-  C, 

Cl  -h  I J ,/  sin’x 

/.  c"'  „ r ■ , ^ /’sinxf/x 

dx  ~ — ■ -t-  C,  I sinxrfx  = — cosx  + C,  I = secx  C, 

ni  J cos’x 

/dx  ('  dx  „ l‘ cosxdx 

— = logx -t- C,  I — — = tanex  4- C,  I — : ■=  — coseex-t-C, 

X ” J cos’x  J sin’x 


dx 

= arc  sinx  -4-  C = — arc  cosx  -t-  C, 

V I — x‘ 


/; 

/dx 

=arc  tanex  4-  C = — arc  cotx  4-  C, 

I 4-  X’ 

/’  _ 

X y*  I — x’ 


- - are  sécx  4-  C = — arc  coseex  4-  C. 
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On  peut  aussi  écrire,  en  désignant  par  x„  une  valeur 
quelconque  de  x, 


jc“  dx  = 


jr"-*-'  — 


r 


n-»-» 

O 


— - — — « 
n *4-  I 


dx  = — î 

m 


— = log^—  logj-,  = log  — , 

X X# 


La  troisième  formule  de  ce  groupe  est  comprise  dans 
la  première,  et  elle  se  déduit  de  celle-ci  en  faisant  tendre 
/»-+-!  vers  zéro;  on  a effectivement,  par  la  règle  du 
n°  124, 


J T “ “ '"ë 


X^-hi  X 

X,  = lim  *—  pour  n -t-  i = o. 

/>  + I 


Si  l’on  suppose  = i dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 

f 7 = 

on  trouverait  de  même,  en  prenant  = o. 


X 


dx 

7+T’ '“"8"’ 


v' 


dx 

' = arc  sin  x, 

I X* 


La  fonction  log  x et  les  fonctions  circulaires  inverses, 
telles  que  aretangx,  arcsinx,  sont  donc  des  intégrales 
de  différentielles  algébriques,  ainsi  que  nous  en  avons 
déjà  fait  la  remarque  (n°  45),  et  si  l’Algèbre  et  la  Tri- 
gonométrie n’en  avaient  préalablement  constitué  la  théo- 
rie, elles  SC  seraient  présentées  dès  le  début  du  Calcul 
intégral  comme  des  éléments  analytiques  nouveaux  indis- 
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pensables.  Celte  remarque  suffit  pour  faire  pressentir  dès 
à présent  que  l’intégration  doit  donner  naissance  à une 
infinité  de  fonctions  nouvelles  irréductibles  aux  types 
déjà  connus,  ce  qui  ouvre  à l’analyse  un  cbamp  de  re- 
cherebes  illimité. 


412.  Cas  d’une  différentielle  égale  au  produit 
d’une  différentielle  donnée  par  une  constante.  — 
Soit  la  différentielle  audx,  dans  laquelle  a est  une  con- 
stante et  M une  fonction  de  x;  il  est  évident  que  l’on  a 


^ audx  — a J'  u dx. 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
rentielle et  cbacun  de  ces  membres  renferme  d’ailleurs 
une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  veut  prendre  l’intégrale  de  audx  de  manière 
qu’elle  s’annule  pour  x = Xo,  on  écrira 


audx  = a 


Il  dx. 


égalité  évidente  puisque  les  deux  membres  ont  la  même 
différentielle  et  qu’ils  s’annulent  tous  deux  pour  x = x„. 


413.  Cas  ou  la  différentielle  donnée  est  la  somme 
DE  PLUSIEURS  différentielles.  — Soient  «,  v,  w,.  . s 
des  fonctions  données  de  x ; si  l'on  pose 


jr  — U + V -i-  IV  -h . . . -i-  s, 

il  est  évident  que  l’intégrale  indéfinie  de  la  différentielle 
ydx  aura  pour  valeur 


J" ydxz=.J udx  -+-  J’ vdx  -t- ^ wdx  -4-  . . . ^ sdx. 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
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renlielle,  et  en  conséquence  ils  iic  peuvent  difi'érer  que 
par  une  constante;  chaque  intégrale  entraîne  d’ailleurs 
avec  elle  une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  veut  prendre  l’intégrale  de  la  différeiitiellej'rfr 
de  manière  qu’elle  s’annule  pour  x = t,>,  on  aura 


pX  px  pX 

ydx—  I itdx -h  I l’fir  + I lerfr I sd.r, 

x^  c'x.  «/jr„  t/j.  »/jr. 


puisque  les  deux  membres  de  celte  formule  s’évanouis- 
sent pour  jr  = Xo. 

Si  U et  U sont  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  .r  et  que  l’on  fasse 

jr  — U + v y/—  I , 

on  aura  (ii°  359) 


ou 


f 

dx,  Jx, 


U dx  ■+- 


udx  + 


vdx. 


414.  IwTÉGRATioN  PAR  FARTIE.S.  — Le  procédé  dit  de 
l'intégration  par  parties  est  d’un  usage  fréquent  en  ana- 
lyse, où  il  offre  de  précieux  secours;  voici  en  quoi  il  con- 
siste. Soient  u et  deux  fonctions  quelconques  d’une 
même  variable  x,  on  a 


d ( «i»)  dp  du 
~dx~  = “dx^'‘dx' 


multipliant  par  dx  et  prenant  ensuite  l’intégrale  indé- 
finie de  chaque  membre,  on  aura 
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OU 

nous  n’ajoutons  pas  de  constante,  puisque  chaque  inié- 
grale  comporte  une  constante  arbitraire. 

La  formule  précédente  exprime,  comme  on  va  voir,  la 
règle  de  l’intégration  par  parties.  Soit_^«?x  une  différen- 
tielle donnée;  parmi  les  manières  en  nombre  indéfini  de 
décomposer  ydx  en  deux  fadeurs,  eboisissons-en  une 
telle,  que  l’un  des  facteurs  soit  la  différentielle  d’une 
fonction  connue  et  désignons  par  u l’autre  facteur  ; alors 
on  aura 

, fto  . 

ydx  = U — dx, 

<LT 


et  d’après  la  formule  (i)  l'intégrale  de  la  différentielle 
ydx  pourra  être  décomposée  en  deux  parties,  savoir  : 
une  partie  intégrée  uu  et  une  partie  non  intégrée. 


— J' ^ j C’est  donc  à l’intégration  de  la  différen- 


du 


tielle  t'  -7-  dx  que  se  trouve  ramenée  celle  de  la  différen- 
ds ^ 


tielle^<irou  u — dx.  Si  la  nouvelle  différentielle  est 

plus  simple  que  la  proposée,  on  aura  fait  un  emploi 
avantageux  de  l’intégration  par  parties. 

Si  l’on  veut  prendre  les  intégrales  de  la  formule  (t)  de 
manière  qu’elles  s’annulent  pour  x = Xo , il  est  nécessaire 
de  tenir  compte  de  la  constante  arbitraire  qui  accom- 
pagne l’intégrale  de  l’un  des  membres,  celle  du  second 
membre,  par  exemple.  Cette  constante  est  évidemment 
égale  à la  valeur  changée  de  signe  que  prend  la  partie  in- 
tégrée ut>  pour  X = Xo  ; donc  si  l’on  désigne  par  Uo  et 
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les  valeurs  de  u et  de  qui  répondent  à x = x^,  on  aura 

£ (“£)*=("— ('È)''"’ 

on  écrit  aussi,  quelquefois, 

X'(“£)'"=i“'ï.-X’('£)'^’ 


le  symbole  [uf],  exprimant  la  différence  uw — «o  ^’o  o'* 


1 


'intégrale  J* 


415..  Exemples.  — ]Nous  aurons  l’occasion,  dans  ce 
qui  va  suivre,  de  faire  des  applications  nombreuses  du 
procédé  que  nous  venons  d’indiquer;  il  convient  cepen- 
dant d’en  présenter  ici  des  exemples. 

1°  Considérons  d’abord  l’intégrale 


et  prenons 


/ 


log.rrf.r 


di> 


n = locx,  V =zx,  d’où  — dx  = dx, 

dx 


J*  logxjÉr  = X logx — J'  X—; 

l’intégrale  du  second  membre  se  réduit  h J' dx,  c’est-à- 
dire  à X -h  une  constante;  on  a donc 

J* logxdx  --  X logx  — X -t-  C, 


C étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  exemple,  l'in- 
tégration par  parties  permet  de  trouver  la  valeur  de  l’in- 
tégrale proposée. 
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i3 


J’  x’'e~'dx\ 


décomposons  la  difTérentielle  en  deux  facteurs 

x",  er’djr. 


dont  le  second  est  la  différentielle  de  — ; les  fonc- 

tions que  nous  avons  désignées  par  « et  sont  ici  x"  et 
— e~”  •,  on  a donc 


/ 


X"  e~‘  d.r  = — e~‘  -t-  m 


* dx. 


L’intégrale  proposée  est  ramenée  à une  autre  intégrale 
de  même  forme  et  qui  ne  diffère  de  la  première  qu’en 
ce  que  l’exposant  m de  x est  remplacé  par  m — i.  Si 
le  nombre  m est  positif,  la  nouvelle  intégrale  est  plus 
simple  que  la  première;  le  contraire  a lieu  quand  m est 
négatif,  et  dans  ce  dernier  cas  c’est  l’intégrale  du  second 
membre  qu’il  faudra  regarder  comme  réduite  k celle  du 
premier;  écrivant  — ni -t- i au  lieu  de  ni,  la  formule 
précédente  donnera 


/ I r 

X~^  e~‘  d.r  = 1 I x'-"‘  er’ 

\ — m i—mj 


dx. 


Supposons  que  in  soit  un  entier  positif,  et  posons,  pour 
abréger. 


ii„  = I X"  e~’  dx,  a,  = — x"  e~‘, 

Jq 


on  aura,  par  la  formule  trouvée  plus  haut,  en  remarquant 
que  «„  s’annule  pour  x = o, 

l‘m  = a,  -H  tnu„_, , 
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ei,  en  donnani  à m les  valeurs  i,  2,  3..  . 


. , ni,  il  viendra 


U,  = a,  + U,, 

«,  = a,  -f-  2«,, 


«,  = a,  -t-  mu„ 


ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  facteurs 


5 O ’ 

1.2  1.2.3 


1 .2.  . .m 


il  viendra 


K»  , . “> 

— -f-  — -4-  

I .2. . .m  1 12 


or 


d’où 


const., 


^ e~‘  dx  — — e"’ 

II,  = I dx  = i — e~’i 

Jo 


on  aura  donc 


X'"  e~‘  dx 

X x^ 

4"  — -4- 

I 1.2 


X" 

-h. ..H 

I .2.  . 


416.  Irtégràtiom  par  siibstitutiow.  — Le  procédé 
d’intégration  qu’il  nous  reste  à indiquer  consiste  dans  le 
changement  de  la  variable  indépendante;  ce  procédé  et 
celui  de  l'intégration  par  parties  constituent  les  res- 
sources principales  de  la  partie  du  Calcul  intégral  dont 
nous  nous  occupons. 

Soity’(ar)  dx  une  différentielle  donnée;  si  l’on  prend 
une  nouvelle  variable  indépendante  t liée  à x par  une 
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équation  telle  que 

(l)  X = f[t), 


on  aura 

</x  = tf  [t)dt, 

et,  par  conséquent, 


il  en  résultera 

(5) 

Si  l’on  sait  intégrer  la  différentielle  ij/ (t)  c/t  et  que  l’on 
ait 


t)  -f-  const., 


on  aura  aussi 


dx  (t)  roDSt. , 


et  en  remettant  au  lieu  de  t sa  valeur  exprimée  en  j-, 
on  aura 


dx  — Y (x)  -i-  const., 


F (x)  étant  une  fonction  connue. 

L’emploi  de  la  méthode  de  substitution  peut  être  très- 
utile,  même  lorsqu’elle  n’a  pas  pour  effet  l’intégration 
de  la  différentielle  donnée;  elle  permet  en  effet,  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  de  substituer  à l’intégrale 


J' f(^)  cette  différentielle  une  autre  intégrale  plus 

simple  J" 


Supposons  qu’on  veuille  prendre  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle /’ (or)  r/x  de  manière  qu’elle  s’annule  pour 


l6  CALCl'L  1^TÉGKAL. 

alors  l’intégrale  de  la  différentielle  égale  (t)  dl 
devra  être  prise  aussi  de  manière  qu’elle  s’annule  pour 
la  même  valeur  do  x.  Par  conséquent,  si  f,  désigne  la 
valeur  qu’il  faut  donner  à t pour  que  x se  réduise  à x^, 
on  aura 


J 4’ (')'*• 


417.  Exemples. — i“  Considérons  d’abord  l’intégrale 

I [ax  b)"'  dx.  Posons 

• 'a 
ajr  + 0 — t,  X — — J ax  — — t 

a a 

il  viendra 

Ç [ax  -H  ê)*  dx  — - Ç f dl  = 1 — ^ 

J ^ ' a J (to4-i)« 


h const., 


ou 


r , , (ax  + />!•+' 

I (ax  + 6 dx  = , 1-  consl. 

Soit  en  second  lieu  l'intégrale  J — 


dx 


px  -X-  q 

P et  q étant  des  quantités  données,  telles  que  l’on  ait 
P*  — 47  < O-  Si  l’on  pose 


^ = dx=^q--^dl, 


il  viendra 


/dx  I r dt 

X’ -i- px -t- q ~~  j pxj  /’  -I-  I ’ 


P 

''"4 


or  on  a 


•/ 


dt 


— arc  tangr  + consl.  ; 
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donc 


/ 


d.r 


•r-f- 


x‘‘  + px  + (j 


arc  lang 


v/’-ï 


const. 


Intégration  des  diJférenlieUes  rationnelles. 

418.  L’étude  des  diflerenlielles  algébriques  va  d’abord 
nous  orcuper,  mais  cette  étude  doit  être  bornée  ici  atjx 
cas  les  plus  simples;  nous  considérerons  en  premier  lieu 
les  différentielles  rationnelles. 


Toute  fonction  rationnelle 


Eif.' 

/(•ï) 


de  la  variable  x est 


décomposable  (n“  392)  en  une  partie  entière  qui  peut 
être  nulle,  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  les 
puissances  des  binômes  linéaires  par  les({uelles  le  dénomi- 
nateur f{x)  est  divisible.  Ainsi,  en  supposant 


■ F(.r^ 

; — — - = CT..H"  -I-  fl, . 


(■) 


I,. 


A, 


(.r  — «)*  (j; 


{.r-bf  (x-bf-' 


L, 


[æ  — iy  (.r  — /)-• 


I 

.r  — a 


X—  / 


A,  A,,. . .,  R,. . .,  L,. . .,  flo)  1-  • • étant  des  cocffi- 
II.  3 
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cients  couslanU.  Or,  on  a 

C .r.“  + ' 

I dx=. 1-  ronst.: 

J fx  1 

on  a aussi,  quand  fx  est  diHercnl  de  i, 

f/.r  I 

et,  dans  le  cas  de  fx  = i, 

(tr 


/, 


const., 


r tir 

J — i 


= — g)  + const.; 


si  donc  on  intègre  les  deux  membres  de  la  formule  (i), 
après  les  avoir  multipliés  par  dx,  il  viendra 


J f{.r)  m-hi  m 


Om—l 

•>■’+  ^«.r-t-const. 

a 


B 


.r  — a 

B, 


+ A^_,log(.r  — «) 


I. 


^+Bç_,Iog(.r— é) 


(X  — i){.c  — / 

de  cette  formule  résulte  la  proposition  suivante  : 

Tjtéorème.  — L'inlégrafe  d'une  différentielle  rntion- 
nelle  est  toujours  exprimable  par  des  fonctions  algé- 
briques et  logarithmiques. 

Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique. 

419.  Pour  que  l'intégrale  de  la  différentielle  ration- 

F (.r) 

nelle  jf-:  dx  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans 
✓ ) 
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le  développemcnl  en  fractions  simples,  il  n'y  ait 

aucun  terme  dont  le  dénominateur  soit  du  premier  de- 
gré. Les  conditions  pour  qu’il  en  soit  ainsi  sont,  en  con- 
servant les  notations  du  numéro  précédent, 

A„_,  =o,  Bj_,  ^o,  C^_,=o.... 

Cela  exige  d’abord  que  le  polynôme  J (x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  au  n°  .398, 
qu’en  posant 

.1.  f t . 


«{.r)=(.r  — n) 


^ (•r)  = (j-  — ô)"- 


A - 


I . 2 , . .(S  — l , 


les  conditions  pour  que  fy-":  algébrique  sont 

J J {■'■) 


quelles  que  soient  les  quantités  n,  h,.,.,  c,  réelles  on 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
a,  ô,. . .,  l\  mais  si  le  degré  de  F (x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à celui  de  f{x),  l’une  d’elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  ;/i  le 
degré  de  /’(.r),  et  supposons  que  F (.r)  soit  au  plus  du 

F(æ-) 

degré  in  — a-,  la  partie  entière  F (x)  de  — - sera  nulle, 

et  si  l’on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

) on  voit  sans  peine  que  le  numérateur  de  la  frae- 
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tion  ainsi  obtenue  contiendra  x™"'  avec  le  coefficient 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F (x)  est  du  degré 
m — a au  plus;  on  a donc 


o; 


1.2. ..(a  — l)  1.2. ..(6  — l)  1.2. ..{A  — 1 

et,  par  conséquent,  runc  des  conditions  pour  que 

I dx  soit  algébrique  rentrera  dans  les  antres. 

L’équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n°  3‘,H. 


Autre  forme  de  V intégrale  des  différentielles 
rationnelles. 

420.  Ce  que  nous  avons  dit  au  n°  418  est  applicable  à 

F (j:) 

une  différentielle  rationnelle  quelconque  j dx.  Si, 

parmi  les  racines  de  l’équation  f{x)  = o,  il  y en  a qui 
soient  imaginaires,  l’intégrale  renfermera  des  logarithmes 
imaginaires,  mais  on  pourra  les  remplacer  par  des  arcs 
de  cercles  réels  en  se  servant  des  formules  que  nous  avons 
établies  au  n“  371,  et  l'on  obtiendra  ainsi  un  résultat  dé- 
barrassé d’imaginaires,  pourvu  cependant  que  les  coeffi- 
cients des  polynômes  F (.r)  ct_/’(x)  soient  réels.  Mais,  en 

supposant  ce  dernier  cas,  la  fonction  rationnelle  est 

/(•'•) 

susceptible,  comme  on  l’a  vu  (n"  401),  d'un  mode  de 
décomposition  où  ne  figurent  que  des  quantités  réelles,  et 
il  est  facile  de  procéder  n l’intégration  en  partant  de  cette 
décomposition  nouvelle. 

Ici  l’expression  de  pourra  contenir  des  termes  de 
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même  forme  qu'au  n'^  418  avec  de  nouveaux  termes  de  la 

forme ^ ? P et  O désienant  des  coefficients 

réels  constants,  et  x’  4-  px  -f-  q étant  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  qui  répondent  à deux  racines  imaginaires 
conjuguées  de  l’é<{uatioii  / (x)  = o.  A l’égard  des  pre- 
miers termes,  nous  n’avons  rien  à ajouter  à ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  et  nous  avons  à nous  occuper  seule- 
ment des  intégrales  de  la  forme 

,/x. 

Par  la  substitution 


l’intégrale  précédente  devient  égale  à 


or  liU  étant  la  moitié  de  la  différentielle  de  t’-f-i,  on  a, 
si  n est  > i. 


r idt  _ _ I 

J (f’-4-l)*  2 («  — if  (f -I-  l)*~' 


const., 


et  SI  n = I , 


const.  ; 


tout  est  donc  ramené  à déterminer  l’intégrale 
J (»■-+-■)" 
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En  introduisant  au  numérateur  de  la  diHerentielle  le 
facteur  (t'  + 1)  — <*,  il  vient 


I 


(/’  + 1)'" 


/ 


rit 

(<*  + Ij" 


Odt 


on  a ensuite 


r 1 

ft  , 

J (r’-t-i)*  2 J 

1 



(r'-f-l)"  1 {n- 

l'intégration  par  parties  donnera  donc 


r 

t‘‘ tir 

t 

1 

r . 

J 

au 

(j’-f-l)"  2(// — 

moyen  de  quoi  l’on  aura 

' 3(/I  — l) 

./  (J’+I)"-'' 

r 

1 / 

2 n — 3 

r 

J 

1 (/’-t-i)" 

2/1  — 2 (r’+  1 

2/1—2^ 

/ (/’-l-l)"-' 

On  aura  de 
lieu  de  n, 

♦ 

même,  en  écrivant 

n — I > w — 

-a,.  . ^ 3*^ 

1 

r rit 

1 t 

2/J  — 5 

r 

J 

(J'-t-l)"-' 

' 2.11  — 4 (*■  -t-  O"'’ 

2/1—4., 

i 

r 

- ' ' 'T 

Ht 

J 

2 t'  -+-  1 2 J t‘ 

+ 1 

Si  l’on  ajoute  les  n — i équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  parles  facteurs 

2 « — 3 (■>.  ri  — 3)  ( 2 n — 5 1 

I , > -, J ■ • • > 

2/J  — a (2/J — 2)  (2/1  — 4) 
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a3 


dt 


+ 

fl  t -xn  — 3 ^ 

Lan  — a (/’  + i)"“‘  (a/i  — 7.){xrt  — 4)  1*’ 


(a/i  — 3)  (an  — 5)...i 


(an  — 3). . . I t ’l 
(an  — a). . .3  -I-  I J 


arc  tang  i 4-  consl.. 


(an  — a)(an  — 
à cause  de 

r-  dt 

I = arc  tanc/  4-  const. 

J t‘  + i 


Si  donc  on  ne  veut  introduire  que  des  quantités  réelles 
dans  l'intégrale  d’une  dirférenticlle  rationnelle,  on  devra 
dire  que  cette  intégrale  est  exprimable  par  des  fonctions 
algébriques,  logarithmiques  cl  circulaires. 


Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  des  puissances  fraction- 
naires de  la  variable. 

421 . Nous  allons  examiner  les  ras  principaux  dans  les- 
quels une  différentielle  algébrique  irrationnellcy(x)  dx 
peut  être  ramenée  à la  forme  rationnelle  par  un  chan- 
gement de  variable. 

La  réduction  dont  il  s’agit  s’obtient  immédiatement 
quand  la  fonction  f (x)  est  une  fonction  rationnelle  de 
puissances  entières  et  de  2>uis$ances  fractionnaires  de  x; 
dans  ce  cas,  si  l’on  désigne  par  rn  un  entier  divisible  par 
les  dénominateurs  des  exposants  de  x dans f(x),  il  suffira 
de  poser 

•f  = l",  d.r  = iiit“~'  dt. 
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y (.r)  itr  = m f{t“)  f'~'  (U, 

ce  qui  est  bien  une  différentielle  rationnelle. 

Une  transformation  semblable  opère  la  réduction  de- 
mandée quand  f(T)  est  une  fonction  rationnelle  de  x et 
de  puissances  fractionnaires  d'un  binôme  du  premier 
degré  flx -1- i.  Si  m désigne  un  entier  divisible  parles 
dénominateurs  des  exposants  de  ces  puissances,  on  posera 
, /"  — i , m . 

a.r  -f-  ti  = r",  ,r  = • — — , et.r  = — r , 

fl  fl 

et,  après  la  substitution,  on  aura 

/(.r)  dr  = ,f{t)  fit, 

(l)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

■♦22.  Exemple.  — Considérons  la  différentielle 


en  posant 


n-  V -■ 




■r  = f,  i/.r  — Gl'r/t, 


elle  devient 

6 -- - - rfr  = 6 (r‘  — r'  -t-  r'  -I-  — r — i)  -I- 

-t-  1 ' ' 


6tdt 
1^  ■+ 1 


(if// 


on  a ensuite,  en  intégrant 

I -4-  \ .r 


/: 


6 6 3 

: rfr  = - /’  — - /»  -f-  - r'  -H  2 /•  — 3 /’  — 6/ 
702 


-+-  3 log(/’  -I-  1)  -4-  6 arc  tang  / H-  const., 
ou,  en  remettant  au  lieu  de  l sa  valeur  ,r‘. 


I -4-  v'  r 6 J 

— ■ rfr  = — .r' 


J I -4- 


6 ‘ 34  I 4 ■ 

-X*  -4-  _.r“ -4-  2.r’ - 3.r*  — 6.r‘ 

^ O 


-f-  3 log  (.r-*  -4-  I ) -I-  6 arc  lang.r*  -4-  const. 
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Des  drffërentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d’un  po- 
lynôme du  deuxième  degré. 

■t23.  Le  cas  que  nous  avons  ici  en  vue  est  celui  d'une 
différentielle  de  la  forme 

F {x,  X)dx, 

X désignant  la  racine  carrée  d’un  trinôme  du  deuxième 
degré  en  j-,  et  F (x,  X)  étant  une  fonction  l alionnelle 
de  X et  de  X. 

Soit 

X = \ (i  + b.r  rx’; 

si  le  coeffleient  c est  nul,  pour  rendre  rationnelle  la  dif- 
férentielle proposée,  il  sullira  de  poser  (n^dSI) 

fl  bx  = f,  dx  = Y tdt. 

b 

Supposons  donc  c différent  de  zéro;  comme  on  peut 
faire  sortir  du  radical  un  facteur  numérique  égal  à la 
racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de  c,  il  est  évident 
que  nous  pouvons  poser 

X = -t-  bx.  zfc  x’. 

Il  convient  d’examiner  séparément  le  cas  où  x*  est  pré- 
cédé du  signe  -|-  sous  le  radical  et  le  cas  où  ce  carré  est 
précédé  du  signe  — . 

Soit  d’abord 

X = y'a  -f-  èx  4-  .r'. 

Première  transformation. — Pour  rendre  rationnelle 
la  différentielle  donnée,  on  peut  poser  X = < ± x,  t étant 
une  nouvelle  variable;  nous  ferons,  par  exemple, 

X = t — x-, 
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en  élevant  au  carré,  il  vient 


a -i-  bx  — l'  — 2/J-, 


d’où 


/’  — n t'-hbt-ha  , 2(/’-t-i/-l-n)  , 

X = , — » rlx=  — — tU  ; 

(2/4-  b}’ 


•xt  + b xt  + b 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


F (j-,  X)  rfj-  = 4>(t)dt, 

d>  (/)  désignant  une  roiiclion  ralionuelle  de  t. 

Deuxième  thansfoiimation.  — On  peut  encore  em- 
ployer la  transformation 

X = -I-  /X  ; 


mais,  si  n et  sont  des  quantités  réelles  et  qu’on  veuille 
éviter  l’emploi  des  imaginaires,  cette  transformation  ne 
convient  qu'au  cas  où  a est  positif.  En  élevant  au  carré- 
la  précédente  équation,  il  vient 

6 -4-  .X  = 2/  -4-  /’  X, 

d’où 

Xt  \ a — b ^ /’  y'«  — ht  -t- 

“^l— T'*’  T— /'~  ’ 


2 (/’  \ja  — A/  H-  y'rt) 

(.-/■)> 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  encore 


F (x,  X ) ilx  =:  >1'  (/)  f//, 

<l>  ({)  étant  une  fonction  rationnelle. 

Troisième  traksformation.  — La  transformation  qu’il 
nous  reste  à indiquer  est  réelle  lorsque  l’équation  X’  = o 
a ses  racines  réelles,  ce  qui  a toujours  lieu  quand  a est 
négatif.  Soient  doue  a'„  et  x,  les  racines  de  l’équation 
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X’  = O,  en  sorte  que 


X = V (-»■  — J.)  (-c  — -Tl)  ; 

on  posera,  en  désignant  par  t une  nouvelle  variable, 
X=(x-x.)t, 
ou,  en  élevant  au  carré, 

X — X,  = ( X — X,)  t ’, 


ce  qui  donnera 

X, X,  /’ 


(x,  — x.l/  a(xi  — 

X = ^ 1 (Ix  = : — — ) 


I — r’  ' I — 1‘ 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  encoie 

F (x,  X)  </x  = «l»  (f)  fit, 

4>(t)  étant  une  fonction  rationnelle. 

42-4.  Exemples.  — i”  Supposons  que  l’on  demande 
d’intégrer  la  différentielle 

dx  dx 

^ -t-  èx  -4-  x’ 

la  première  transformation  donnera 

ou,  eu  remettant  au  lieu  de  t sa  valeur  x -t-  X, 


I , = log  { xH h^a  + éx+xA 

J yfa -h  6x -h  X’  2 ''  J 


■ consi. 


a”  Supposons  qu’on  demande  d’intégrer  la  différen- 
tielle 

\d.r  — -h  bx  -j-  x’  dx  ; 
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la  première  transformation  donnera 

=i/('-i)'"*K"“î)  J jiTiy 

= g (' + ;) '+ K"  - ï) '°K' ^ î)  - s ("  - ?)  j ■ 


a 7- 


d’ailleurs  les  quantités  / -f-  - et respectivement 

t + - 

2 

pour  valeurs  x + ^ + X et  — x — - + X ; on  a donc 


J \ a -h  b v -1-  — ^.r  -H  — j ^/ûT -t-  b.r  .r 


H h y«  + 6.r  -I-  j’ J + const. 


Il  faut  remarquer  qu'on  peut  ramener  l’intégrale  pro- 
posée à celle  du  premier  exemple,  en  faisant  usage  de 
l’intégration  par  parties.  On  a cffeelivemenl,  en  appli- 
quant ce  procédé, 


r / 

I \/n -+- é.r-f-.r’ </.r  = .r^n  + é.K — I — 

J «y  v^rtH 


‘ , * 

,r’  H ,r 

2 

V^rt  -h  bjr-i-^ 


d'ailleurs 


4-  b-r  •+■  «/. 


“r></.r= 

J « 


-t-  è.r  -H  .r’ 
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et,  en  ajoutant  cette  formule  à la  précédente,  il  vient 


f “ 

n + b.e  -f-  -f-  f - — 

xJ  - 


* b 

a H .r 

-=r.y^- dx  ; 

ya-ir-bx  + x’ 


l’intégrale  du  second  membre  de  celle  nouvelle  formule 
est  égale  à la  somme 

C U* 

V ^ ' J ■'  ’ + é.r  + .r’ 

la  première  partie  est  connue  par  l’exemple  1,  et  la  se- 
conde partie  a évidemment  pour  valeur  ^ y'a ; 

on  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu. 

3°  Soit  encore  la  difTérenlielle 

l’a  + Ç.r)  d.r 

i.r  -f-  ./•’ 

qui  se  rencontre  fréquemment  et  dont  l’intégrale  se 
déduit  immédiatement  des  calculs  que  nous  venons  d’exé- 
cuter. On  a 

(x -h  ft-r]  d.r  j à6\  d.r  , ^ 

-v:.-,-— = (a 1 , -t-  6 —— , 

\ a b.r .r'  \ 2 / y i.r -I- ,r’  y a -t- à,j- -(- .r' 


et,  en  intégrant, 

r(a-f-6x)rf.r 


•r  H (- 

2 


-h  b.r  -(-  .r’^ 


-t-  6 -t-  à.r  -t-  .r’  -4-  const. 


42o.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a 
X = -I-  à.r  — jJ. 

Pour  ramener  la  différentielle  F (or,  X)  dx  à la  forme 
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rationnelle,  on  peut  employer  la  deuxième  ou  la  troi- 
sième transformation  du  n°  423,  lorsque  a est  posilif. 
Dans  le  cas  de  o,  on  devra  se  borner  à la  iroisième 
transformation,  si  l’on  ne  veut  introduire  que  des  quan- 
tités réelles. 

1°  Supposons  fl  ^ O,  on  fera 
X — -+-  /•>', 


et,  en  élevant  au  carré, 

b — .r  =:  y'fl  /’.r, 


d’où 


b — -xt\Ja  yja bt  — t'\Ja 

— , X — 


1 . !-+-<’ 
^fi  ■+-  ht  — f \/(7 


la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


F(.r,X)rfr=*f/)*, 

<I>  (t)  étant  uue  fonction  rationnelle. 

2”  Quelle  que  soit  la  constante  a,  l’équation  X’  = o 
a toujours  ses  racines  réelles;  car  autrement  l’expres- 
sion X serait  imaginaire.  Nous  n’excluons  pas  ce  cas  de 
notre  analyse;  mais,  comme  la  fonction  X est  alors  égale 
à y/ — 1 y/ — fl  — bx x’,  on  rentre  dans  le  cas  du  n"  423. 
Désignant  donc  par  J"»,  a",  les  racines  de  l’équation  X’  = o 
et  supposant  .r,  ^ J’o,  on  aura 

X = y/(.e— .r,)(.r,  — .r]. 

Pour  effectuer  la  transformation  que  nous  avons  en 
vue,  il  faut  poser 

X = (.T-  — .r,)f  OU  .r,  — (,r  — ,r,) 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  1. 


d’où 


■r, -+-.r, />  fj., 

■r  — 1 X = t 

I H-  f’  I -t- 

ce  qui  donnera  encore 


d.r  = 


F (.r,  X)  <ir  = .1.  (f) 


4>  (<]  étant  une  fonction  rationnelle. 


3i 

2 (.r,  — .r,)  dit 


426.  Les  diverses  transformations  que  nous  avons  em- 
ployées permettent  de  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  mais  il  n’est  pas  toujours  nécessaire  d’en 
faire  usage,  et  il  peut  arriver  que  d'autres  transforma- 
tions conduisent  plus  aisément  .au  résultat  demandé. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 

dr 

b.r  — .r> 


on  peut  l’écrire  comme  il  suit  : 

dr 


et  on  aperçoit  sans  peine  qu’elle  se  réduira  à la  forme 
élémentaire  .>  au  moyen  de  la  transformation 


V'-'’  

b ! A’ 


dx  = dt 


A’ 


et 


on  a donq 


= arcsini  -t-  consl. 
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r dr  . â 

I ^ =arcsin — - 

J \Jtl  ü.r  — .r’  / /; 


Ce  résultat  permet  d’obtenir  immédiatement  la  valeur 
de  l’intégrale 

^ f \ Il  -i-  h.i-  — .r* 

car  cette  intégrale  peut  être  décomposée  en  deux  parties, 
savoir  : 

(.+“)  f- 

\ -h  r — .r  ’ U \ n ~h  f/x  — H 


la  première  partie  est  précisément  l’intégrale  (|ue  nous 
venons  de  déterminer,  h un  facteur  eonstant  près,  et  la 
seconde  partie  a pour  valeur  — 6 \/a  -f-  ùx  — j ’. 

427.  On  peut  encore  ramener  à la  forme  rationnelle 
une  différentielle  de  la  forme 


F .r,  h.r,  ^!n'  -H  h' x)  d.r, 

F désignant  une  fonction  rationnelle  des  trois  quantités  x, 
y a -1-  bx,  yrt'-t-  b'x.  Ce  cas  rentre  effectivement  dans 
celui  que  nous  venons  d’examiner;  car  si  l'on  fait 

?. 

a*  -4-  //.r  =z  /’,  X = » fl.r  ~ — tdt, 

la  différentielle  proposée  se  réduira  à la  forme 
t>(t,T)dt, 

T désignant  la  racine  carrée  d’un  polynôme  du  deuxième 
degré,  et  étant  une  fonction  rationnelle. 
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ÈUiJe  des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferment 
pas  d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

•i28.  Le  cas  le  plus  simple  des  différcnlielles  algé- 
briques, après  ceux  que  nous  venons  d’examiner,  est 
celui  d’une  différentielle  de  la  forme 

(I)  r/V  = F(.r,X)rf.r, 

X désignant  la  racine  carrée  d’un  polynôme  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  et  F {x,  X)  étant  une  fonction 
rationnelle  de  X et  de  X.  Les  intégrales  des  différen- 
tielles algébriques  que  nous  avons  considérées  dans  les 
numéros  qui  précèdent  sont  exprimables,  comme  on  l’a 
vu,  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  cir- 
culaires', il  n’en  est  plus  ainsi,  en  général,  à l’égard  de  la 
différentielle  d\'  dont  nous  allons  nous  occuper.  De 
l’étude  que  nous  allons  faire  résultera  la  nécessité  d'in- 
troduire dans  l’analyse  trois  éléments  nouveaux  auxquels 
Legendre  a donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques,  et 
alors  l’intégrale  V sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 

Soit 

(a)  X = y a -H  6.r -+- y.r’ -4- J.r’ -t- i.r‘; 

on  doit  supposer  que  le  polynôme  qui  figure  sous  le  ra- 
dical de  cette  formule  n’a  pas  de  facteurs  linéaires  mul- 
tiples, car  autrement  la  différentielle  t/V  appartfendrait 
à la  classe  de  celles  dont  nous  nous  sommes  occupé  aux 
n°*  423  et  42o,  et  l’intégrale  V serait  exprimable  par  les 
seules  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires; ainsi,  en  particulier,  les  coefiieients  J et  £ ne 
peuvent  être  nuis  tous  deux,  mais  ou  peut  avoir  e = o. 

II.  3 
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11  convient  île  chercher  d’abord  à siinplifler  l’expres- 
sion de  la  difierenticlle  r/V;  nous  allons  démontrer  que 
si  les  constantes  qu'elle  renferme  sont  réelles,  on  peut 
toujours,  au  moyen  d’une  substitution  linéaire  et  réelle. 


(3) 

lui  donner  la  forme 


r =1 

I -I-  / ’ 


T désignant  un  radical  de  la  forme 


T = (/■-+-*)  (f u), 

dans  lequel  i et  ft  sont  des  constantes  réelles,  et  ‘t>  étant 
une  fonction  rationnelle  de  t et  de  T. 

429.  Supposons  d’abord  que  e ne  soit  pas  nul;  le  po- 
lynôme qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (a)  peut 
toujours  être  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
deuxième  degré,  et,  en  conséquence,  on  peut  écrire 


(4)  ^ — 2 éf'’ 

Cela  étant,  on  a,  par  la  substitution  (3), 


f — 2 .r  -t-  .-r*  = 


/'—  a^'.r  -+-  .r» 

en  faisant,  pour  abréger, 

( F =/—  2.gp+p\ 

(5)  < G = —/-k-s[p-^>l)—pq, 
( H =/—  Igq  -t-  q\ 

et  si  l’on  pose  en  outre 


F — aGf  -f-  Ht' 

(i-f-t/ 

F'  — 2G't-f-  H't' 

(TTTp  ■ ’ 

F'=/'—  -xg'  p+p\ 

O'  = - /'  +g'[p-^q)—  pq, 
H'  = /'—  ïg'q 
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on  aura 

(7) 


X 


vÆThW 

(t  + 0'  ’ 


d’ailleurs  la  formule  (3)  donne 

(8)  </r=(i7 — p)  ; 

la  différentielle  d\  deviendra  donc,  par  notre  substi- 
tution, 

(9)  = 

étant  une  fonction  rationnelle,  et  ainsi  elle  conserve 
sa  forme  primitive. 

Mais  nous  avous  introduit  deux  indéterminées  p et  r/, 
dont  nous  pouvons  disposer  pour  faire  disparaître  les 
puissances  impaires  de  t sous  le  radical  de  la  formule  (6)  ; 
il  suflit  effectivement  de  poser  G = o,  G'=  o,  c’est-à- 
dire,  à cause  des  formules  (5), 


f — g{p-^‘l)  + P'l  = o< 
/'—?'(/'  + 7) +/'?  = «• 


On  tire  de  là 


(10) 


P-¥q  = 


ùzL 

g — g’' 


pq  = 


/g'-  gf 
g — g' 


puis 

(n)  p ^ — 'i^f-^f—'^gS">'  — Mf—g')'<f'  — g'')_ 


Écartant  le  cas  de  g'  = g' ^ sur  lequel  nous  reviendrons 
tout  à l’heure,  on  voit  que  la  formule  (ii)  détermine, 
avec  la  première  des  formules  (10),  les  coefficients  petq 
de  la  substitution.  II  faut  prouver  qu’on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  ces  coefficients  soient  réels. 

3. 
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Si  l’équaiion  X*  = o a deux  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires,  les  quantités  f — g'  et  f — g'* 
sont  de  signes  contraires;  en  consequeuce,  la  valeur  (i  i) 
de  ^ — q est  réelle. 

Si  l’équation  X’  = o a scs  quatre  racines  imaginaires, 
soient  g = a,  y = et*  -f-  i*,  g'  = a\  J'  = a'*  -I-  i'*,  il 
viendra 

_ _ v((« +(6  — — «'/* + {/> 

^ ^ rt  — a'  ’ 

et  l’on  voit  que  p — q est  encore  réelle  dans  ce  cas. 

Enfin,  si  les  quatre  racines  de  l’équation  X’  = o sont 
réelles,  désignoiis-les  par  a,  b,  c,  d,  et  posons  f = ab, 

g — 'Lit-!!.,  J' = Cl/,  g'=  l’équation  (i  i)  deviendra 

d(ii  — c]  (fl  — — c)  (n  — il) 

P — I/  — Z" ' 

a b — c — rt 

et  cette  valeur  de  p — q sera  encore  réelle  si  l’on  a 
rt  > 6 > c > rf, 

ce  qu’il  est  évidemment  permis  de  supposer. 

Dans  le  cas  de  g'  = g,  on  résout  immédiatement  le 
problème  proposé  en  posant 

,r  = g + I. 

Remarquons, enfin, que  les  formules  (7)  et  (8)  donnent 
par  la  division 

i/.r  lit 


|ui  désignant  une  constante  déterminée. 

430.  Il  nous  reste  à examiner  le  cas  de  e = o.  Alors  le 
polynôme  qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (i)  est 
décomposable  en  deux  facteurs  réels,  l’un  du  premier 
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dcgrc,  l'autre  du  deuxième  degré.  On  a 

X = S (n  — .r)  (/—  2g.r  + -H), 
et,  par  la  substitution  (3),  il  vient 

« ,r  _ __  (T+" - "(T +7]  > ’ 

- , ,,  F-2G/  + H/» 


F,  G,  H ayant  les  valeurs  données  par  les  formules  (5). 
Les  formules  (6)  et  (y)  subsistent  donc  dans  ce  cas, 
pourvu  que  l’on  écrive  — d au  lieu  de  e,  et  la  première 
puissance  de  t disparaîtra  de  chaque  facteur  placé  sous 
le  radical,  si  l’on  a G o,  G'=  o,  c’est-.à-dire 


^-3^  = G —f+S{P  + <])  — P'l  = o-, 
on  tire  de  là 

P + n r 

— — = a,  pq  = iga  — / 

et 

- • y'"’  — +7=  v'^(«  — ëY  + (/—  ë'f 

Si  le  polynôme  X*  a deux  facteurs  linéaires  imagi- 
naires, on  a f — g’  ^ o et  par  suite  les  valeurs  de  p et  q 
sont  réelles.  Si  les  racines  du  trinôme  x'  — ^gx+J 
sont  réelles,  désignons-lcs  par  b et  c,  on  aura 

= 7("  — *)(«  — '•)• 

Les  valeurs  de  p et  ^ seront  donc  encore  réelles,  si 
l’on  a eu  soin  de  prendre  pour  a la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  des  trois  racines  du  polynôme  X*.  La  subsli- 
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tluioii  (3)  remplit  ainsi,  dans  tous  les  cas,  l’objet  de- 
mandé. 

431.  La  fonction  rationnelle  4>  {/,  T)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

M -+-Nf 


M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  /*  et  de  T, 
et,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  expression 
par  M' — N't,  on  lui  donnera  la  forme 

P + Qf, 

P et  Q étant  des  fonctions  rationnelles  de  t’  et  de  T. 
Ainsi  la  différentielle  proposée  icf  V sera 


rfV  = P*-l-Qfrff. 


Mais  si  l’on  fait  «=  £*,  du=  ixtth,  le  terme  Qtrff  se 

réduira  à - Q étant  une  fonction  rationnelle  de  u 

et  de  la  racine  carrée  d’un  trinôme  du  deuxième  degré; 
par  conséquent  l’intégrale  de  la  différentielle  Qtdt  est 
exprimable,  d’après  ce  qui  a été  établi  précédemment, 
par  les  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Quant  à la  partie  Pdt,  elle  est  évidemment  de  la  forme 


M-+-NT 

M' 


ou 


N -4-  - 


7*. 


M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  £*,  et,  si 

M' 

l’oii  multiplie  les  deux  termes  par  N' on  aura 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  I. 


39 

tp  (<’)  et  ^ (<’)  étant  (les  fonctions  rationnelles  de  t*.  La 
différentielle  est  rationnelle,  et  en  conséqiujnce 

son  intégrale  est  algébrique,  logarithmique  et  circulaire; 
si  donc  on  fait 

(/U  = ?((=)-, 

l’intégrale  V sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  circulaires,  jointes  aux  élé- 
ments nouveaux  que  peut  contenir  l’intégrale  U. 

432.  THAKSFOnMAXIOJV  DU  RADICAL  T.  — La  question 
que  nous  nous  sommes  proposée  est  ramenée,  d’apr<-s  ce 
(jui  précède,  à l’étude  des  diirérenticlles  de  la  forme 

f ((’)  est  une  fonction  rationnelle  de  t’,  et  T représente 
un  radical  qui  a l’une  des  cinq  formes  suivantes  : 

. » T = -7T{'’  - 9’). 

3"  T = V/  +1ÏÏ  -H 

P et  q étant  des  quantités  réelles  données;  nous  excluons 
r hypothèse  de 

T = >f^r-  -77'’)  + ni  ' 

parce  qu’elle  répond  .à  une  valeur  imaginaire  de  r/li; 
d’ailleuis  ce  cas  se  ramène  au  cinquième  de  ceux  que 
nous  avons  énumérés,  en  écrivant  c/üy^i  au  lieu 
de  r/ü. 
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Dans  les  cinq  cas  que  nous  avons  à examiner,  le  radical 
peut  être  ramené  à une  même  forme  par  un  changement 
de  variable;  la  forme  que  nous  adoptons  n’est  pas  la 
seule  que  l’on  puisse  choisir;  mais  elle  est  la  plus  com- 
mode et  la  plus  fréquemment  employée. 

1°  Considérons  d’abord  le  premier  cas;  supposons,  ce 
qui  est  permis,  p*  q',  et  posons 


— 

-T  " > 

pour  que  le  radical  T reste  réel,  il  faut  que  l’on  ail 
t' <^p'‘  ou 
Si  t’  est  nous  poserons 

t~p.r,  (Uz=pd.r, 

et  l'on  aura 


d’où 


T = I — (i  — 


dt  I 


fi.r 


T <7  v'(i  — — 
Si  t*  est  ^ q'  ^ on  posera 


il  en  résultera 


dt=.- 

X 


n' 


qdx 


et  l’on  aura  pour  ^ même  valeur  que  dans  l’hypothèse 

précédente,  à cause  de  l'ambiguïté  du  signe  des  radicaux. 

a°  Nous  pouvons  encore,  dans  le  deuxième  cas,  suppo- 
ser p’  q^ , et  nous  poserons 


q'  — />’ 


7’ 


= h\ 
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Il  faut,  pour  la  réalité  du  radical  T,  que  t*  reste  compris 
entre  p*  et  g*-,  nous  emploierons  la  substitution 


qui  donnera 

dt  = k'q  — , X = X’  q'.T\j i — 
^ i — X ’ x‘ 

et,  par  suite. 


dl 

f' 


fit' 


y V(>  — 


X’. 


3°  Dans  le  troisième  cas,  la  réalité  du  radical  T exige 
que  <’  soit  ]>  <y’;  nous  ferons 


P" 


= -f’, 


et  nous  emploierons  la  substitution 


qui  donnera 


dl  — 


qxdx 

(l-x^Ÿ 


d’où  résulte 


n' 

I — j:’’ 

pq  X y/i  — k'x\ 
X I — x‘  ’ 


dt  /•  fi.v 

T “x»  v'{'  — 


4°  Dans  le  quatrième  cas,  on  doit  avoir  t’  <[  <7*  pour 
la  réalité  du  radical  T ; nous  poserons 


et  nous  emploierons  la  substitution 
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qui  donnera 


T = 


V>  — 


d'où  l’on  conclut 


fît  k flx 

T ~ 7 (/{'  — ■'=')  (1-^’^»^’) 

5“  Enfin,  dans  le  cinquième  cas,  le  radical  T est  tou- 
jours réel  ; nous  supposerons  p*  q*  et  nous  ferons 


7’ 


Ensuite  nous  emploierons  la  substitution 


O = »’ 

' I — X» 


lui  donne 


pdx  \]\  — / ’ .<■ 

dt  = J , l^pq  ~ -—-y,  ~ 

(,-.r’y 


et  nous  aurons 

dt  1 d.r 

"f  7 y'(i  — x’)(i  — X'x') 

On  voit,  en  résumé,  que  si  l’on  pose 

X = v^( I -x>j(i-X->x>), 


A’  désignant  une  quantité  positive  inférieure  à l’unité,  le 
rapport  ^ est  égal,  dans  chacun  des  cinq  cas  que  nous 

avons  examinés,  au  rapport  ^ multiplié  par  une  con- 
stante. D’ailleurs,  dans  les  diverses  transformations  que 
nous  avons  employées,  le  carré  t*  est  exprimé  par  une 
fonction  rationnelle  du  carré  x’  delà  nouvelle  variablcx; 
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donc  la  difTéreiuielle  se  trouve  ramenée  a la  forme 
rfU  =/(x’) 

J (x')  élanl  une  fonction  rationnelle  de  x*. 

433.  La  fonction  y (x*)  peut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  et  en  diverses  fraclions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  entières  d'un  binôme  formé  par  l’addition  de 
X*  et  d'une  constante.  Lorsque  cette  constante  est  nulle, 
la  fraction  simple  correspondante  se  réduit  au  produit 
d’une  constante  par  une  puissance  entière  et  négative 
de  x’;  donc  chaque  terme  de  f(x*)  sera  de  l’une  ou  de 
l’autre  des  deux  formes 


en  faisant  abstraction  du  coefficient  et  en  désignant  par  ri 
une  constante,  par  p et  v deux  entiers  dont  le  premier 
peut  être  nul  ou  négatif. 

Si  donc  on  pose 


J X ’ ’■  J {i  + nx^y-X. 

l’intégrale  U sera  une  somme  de  termes  qui  s’obtiendront 
en  multipliant  par  des  coefiieients  constants  des  fonctions 
du  genre  Yy»  ou  Z,  ; il  nous  reste  à étudier  ces  fonctions. 
Considérons  d’abord  les  intégrales  Yy^.  On  a 


X — — = — (l  + X’)  X H- 
ax 

en  multipliant  cette  formule  par  - — prenant 
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ensuite  l’intégrale  de  chaque  membre,  on  obtient 

2 - (I  + /•)  Y^_.  = - 3 

Or  l’intégration  par  parties  donne 


J 


-3X- 


2f* 


•3)  Ç 2 


dx  ; 


d’ailleurs 


r-’/'-  i - (,  X = 


j 


<Xx 


= Y 


donc  on  a 


(2^-.)/>Y^-(2fI-2)(.  + X»)Y^_, 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  au  second  membre, 
parce  que  chacune  des  intégrales  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  Il  fant  remarquer  que  la  formule  (2) 
aurait  pu  être  trouvée  plus  rapidement  en  diflércnlianl  le 
produit  et  eu  intégrant  ensuite  la  différentiel  le 

obtenue,  mais  la  marche  que  nous  avons  suivie  est  plus 
analytique. 

Si  l’on  fait,  dans  la  formule  (2),  p = 2,  3,  4. • • • ■.  oii 
déterminera  successivement 


Y.,  Y,.  Y,,... 

en  fonction  de  Yo,  Y,  et  de  quantités  algébriques.  Si  l’cn 
fait  U = I,  la  formule  (2)  fera  connaître  Y_j  en  fonction 
de  Y,  et  de  quantités  algébriques;  enfin,  si  l’on  y fait 
P = O,  — I , — 2,  — 3, . . . , la  même  formule  fera  con- 
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naitrc  successivement  les  valeurs  de 


Y_„  Y_„  Y_.„.  , 


eu  fonction  deY„,  Y,  et  de  quantités  algébriques.  Ainsi 
la  considération  des  intégrales  Y^  conduit  seulement  à 
deux  fonctions  élémentaires  nouvelles,  Yo  et  Y,. 

434.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  Z»;  l’in- 
dice V est,  pour  nous,  un  entier  positif,  mais  on  doit  re- 
marquer que  si  l’on  attribue  à ce  nombre  des  valeurs 
négatives,  les  fonctions  Z,  correspondantes  seront  des 
sommes  de  fonctions  Yj„;  par  consé<|uent,  elles  pourront 
s’exprimer  par  les  fonctions  Y„,  Y,  et  les  quantités  algé- 
briques ; on  a effectivement 


' tlx 


= Y. -+--/IY, 

I 


const. 


Cela  posé,  on  peut  employer  l’intégration  par  parties 
pour  obtenir  une  formule  de  réduction  analogue  à celle 
qui  concerne  les  fonctions  Ya,  mais  on  arrive  plus  promp- 
tement au  but  proposé  en  opérant  comme  il  suit.  Diffé- 
rentions  la  fonction 


(i  -I- 


nous  aurons 


^ r xX 1 _ (2v-a^X»  _ 2 ' 

1_(  I -t- nx’)'"' J _ (i  -f- «.r’)'  (i -t- 


X {X>)  • 

clx 


dx 


ensuite,  si  l’on  ordonne  les  polynômes  X’  et  - — j—  par 
rapport  aux  puissances  de  (i  -|-  nx’),  on  trouvera 


X»  = 


(n  -t-  i)  fn  -I-  X’I 
' /d  ' 


r d (X‘)  /7  H-  ( n a ) X ’ 

2 dx 


n -i-  {n  -h  f ) 

__ 

n -)-  { « -t-  4 W ’ 

/i’ 


(i  -I-/IX’)  -f-  ^ (H-«x»)’, 

2 P 

(i  -H  nx’)  H (i  -t-  /!x’)’î 

' /i'  ' 
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et  si  l’on  fait,  pour  abréger, 

(/I  -I-  i)  (n  -(-  /’) 


1 A = (2v  — 2) 


(3) 


n‘ 


B = (2v-3) 


c = (2,-4) 


/»(«-f-2)-4-{2«-i-3)A' 


«-(-{/»  -f-  3) 


= -h  CrfZ^_,  — DrfZ^_3, 


xX 


D = (2v  — 5)  — ) 

on  aura,  par  les  formules  précédentes, 

4-^^— 1 

d’où,  en  intégrant, 

(4)  AZ,-BZ,_,  +CZ_,-DZ_3  = 

(l  +/;.r’)' 

I.c  coefCcient  A est  nul,  dans  les  deux  cas  de  « = — i 
et  de  n = — A*  5 alors  on  a 

, /! 

B=  — (2v — 3)  (i  — A’)  ou  B=-(-(2ï  — 3) — — ; 

B n’est  donc  pas  nul,  puisque  A’  est  inférieur  h runité. 
La  formule  (4)  se  réduit  à 

(5)  -bz_.+cz_,-dz_3  = - 

(i  -H  n.rq 

et,  si  l’on  donne  à v les  valeurs  2,  3,  4)-'->  1^  lor- 
mule  (5)  déterminera  successivement 

Zi , Z, , Zj, . . . 

en  fonction  de  quantités  algébriques  et  des  intégrales 
Zo,  Z_,  ou,  si  l’on  veut,  des  intégrales  Yo,  Y,,  puisque 

Z.  = Y.,  Z_,  =Y,+  «Y,. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  1 + »x'  est  égal  à l’un  des  facteurs 
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de  X*,  la  considération  des  fonctions  Z,  n'introduit  aucun 
élément  analytique  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  n ne  soit  égal  ni  à — i ni 
à — A’;  alors  A ne  peut  être  nul  que  pour  v = i.  Si  l’on 
donne  à v les  valeurs  a,  3,  4i*  • *1  la  formule  (4)  déter- 
minera successivement 

Zî , Zj , Z| , . . . 

en  fonction  de  Z,,  Zo,  Z_i  et  de  quantités  algébriques. 
Or,  les  intégrales  Zo,  Z_,  s’expriment,  comme  on  vient  de 
le  dire,  au  moyen  de  Y»  et  Y,  ; donc,  la  considération  des 
fonctions  Z,  n’introduit  qu’un  seul  élément  nouveau  Z,. 

De  la  discussion  que  nous  venons  de  faire,  il  résulte 
que  l’intégrale  de  la  différentielle  proposée  s’exprime  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires  connues  et  d'intégrales 
appartenant  à l’un  des  trois  genres 

Y.,  Y.,  Z,. 

Les  intégrales  Y,,  Y,,  Z,  constituent  effectivement  trois 
éléments  analytiques  nouveaux  irréductibles  entre  eux, 
dans  le  cas  général. 


Des  Jonctions  elliptiques. 


i.35.  Supposons  que  l’on  prenne  les  intégrales  repré- 
sentées, au  numéro  précédent, par  Y^,  Y,,  Z,,  de  manière 
([u’elles  s’annulent  en  même  temps  que  x,  et  désjgnons- 
Ics  alors  par  «,  v,  w ; on  aura 


U 


flx 
•r’  tl.r 


Jo  ('  V(>  — (•  — 
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Les  transcendantes  w,  u,  tv  sont  d\ics  Jonctions  ellip- 
tiques ou  intégrales  elliptiques  de  la  première,  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  espèce. 

Les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce 
l'enferment  une  constante  k inférieure  à ruiiité  et  qui  a 
reçu  le  nom  de  module;  la  fonction  de  troisième  es|)èce 
contient  aussi  le  module  k avec  une  deuxième  constante  n, 
qui  est  dite  le  paramètre.  Nous  avons  vu  que  si  le  para- 
mètre n est  égal  à — i ou  à — k*,  la  fonction  de  troisième- 
espèce  est  exprimable  par  les  fonctions  de  première  et  de 
deuxième  espèce  et  par  les  quantités  algébriques.  On  a 
edectivemenl,  dans  le  cas  de  ;r  = — i , par  la  formule  (4) 
du  n”  4-3i, 


( I X ' ) IC  -t-  / * ( H <’  ) = 


■r  I — r*  ')  ( I — / ’ .r’) 


et,  dans  le  cas  de  « = — A’, 
(l  — X’)  IV  — {il  — X>c)  = 


X’.r\/(l  — 


I — X'  .r’ 


comme  il  est  aisé  de  s’en  assurer  par  la  différentiation. 

436.  Les  fonctions  elliptiques  se  réduisent  aux  fonc- 
tions circulaires  ou  logarithmiques  dans  les  cas  limites 
où  le  module  devient  égal  à zéro  ou  à l’unité. 

Dans  le  cas  de  A = o,  on  a 


la  première  formule  équivaut  à 

Il  = arc  sinj; 
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quant  aux  fonctions  v et  •u',  leurs  (Uflerenlielles  peuvent 
être  ramenées  à la  forme  rationnelle  par  la  méthode  du 
n"  423;  mais  on  peut  aussi  obtenir  leurs  valeurs  de  la 
manière  suivante.  L’intégration  par  parties  donne 


et  en  prenant  les  intégrales  de  manière  qu’elles  s’annulent 
avec  X,  on  a 


l’intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  est  égale 
à II  — v ; on  a donc 

1 / I 

0= .r  V 1 — j i H — arc  sin  J-, 

2 2 


La  différentielle  dw  se  réduit  à la  forme  rationnelle  au 
moven  de  la  substitution 


^ I — .r 


on  a 


f . dt 

r = - — 1 dx  = 


I -t-  r ’ 

et,  par  suite, 

, dt  rfarctang/v  > " 

dtv  — = — . 

donc 


(i 


{!+/’)’ 


^ 1 -i-  « 


I .r  ^ I -t-  /I 

- - are  tang  — _ ■ 

-I-  « y/ 1 — x‘ 


Le  paramètre  ;>  étant  supposé  réel,  on  peut  débarrasser 
la  formule  précédente  des  imaginaires  qu’elle  contient 
dans  le  cas  de  i+n  négatif,  en  introduisant  des  loga- 
rithmes au  lieu  des  arcs  de  cercle  (n°372).  D’ailleurs  on 


IL 


4 
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peut  écrire 

_ = ■_  r J], 

l-4-(l  + «jf’  2y'_l_«  Li-t- f I — n I — ty'— I — nj 

d’où 

■ _ , ^ ' log  r 

— I— fy/_i_n  2'v-i  — «)  — xy/— I — n 

Les  expressions  précédentes  de  iv  sont  illusoires  quand 
„ , . Dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  la  fraction 

arctanef  v/  i-l-  n 

„■  = _ 

VI  + « 

s’évanouissent,  et  l’on  a 

.T 

«•  = f OU  «'  = -7=1^  • 

437 . Dans  le  cas  de  fc*  = 1 , on  a 

rt.r  .r',1r  r/r 

"=j^  T^T-’  ‘’-l  nr*’  “'-X 

Les  différentielles  des  fonctions  u,  v»,  w sont  ici  ration- 
nelles ; en  appliquant  à la  première  la  règle  du  n®  41 8,  011 
trouve  

“=-Jo  r-T7.-'“eV 

on  a d’ailleurs  du  — dv—  dx,  d où 


/ 1 -(-  X 

= '“6  V 

= -J-  f-— , -^,1 

, +n.r>)(i  — x>)  I H- /I  L I -t- nx’  I — x’  I 


On  a ensuite 


(i  -|-nx>)( 
et,  par  conséquent, 

I ndr  H 

~ I 4-  n X I -f-  /IX»  H-  n 
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Si  n est  positif,  on  a,  en  posant  x = t, 

ntlr  r'  dt 

l = ,^_>  = ^/«arctang^ 

fn 


trou 


I , I .r  / ,- 

— '°g  y 731;  ^^arctang(^S/".'- 


Si,  au  contraire,  n est  négatif,  on  posera  x \J — n = /,  et 
l’on  aura 


nd.r  r‘  dt  , / 1 -I-  f 

i 7+T^  = -'-"i  r-,;  = -v-''‘'>6V7“'’ 


d’où 


I , I -i-  r y' — n i ' ' ^ " 

7T^  '"S  V r=T7  - '“g  y ^ 

Pour  avoir  la  valeur  de  iv  dans  le  cas  de  n = — 1,  il 
suffit  de  prendre  la  dérivée  de  l’expression 


/ , . / 1 -t-  -r  V — « 

— V-  ">«s  V 

V I — j:  J—  n 


par  rapport  à n,  et  d'y  faire  ensuite  n = — i (n“  12i). 
On  trouve  ainsi 

I , I -I-  .r  I .r 
«>  = 7 log  ! • 

4 I — .r  2 1 — x’ 


438.  Les  trois  fonctions  elliptiques  u,  e,  te  prennent 
une  forme  très-simple  quand  on  introduit  l’angle  qui  a 
pour  sinus  la  variable  indépendante  x;  si  l’on  fait 

•r  = sinf,  y'i  — x=  = cos», 
et  que  l’on  pose  en  outre 

= V 1 — sin‘o, 
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on  aura 


sin*ç 
• — ••  ’•  - 1 
A ^ 


1? 

(l  4-  n siii^yj 


Considérons  particulièrement  l’inlét;ralc  de  première 
espèce.  L'angle  est  dit  Vumplilude  de  u,  et  l’on  écrit 


Y _ am  « ; 

on  a par  suite 

.r  = sinani«,  — x‘  = cos»mu,  = A am  «. 


La  variable  ii  a été  regardée  jusi|u’à  présent  comme 
une  fonction  de  x;  mais  si  l'on  |)rcnd  maintenant  u pour 
variable  indépendante,  x,  y i — x’  et  y'i  — K' x‘  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  sin  amn,  cos  amu,  A amn  devien- 
dront des  fonctions  de  ii.  Ces  fonctions  remarquables,  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin,  doivent  être  re- 
gardées comme  les  fonctions  elliptiques  directes  ou  prin- 
cipales; elles  sont  ,i  l’égard  de  l'intégrale,  dont  elles  déri- 
vent, ce  que  sont  les  fonctions  circulaiies  sin  h,  cos;/, 
relativement  aux  fonctions  inverses  arc  sinx,  arc  cosx. 

Quand  on  prend  u pour  variable  indépendante,  les  in- 
tégrales elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce 

ont  pour  expressions,  à cause  de  ^ = du. 


r" . , r" 

('=  I sin’am /<a;<,  <c=  / , 

Jn  i + «sin’am// 


Des  différentielles  binômes. 

•439.  Parmi  les  différentielles  algébriques,  on  doit  re- 
marquer celles  auxquelles  on  a donné  le  nom  de  différen- 
tielles binômes  et  qui  se  présentent  très-fréquemment. 
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La  forme  générale  de  ces  différentielles  est 
-t"  i « 4-  b.i'"  Y ilx, 

a Cl  h désignant  des  constantes  données  et  /«,  «,  p des 
exposants  rationnels. 

On  peut  supposer  n positif;  car  la  différentielle  pro- 
posée peut  être  mise  sous  la  forme 

3r*"F  -H  ax~"Y  flx, 

qui  ne  diffère  de  la  première  qu’en  ce  que  l'exposant 
de  X,  dans  la  parenthèse,  est  changé  de  signe. 

En  outre,  on  peut  supposer  que  m et  n sont  entiers; 
car,  s’ils  sont  fractionnaires,  on  les  réduira  à un  déno- 
minateur commun  et  l’on  posera 

x=t',  Jx  = rt'~' Jf, 

la  différentielle  proposée  devient,  par  cette  substitution, 

rt'"'-*'-' (a -h  br"-)dr, 

elle  a conservé  sa  forme  primitive,  mais  les  deux  expo- 
sants de  la  variable  sont  actuellement  des  entiers. 

D'après  cela,  nous  supposerons  que  m et  u sont  deux 
entiers  dont  le  second  est  positif;  quant  à l’exposant  p, 
il  peut  être  un  nombre  rationnel  quelconque. 

440.  Des  cas  d'iktégrabilité.  — Lorsejue  l’exposant/; 
est  entier,  la  différentielle  binôme 

(i)  dV  — xf' [a -i- hx“Y  dx 

est  rationnelle,  et,  en  conséquence,  elle  est  intégrable 
par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  Il  existe 
deux  autres  cas  d' intégrabililé  -,  on  peut  immédiatement 
constater  ce  fait  au  moyen  de  la  métliode  de  substitution. 
Posons 

n -f-  i./-"  = t. 
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et  celle  différciiiielle  deviendra  ralionnellc  par  la  sub- 
slilulion  t = Z'’,  où  r désigne  le  dénominaleur  de  p,  si 
l’on  a 

, . m -f-  I 

(2)  = entier. 

n 

De  plus,  nous  avons  vu  plus  baul  (jue  la  différen- 
lielle  rfV  ne  change  pas  quand  on  permule  les  lellres  a, 
b,  el  que  l’on  remplace  m el  n respectivenienl  par  tn-i-np 

. , m + I m i -h  n/l  , 

cl  — n,  ce  qui  change  — - en donc  on 

* « n 

pourra  encore  ramener  celle  difléienlielle  à la  forme  ra- 
tionnelle, si  l’on  a 

, m -f-  I 

( i)  i-  P = enlicr. 

n 

Lorsque  l’une  des  conditions  (2)  et  (3)  est  l'emplie,  l’in- 
tégrale de  la  différentielle  r/V  est  exprimable  par  les 
fonctions  algébriques  el  logarithmiques.  11  faul  remarquer 
que  les  conditions  (2)  et  (3)  s’exeluent  muluellemeul, 
lorsque  P est  un  nombre  fractionnaire. 

Réduclion  de  l'intégrale  d' une  différentielle  binôme. 

4il.  Dans  les  deux  cas  d’inlégrabililé  dont  il  vient 
d’être  question,  l’intégration  d’une  différentielle  binôme 
peut  être  effectuée  au  moyeu  d'une  substitution  propre 
à rendre  la  différentielle  ralionnellc;  mais  on  peut  aussi 
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parvenir  au  même  résultat  par  un  emploi  convenable 
du  procédé  de  l’intégration  par  parties.  En  outre,  quand 
il  s’agit  d’une  différentielle  binôme  qui  ne  rentre  pas 
dans  l’un  des  deux  cas  que  nous  venons  de  rappeler,  il 
y a lieu  de  chercher  à opérer  la  réduction  de  son  inté- 
grale, c'est-à-dire  de  chercher  à ramener  cette  intégrale 
aux  types  les  plus  simples,  et  c’est  à quoi  l’on  parvient 
au  moyen  du  procédé  que  nous  allons  développer. 

Soit,  comme  précédemment, 

jr"  (a  -+-  bx^'jP  dx 

la  différentielle  proposée,  m et  n étant  entiers  et  n po- 
sitif. Cette  différentielle  est  le  produit  des  deux  faeteurs 

-t-  b.r^  Y x“~'  dx, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 
(a  -i-  b-d')!"*-' 

[l>-\-i)nb  ’ 

elle  est  aussi  le  produit  des  deux  facteurs 

[a  + b.r"Y,  x"dx, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

OT  -(-  I ’ 

l’intégration  par  parties  donnera  donc  les  deux  formules 
suivantes  : 


1 I .!■”  (a  -f-  b.^-“)i 

I ) \ , 


j (a  b.r")f-*-'  m — a -4-  I /* 

( l/J+i)nb  (/-’ + ')"è  J 


^ ^y^.r"(a  -t-  bx"Y  dx 
^ 1 jJ”"'  (a  bx“Y  pnb  C 

( = I j:"**"'  (a  bx"Y~' 

' a;  -1-  I a;  -1-  I ^ ' ' 
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par  lesquelles  l’intégrale  proposée  est  ramenée  à une 
autre  de  même  forme,  et  qui  n’cn  diffère  qu’en  ce  que 
les  exposants  m et  p sont  remplacés  respectivement  par 
m — n et  p + i , ou  par  m-\-nelp  — i .11  y aura  une  réduc- 
lion  obtenue  si  les  nouveaux  exposants  sont  tous  les  deux 
plus  simples  que  les  exposants  primitifs;  au  contraire,  la 
transformation  n’olTrira  pas  d’avantage  si,  en  simplifiant 
l’un  des  exposants,  on  a élevé  le  second.  Mais  on  peut 
obtenir  d’antres  formules  qui  conviennent  .à  tous  les  cas. 

L’intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (i)  est  égale  à 


(«  -I-  6jt"  ) [n  ■+■  b.r^  Y dr 


a -f-  b d-r  -4- 


b 


a ■+■  b.r’Ydx; 


, , . , . x"(a-l-ix")  — «.r" 

de  meme,  si  Ion  écrit  --  - , au  lieu  de 

O 

x"'+"  dans  l’intégrale  du  second  membre  de  la  formule  (a), 
il  viendra 


J'  ,r"+"  ( rt  -H  b.r"Y~~'  d.r 

=r  J' b.r"Y  d.r  — ^ ^ b.r”Y~‘  dr. 

Ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  les  formules  (i) 
et  (a),  cclles-ci  nous  donneront  les  deux  expressions  sui- 
vantes de  l’intégrale  propo.sée  ; 

r"  (rt  -f-  byy  dr 

(f,  ( CT  -+-  1 — n)ri  r 

{iii  -h  i -i-  np)  b (m  1 + rip)  b J 

j' ("  “é-  byy~'  d.r. 


(3)' 


I j' .r”  (rt  -1-  h.r^Y  d.r 

M X""*"'  f rt  -4-  b.r^  ^ 


r"-*(rt  -4-  hy)F  d.r. 


npa 


np 


/«  -4-  I -I-  np 
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Changeons  enfin  m en  m ra  dans  la  formule  (3) 
et  P en  p-hi  dans  la  formule  (4);  résolvons  ensuite 
chacune  des  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  à l’in- 
tégrale qui  est  contenue  dans  son  second  membre,  il 
viendra 


I / 


4-  b.r"  Y d.v 


I — — ■ — I («  4- A.r")r  rfr, 

' (ot  4-  l)«  (/H  4-  l)rt  J ' 

I J' + /t.r^Y  d.r 

frt  4- m i n (/> -h  l)  T , 

f 1 I f/.r“Y*'dr. 

I n(/j4-l)«  «(^4-l)«  J 


Les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  permettent  d'effectuer 
dans  tous  les  cas  la  réduction  que  nous  avons  en  vue.  11 
faut  remarquer  que  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 
illusoires  si  l’on  a 


m 4-  I 

ni  -h  i -i-  np  = O ou h P = o ; 

n 


mais  on  est  alors  dans  le  second  des  deux  cas  d’intégra- 
bilité,  et  l’intégrale  proposée  peut  être  obtenue  par  une 
transformation  propre  à rendre  sa  différentielle  ration- 
nelle, ainsi  que  nous  l’avons  vu  au  n“  iiü.  Le  nombre  p 
étant  supposé  fractionnaire,  la  formule  (6)  n’est  jamais 
illusoire,  mais  la  fonnule(5)  le  devient  quand  m4-i  = 0) 
on  est  alors  dans  le  premier  cas  d’intégrabililé,  et  la  va- 
leur de  l’intégrale  proposée  s'obtiendra  par  la  méthode 
de  substitution. 


■it2.  Examinons  d’abord  l’usage  que  l’on  peut  faire 
de  nos  formules  dans  chacun  des  deux  cas  d’intégra- 
bilité. 
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l“  Soit 

m + 1 

=z  e ou  m — /le  4-  I =:  O , 

n 

e étant  un  entier. 

Le  nombre  n étant  plus  grand  que  o,  si  m est  positif, 
e sera  egalement  positif.  Alors,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3),  on  ramènera  successivement  l’intégrale  pro- 
posée à d’autres  intégrales  de  même  forme,  et  qui  s’en 
déduiront  en  remplaçant  l’exposant  m par 

m — n,  m — in m — [e — i)«; 

la  valeur  de  la  dernière  de  ces  intégrales  «st  donnée 
par  la  même  formule  (3),  qui,  en  remplaçant  m par 
ni  — (e  — i)  n et  à cause  de  m — n<;  4-  i = o,  se  réduit  à 

/(«  è.r"  )/’+' 

(„  4-  fi.v")P(ir  = — ^ — — 4-  const.; 

' (m  -r  i -h  np)  b 

dans  ce  cas,  l’intégrale  proposée  est  algébrique. 

Si  ni  est  négatif,  e est  lui-même  négatif,  écrivant  donc 
— e au  lieu  de  e,  on  aura 

m 4-  1 

= — e ou  m ne  \ = O. 

n 

Alors,  au  moyen  de  la  formule  (5),  on  ramènera  suc- 
cessivement l’intégrale  proposée  à d’autres  intégrales  de 
même  forme,  qui  s’en  déduisent  en  remplaçant  m par 

m 4- n,  /n -t- 2n, . . . , m-\-n{e — i); 

mais  la  dernière  intégrale  ne  sera  plus  susceptible  de  la 
même  réduction,  parce  que  la  formule  (5)  devient  illu- 
soire quand  on  remplace  m par  m 4-  ne,  à cause  de  l’hy- 
potbèse  m 4- ne  4-  I = o;  il  faut,  à ce  moment,  revenir 
à la  méthode  de  substitution  du  n"  AtO.  Toutefois,  on 
pourra,  si  on  le  juge  à propos,  abaisser  l'exposant  p en 
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faisant  usage  de  l’une  des  formules  (4)  et  (6),  comme 
dans  le  cas  qui  sera  développé  au  n“  4-i3. 
a“  Supposons 

m -+-  I , , 

h /■>  = I — e OU  (m  + ne)  4-  i + n/>  = o, 

n 


e étant  toujours  un  entier.  Ce  cas  ne  diffère  du  précédetil 
que  par  un  changement  de  notation,  ainsi  qu’on  l’a  vu 
n"  440;  au  reste,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si 
ni  -f-  I -1-  /ip  est  négatif,  la  formule  (5)  ramène  successi- 
vement l’intégrale  proposée  à d’autres  de  même  forme, 
qui  s’en  déduisent  par  le  changement  de  m en 

m + n,  «/-(-2/J...,  m + [e — i)n; 


la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée  parla  meme  for- 
mule (5),  qui,  en  remplaçant  m par  m + (e — i)n,  se 
réduit  à 


/ 


4-  h.r^y  d.r  : 


(/«  4-  i)  « 


4-  const. 


Lorsque  ni  np  i est  positif,  si  l’on  désigne  sa  va- 
leur par  ne,  la  formule  (3)  ramènera  l’intégrale  pro- 
posée à une  autre  de  même  forme,  qui  n’en  diffère  que 
par  le  changement  de  m en  m — (e — i)  if,  mais  la  va- 
leur de  cette  dernière  intégrale  devra  être  cherchée  par 
la  méthode  de  substitution. 


443.  Faisons  maintenant  abstraction  des  deux  cas 
d'intégrabilité.  Les  formules  (3)  et  (5)  montrent  que  l’in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à une  autre,  qui  n’en 
diffère  qu’en  ce  que  l’exposant  ni  s’y  trouve  remplacé 
par  in±in,  létantun  entier  positif  que  l’on  peutprendre 
à volonté.  On  peut  choisir  cet  entier  de  manière  que 
m±in  soit  compris  entre  deux  multiples  consécutifs 
quelconques  de  n,  par  exemple  entre  o et  /i  ; on  peut 
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aussi  déterminer  le  nombre  i de  manière  que  m in 

. . n n 

soit  compris  entre et  H 

2 2 

Knsuite  on  voit,  par  les  formules  (4)  et  (6),  (jue 
l’intégrale  proposée  peut  être  ramenée  à une  autre  qui 
n’en  difi'èrc  qu’en  ce  que  l’exposant  p est  remplacé  par 
P ± j,  i étant  un  entier  positif  quelconque.  Or,  quel  que 
soit  p,  on  choisit  l’entier  j de  manière  que  p^j  soit 
compris  entre  deux  entiers  consécutifs  quelconques,  par 
exemple  entre  u et  i,  ou,  si  l’on  veut,  de  manière  que 

...  . 1 I 

P soit  compris  entre  — - et 

Donc,  en  résumé,  tous  les  cas  des  différentielles  bi- 
nômes qui  ne  rentrent  pas  dans  ceux  d’intégrabilité  peu- 
vent être  ramenés  au  cas  où  les  nombres  p et  — sont 

' n 

compris  l’un  et  l’autre  entre  entre  o et  i ou  entre  — ^ 

et  -I-  - ) à volonté. 

2 

4tt.  L’exposant  n,  qui  ligure  dans  la  différentielle 
binôme,  peut  être  réduit  à l’unité,  mais  alors  l’exposant  ni 
devient  fractionnaire.  Soit 

I I 

— I ” ”**  * 

.r"  = t,  d’où  .r  — t",  d.r  — — t"  (il  i 

n 

posons  eu  outre 


W -i-  I 


on  aura 

1 ■>■"(«  + h.r^'Ÿ  d.r  — - 11  («  4-  ht\P  dt. 

n 

Les  cas  d’intégrabilité  sont  alors  ceux  où  l'un  des  nom- 
bres p,  <j,  p -h(f  est  cntiei-,  et  l’on  peut  toujours  ramener 
l’intégrale  d’une  différentielle  binôme,  qui  ne  tombe  pas 
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clans  l’un  de  ces  cas,  à la  forme 

j tl  {a  ■+-  ht)P  dl, 

P et' f/  étant  compris  entre  o et  i ou  entre  deux  entiers 
consecutifs  quelconques.  On  peut  meme  obtenir  une 
forme  plus  simple  en  posant 


r = ±-s.  dt  = ±-d-.. 


car  la  précédente  intégrale  devient,  par  cette  substitution, 
J' 2?  ( I zfc  Z]P  dz, 

en  faisant  abstraction  d’un  multiplicateur  constant. 

■iio.  Exemples.  — 1“  Considérons  en  premier  lieu  l’in- 
tégrale C > où  m est  un  nombre  entier:  cette  in- 

J v'  ' -7 

tcgrale  appartient  h la  classe  de  celles  que  nous  venons 
d’étudier;  on  a ici  a = i,  b—  — i,  p — — 


ni  1 m -t- 1 m . , 

et  comme  I un  des  nombres 1 — est  entier,  la  ron- 

2 2 

dition  d’intégrabilité  se  trouve  remplie.  La  formule  (3) 
du  n”  4tl  devient,  dans  le  cas  actuel. 


//( 


Supposons  d’abord  m positif  et  faisons  successivement 
m=2f2-l-i,  m = au,  p.  étant  un  entier.  Dans  le  cas 
de  m impair,  l’intégrale  proposée  est  algébrique,  et  la 
formule  précédente  fait  connaître  sa  valeur;  lorsque  m 
est  pair,  la  même  formule  ramène  l’intégrale  proposée 

h I — _ dont  la  valeur  est 
J V I - 


r d.r 

I —=  — = arc  sin  .r  -t-  const.  ; 

J v'* 
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on  trouve,  en  désignant  par  C une  constante  arbitraire  , 


dr 

y/>-x>r 

y/i  — .1  = 

2fl  + 1 [ 

et 

■i  — a)  JU.-Û  __ 

2 U (y  fl  — 2)  . .2  H 

(2(r  — <){2fx-3)..  ij  ~ 


/T— X'  2fl  [ 2^  — 2 


^ (a;x  — i)(2ft  — 3)  _ 5 (_2 V . . 3 

(»;*  — 2)(2f*— 4)  (2f*— 2)...2 


(2  fl  — i)  (2  fl  — 3) ...  I 

2fl{2(i— 2)(2(X— 4)...2 


arcsinx 


C. 


Lorsque  m est  négatif,  il  faut  recourir  à la  formule  (5) 
du  n°  ■441,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  m en 
tn  2 dans  la  formule  écrite  plus  haut  et  la  résoudre 
ensuite  par  rapport  h l’intégrale  qui  est  contenue  dans  son 
second  membre;  on  a ainsi 


x^'  y I — X- 
m ■+-  I 


/n  + 2 r x^’  d.v 

J V'i  ^x= 


^ous  ferons  successivement  m = — ap,  m = — (ap-(-i): 
dans  le  premier  cas,  l’intégrale  jiroposée  est  algébrique  : 
dans  le  second  cas,  elle  se  ramène  à l’intégrale  de  la  dif- 


d.r 


férenlielle  — qu’on  peut  rendre  rationnelle  par 

X V I — X* 

une  substitution,  mais  qu’on  réduit  plus  simplement  à 


une  forme  connue  en  remplaçant  x par  on  a ainsi 


= — log{f-f- 


-f-  const., 
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OU 


+ V 


fl  — J 


X 


-4-  ronst. 


On  trouve,  d’après  cela,  en  désignant  par  C une  con- 
stante arbitraire. 


1 * r/.r 

1 — x’  r I 2 U — 2 I 

Il  i 

I x’/' V't  — -f’ 

2fx  — 1 1 — 3 3 

(2(X  — 2](2fX—  4)...2 

(2u  — 3)  (2(i  — 5) ...  3 

’ rfx 

^ 2^-1  I ^ 

2f*  Lx’.“  2p  — 2^-2/*  — 2 

(Tjz—  I ) (2^  — 3). . . 3 I 

(2(i—  2)(2(i  — 4) 


. . .2  X=J 


2^  - =).  • 3. 1 + c. 


2(i(2U  — 2).  . . 2 

2°  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  dé 
terminer  l'intégrale 

/ 


r"  d r 

V X'  — 1 


mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  la  déduire  de  celle 
que  nous  venons  de  considérer;  elle  est  effectivement 


égale  à la  valeur  que  prend  l’intégrale  — • 

J V > — ’ 


quand  on  change,  dans  celle-ci,  x en  - et  m en  — (m  + i). 


3®  L’intégrale 


se  ramène  aussi  à celle  dont  nous  avons  développé  le 
calcul  ; car  si  l’on  pose 

X = <//’,  {ir=z7.atdt. 
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on  aura 


/ 


d.r 

^ ax  — .i  ^ 


2 


Ç fit 


ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  le  premier  exemple.  En  re- 
marquant que 


arc  sin  t = arc  sin 


1 a — 2.r 

— arc  cos • 

2 U 


on  trouve,  dans  le  cas  où  m est  un  entier  positif, 

r“rf.i-  V«r  — ■'■'r  2/n  — I (?./n  — l)f3//i  — 3) 

^ .r— ' H n.r—  -h] / a 

r .,.J  m |_  lm  ■ — 7.  (2//I  — 7.)  [7  m — 4) 

12/// — I 

-+■  --  --  - 

(2ni — 2 

. ( 2 /n  — I ) ( 2 ///  — 31 I //  — 7.  r 

-4-  - — ^ a”  arc  cos ; 

7m [7m  — 2 ) ...  2 a 

dans  le  cas  de  i/i  entier  et  négatif,  on  a,  en  mettant  — m 
au  lieu  de  m, 


ti.r  7.\jn,r — .//  P 

= //" 

a.r  — ./•/  ( 2 ///  — I ) //-+'  ./■"  L 


7m  — 3 


J-  -I- . . . 


( 2 ///  — 2 1 . . . 2 

1 aj— 

[7m  — 3 ) ...  I 


■] 


De  quelques  différentielles  binômes  dont  F intégrale 
se  ramène  aux  fonctions  elliptiques. 

44(}.  Une  différentielle  binôme  qui  a été  réduite  par  la 
méthode  que  nous  venons  d’exposer  est  quelquefois  sus- 
ceptible d’une  nouvelle  réduction  ; mais  on  ne  peut  rien 
établir  de  général  à cet  égard,  aussi  nous  bornerons-nous 
à présenter  ici  deux  exemples  dans  lesquels  l’intégrale 
de  la  difl’ércnlielle  proposée  se  ramène  aux  fonctions 
elliptiques. 


“4-  C. 
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Considérons  d’abord  la  dilTérenticIle 


(0 

on  peut  écrire 


rfV: 


y I -+-  .r* 


> / 

.rÿ/.r>  + 


- > 

I 


et  il  est  naturel  d’essayer  une  substitution  non  ration- 
nelle, telle  que 


(2) 


t étant  une  nouvelle  variable  qui  s'annule  pour  x = o et 
pour  X = 00  ; on  lire  de  là 

3 


(3) 


= — 2<  f‘; 


tant  que  la  variable  x est  positive,  on  doit  prendre  le 
_3 

facteur  t “ avec  le  signe  -f-,  mais  il  faut  donner  au  ra- 
dical y/ 1 — t’ le  signe  -h,  si  X est  i et  le  signe  — dans 
le  cas  contraire.  La  dilférentiation  de  l’équation  (a) 
donne 

5 

'^df. 


d'où,  par  la  formule  (3), 

d.T  dt 


on  a 

donc 

2/^1  — 

(4) 

Ay  = 

II. 

2y  2 St  — 1‘ 
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et,  par  conséquent,  l’intégrale  V peut  être  ramenée  aux 
fonctions  elliptiques  par  la  méthode  du  u“  429. 
Considérons  encore  la  différentielle  binôme 


(5) 


d\  = 


[x-.r>y 

On  peut  employer  ici  avec  succès  la  substitution 
(6)  .r*  = (l— x)t; 

on  a,  par  la  différentiation, 

f/r  I — .r 

= 

U-'-’V 

d’ailleurs  la  formule  (6)  élevée  au  cube  donne  encore 


3 (.  + *)■* 5 (.-  .'r 

(>--> 

et,  par  conséquent, 

(7) 


» d’où 


dt 


v/3 


v/4f 


rr::  i 

• I 


. /rr 

l’intégrale  V peut  donc  encore  se  ramener  aux  fonctions 
elliptiques  par  la  méthode  du  ii°  429. 


Intégration  de  quelques  d^érentieUes 
transcen  dan  tes . 

447.  Lorsqu’une  différentielle  transcendante,  dont  on 
demande  l’intégrale,  peut  être  ramenée  à la  forme  algé- 
brique par  une  substitution,  il  convient  en  général 
d’exécuter  la  réduction.  Ainsi,  y désignant  une  fonction 
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algébrique,  les  intégrales 

J' f(  <"')  ’l''  1 J f{  log  '')  — ’ 

j' /"(sin  r)  COS.r  rfr,  J'/(co%.r]i\n.T  d.r,  y*/(tang.r)-^, 

//(arcsin  r)  — - i f f (arc  lang.r)  i • • • 

y'  I — X-  J 1 -r 

se  ramèneront  à des  intégrales  de  différcnlielles  algébri- 
ques en  posant 

t=.e"‘,  log.r,  sin.r,  cos.r,  tangr,  arcsin.r,  arctang.r, . . . . 

448.  Soient  z une  fonction  transcendante  de  la  va- 
riable or  et  X une  fonction  quelconque  de  la  même  va- 
riable ; si  n est  un  entier  positif,  et  que  l’on  sache  trouver 
des  fonctions 

X,,  X,....,  X.+,, 

ayant  respectivement  pour  dérivées 

■X  X X 

A.,  A.,  -J-  î • • • » Aft  4 

ilr  ax 

on  pourra  aussi  déterminer  l’intégrale 
y Xî"rf.r. 

L’intégration  par  parties  donne  effectivement 

/ X*-rf.r=  y X.Z— 

= X,  Z*-  - {/I  - 1)  yx,  Z"-'  dx , 


. dz 

tir  ; 

dx 


<Lr. 


= XiZ-'+'-{ 


/dz 
X,  z"“‘  — dx. 
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d’où  l'on  conclut 
r 

%z"  dr  — Xi  Z"  — n n[n  — l)  Xj  i"~*  — ... 

(<) 


db  /I  (n  — I ) . . . (n  — / + 2 ) X,  s" 


np  /I  (/I  — i).  . .(/I  — i + I ) J" X,2”  ' 


dz 

Th- 


d.r 


Si  n est  un  entier  positif,  comme  nous  l’avons  supposé, 
on  fera  i = n -l-  i,  et  il  viendra 

( J'xz’ dx  = X,z" — /iX,  î"-' -I- n(rt  — i)XjZ"-’— ... 

I dzn(n  — i). . . I .X„+i -f- const., 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

449.  Exemples.  — i“  Considérons  l’intégrale 
J'  a:"”' log.r"  rfj 

OÙ  n désigne  un  nombre  entier  et  positif;  on  a ici 


, dz  I 

Z = logx,  — = - , 

d.r  .r 

X = .ï" 

et  l’on  peut  faire 

x”  .r" 

X,=  — : X,=  — , 

m ni- 

X 

II 

on  aura  donc 
J' log"  J dx 

.r"  r.  « . 

— I loc’x 

m [ ° m ° 


, nf«  — 0,  « /J  — i)...il 

•rH — log"-’jT— ...± I- 

/«-  m“  J 


Si  l’on  écrit  e*,  x,  e" dx  au  lieu  de  x,  logx,  dx,  la  for- 
mule précédente  deviendra 


dx 


J'"' 

c"  r " 

= — 

m L m 


X"-'  -H 


/I  (n  — il 


^ /i(/i  — i).  ■ . n 

/«“  J 


con-i 


cons! 
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Ce  résullal  ne  ditrère  que  dans  la  forme  de  celui  qui  a été 
obtenu  au  n°  415. 

2“  Soit  en  second  lieu  l’intégrale 
(arc  sin.i-)"  d.r , 


/< 


n étant  un  entier  positif;  on  a ici 
dz 


z = arcsinj-,  -j-  = — 

dr:  y'i—.r» 


X^i; 

^ I _ .r» 

et  l’on  peut  faire 

X|  — X,  Xi  — — I — X3  XX.  — X,  X4  — -t—  ^ 1 — x^  , 

après  quoi  les  mêmes  valeurs  reviennent  périodique- 
ment. On  a donc 


/ 


arc  sinx)"  d.r 

= x[(arcsin.r)"  — n [n  — i)  (arcsin.r)*~'  -t-  . . •] 

-4-  — ./■>|^«(arcsinx)*~' — n[n  — i)  (/i  — 2)  (arc  sinx 

-t-  const. 


Si,  dans  cette  formule  (5),  on  écrit  x,  sinx,  cosx,  au 
lieu  de  arc  sinx,  x,  \f\ — x’,  on  aura 


(6) 


cos  X (/x  = sin  X [.r" 
- cosx  [/ix*“‘  — n[n 


— n(n  — . .] 

— 1)  (/I  — 2)  x*-’  — ..  j-t- const. 


450.  Revenons  à la  formule  (4)  du  numéro  précédent. 
Les  différentielles  des  deux  membres  sont  identiquement 
égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  constante  m,  et  l’i- 
dentité ne  sera  point  altérée  si  l’on  suppose  cette  con- 
stante imaginaire.  Soit  donc  m = a + b y' — i,  il  viendra 


a + h ^ — I 


a é V — • 


n(n  — \) 
(n  -I-  h \j- 


-4-  const. 
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Remplaçant  par  sa  valeur 

(cosfcr  H-  y^_  l sill  6-r), 

et  égalant  ensuite,  de  part  et  d autre,  les  parties  réelles 
et  les  parties  affectées  du  facteur  y'' — J,  on  aura  les  va- 
leurs des  deux  intégrales 

J'  .t"  &•'  COib.rfU,  J X"  c"  sinb.rdr, 
dans  le  cas  où  n est  un  entier  positif.  Si  l’on  fait 
a -k-  b \J — I = P (cosa  -H  ^ — i sina^, 
on  trouvera  ainsi 


/ 


r"  co^b.rd.r 


= .r«cOs(i.r  — a)  — J:*-'  COS(i.r  — îa)  -f- . . . 

Lp  P 


, ■ "S.-- — i cos(é.r  — 4-  I a)  J 

I x“  e*'  SÎD  b.rdr 

= e“  - .r"sin(è.<  — a) ; a4-'sin(i.r  — 2a) 

Lp  P 

± ' sin  ( ix  — I a)  J 

Il  importe  de  remarquer  le  cas  de  /i  = o-,  on  a 


- const., 


' const. 


/ 

/ 


c"' cos  b.rdr  = - (^'C0S(  t r — “)  4-  COnst.. 

P 

sin bx d.r  = — sin  (b.r — a)  4-  const., 
P 


ou 


/ 

/ 


acosb.r-i-bsinb.r 

e“' cos fcx d.f  = c“* , , const., 

a’  4-  0 

a sin  b.r  — b cos  b.r 

c°’  sin  b.rdr  — &“ , , 1-  const. 

-4~  O* 
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On  obtient  directement  ces  deux  formules  en  intégrant  par 
parties  les  deux  différentielles  e“^  cosbxdx,  sin  bxdx^ 
car  en  opérant  ainsi  on  forme  deux  relations  entre  les 
intégrales  de  ces  différentielles,  desquelles  on  peut  tirer 
les  expressions  que  nous  venons  de  trouver. 

451 . La  méthode  du  n°  448,  et  plus  généralement  le 
procédé  de  l’intégration  par  parties,  permettent  souvent 
de  réduire  à des  formes  plus  simples  certaines  intégrales 
dont  la  valeur  n’est  pas  exprimable  par  les  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  l’intégrale 


y- 


d.r. 


dans  laquelle  n représente  un  entier  positif.  Comme  ^ 

est  la  différentielle  de  — l’intégration  par 

parties  donnera 


et,  au  moyen  de  cette  formule,  on  ramènera  l’intégrale 
proposée  à 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme  P dx,  P 
étant  un  produit  de  sinus  ou  de  cosinus  de  fonctions 
linéaires  de  x. 

452.  Les  différentielles  de  cette  forme  se  présentent 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  il  est  aisé  d’en 
avoir  l’intégrale.  Soit  d’abord 

P = cos (ii.r  -I-  i )cos(a'.r  H-  b'). 
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on  peut  écrire 

P = -^  cos[(a  + a')a-  -l-(é  4-fc')]  + ^ cos[(a  — a')j:  -f- (i  — é')]; 
on  aura  donc,  si  « -)-  a'  et  a — a!  sont  diiTérents  de  zéro, 


/ 


Pir  = 


sin[(«  + rt').r  -t-(4  + i')] 


2 (a  -I-  n') 

sin  [(fl  — fl').r  -h  {h  — b')\ 

2 (fl  — fl') 

et,  dans  le  cas  de  a'  = fl, 

. sin  (2  ax  -I-  é -I-  A'  ) j-  cos  {b  — b') 

Vax  = - -t- 

4a  . 2 


const.; 


const. 


On  opérera  de  la  même  manière,  dans  le  cas  où  P est 
un  produit 

P = cos(flj-  -I-  b)  cos(  a' X.  -4-  b')  cos(«"^  + A") . . . 

d'un  nombre  quelconque  n de  facteurs.  Si  l’on  fait 

a = fl  ± fl'  ± fl'  ± . . . , e = A ± A'  ± A"  ± , 

le  produit  P sera  la  somme  des  2"“'  termes  représentés 
par  l’expression 


- cos(ax  -I-  6); 


on  aura  donc 


sin  (a.r  -I-  6) 


const., 


, sin  (a  .r  -4-  6 ) , 

le  terme devant  être  remplace  par  .rcoso 

quand  ac  est  nul. 

Nous  avons  représenté  tous  les  facteurs  de  P par  des 
cosinus,  parce  que  chaque  facteur  tel  que  8in(ax-h  b) 

peut  être  remplacé  par  cos  ^ a.r  + A -4-  • 
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453.  Considérons,  par  exemple,  l’intégrale 

J"  COi‘X€tx 

où  n est  un  entier  positif.  On  a,  si  « est  pair  (voir  mon 
Traité  de  Trigonométrie,  4'  édit.,  p.  aa6). 


' COS".r  =C0S/J.r  H COs(/J  — 2'  .r 


nf/i— il 

cos  ( n — 4 ) -r  + . . . + 

1.2  2 


n 

r .2. . . - 
2 


et,  SI  n est  impair, 


r . " / \ « f W “ I \ , , , 

' cos"x  = coswx  -i — cos( W — 2)X  H cos(/i  — 4)  X -h. . . 

i 1.2  \ -T/ 


"(«-O--  - ("  =») 


n - 

. 2 . . . — 


Donc  on  a,  pour  le  cas  de  n pair, 

sinn.r  n sin(/i — ?.)j  n(n — i)  sinf/i  — 4)-* 


cos"x<£r  : 


n I n — 2 


1.2  n — 4 


h const., 

n 2 
1.2...- 
2 


et,  pour  le  cas  de  n impair, 

, sîn/».r  /2$in^//  — ?.)x  n(n  — i)sin(/r  — 4)*^ 

COS"x</x  =r H ( h... 

ft  I n — 2 1.2  n — 4 

/i(/»-i)...  ("  a) 


n — 1 

1.2...  

2 


sinx  + const. 
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En  changeant  X en  ^ — x,  dans  ces  formules,  on  obtien- 
dra la  valeur  de  J sin"j:<fx;  on  trouvera,  dans  ce  qui  va 
suivre,  de  nouvelles  formes  des  mêmes  intégrales. 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme 
sin'"x  cos"xdx. 


4o4.  La  différentielle  dont  il  s’agit  ici  est  réductible  h 
une  différentielle  binôme;  car  si  l’on  pose 

I I ..J. 

sinx  = /’,  cosx  = (i  — t)^ , dx-=z-^t  *(i — /)  'dt. 


elle  devient 


n — I 

I—  ^ dt\ 


cette  différentielle  est  intégrable  quand  l’un  des  membres 


m — I n — I m + n 
2 ’ 2 ’ 2 


est  entier,  et,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut  être  suscep- 
tible de  réduction,  ainsi  qu’on  l’a  vu  au  n°  443. 

On  retrouve  les  mêmes  résultats  eu  appliquant  direc- 
tement la  règle  de  l’intégration  par  parties  à la  différen- 
tielle sin^x  cos"Xf/x,  et  comme  les  expressions  de  ce 
genre  se  présentent  fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  développer  le  calcul. 

La  différentielle  proposée  peut  être  mise  sous  la  fornne 

• cos*~‘  X X sin”  X cos  xdx  ; 

sin  7" 

le  second  facteur  est  la  différentielle  de ; par  con- 

• m + i ‘ 
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séquent  l'intégration  par  parties  donnera 

I /• 


(■) 


sin”'x  cos"j:^/r 
sin""*"' J cos"  ‘.r 


n~i  f . 

I SI 

m -i-  i J 


sin'”'"’x  cos"'  'x<lx\ 


supprimons  sous  le  signe^,  dans  l'intégrale  du  second 

membre,  un  facteur  sin’x  et  introduisons  à sa  place  le 
facteur  égal  i — cos’jr,  cette  intégrale  deviendra  la  dif- 
férence des  deux  suivantes  : 


^ sin" 


X cos"~^xdx 


■/" 


sin"j:cos"j:<ir; 


faisant  passer  la  seconde  dans  le  premier  membre,  et 
multipliant  ensuite  par  il  viendra 


sin^x  cos"~’xrfj-. 


, r . , sin“‘*''xcos''^'x  n — i T . 

(2)  I sin"xcos"xrfx  = 1 / SI 

J m ->r  n . m n J 

Si  l’on  change  x en  ^ — x,  dx  en  — dx,  que  l’on  per- 
mute les  lettres  m,  n,  puis  qu’on  multiplie  par  — i,  on 
aura  encore 


8in"xcos"xt/x  - — — 


sin^^'x  eos"'*''x 


m -t-  n 


m — I 
ni  -1-  n 


COS"Xf/./  . 


Enfin,  si  l’on  remplace  n par  n -t-  2 dans  l’équation  (a), 
m par  m -|-  2 dans  l’équation  (3),  et  qu'on  résolve  en- 
suite chaque  équation  par  rapport  à l'intégrale  contenue 
dans  son  second  membre,  on  aura  les  deux  nouvelles 
formules 


sin"x  cos"xrf.r= 
sin"x  cos"xrfx  = 


sin*^'xcos"'^'x  m 


n -t-  I 

sin"’*''  X cos""'"'  X m 


m I 


-f-/H-2  C- 

fsi 

-t-l  J 


sin"xcos"^‘’.ffil/, 
sin'"‘''’x  cbs'xr/x. 
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Les  formules  (4)  et.  (5)  sont  illusoires,  la  première 
quand  n = — i,  la  seconde  quand  m = — i;  mais,  dans 
l’iin  et  l’autre  cas,  la  condition  d’intégrabililé  est  rem- 
plie. Les  formules  (a)  et  (3)  deviennent  elles-mêmes 
illusoires  quand  m-\-  n = o,  ce  qui  répond  encore  à un 
cas  d'intégrabilité;  mais  alors  la  formule  (i)  nous  fournit 
une  réduction;  elle  devient,  en  effet,  pour  n = — m, 

/tane"'*''  .r  r 

tang"j;rfz  = / lanc'"‘''’j'<’Ar, 

/n  -t-i  J 

ou,  en  écrivant  m — a au  lieu  de  m, 

(7)  J tang"xrf.r  = — J tang"~’j-rfx. 

Laissant  de  côté  les  cas  d’intégrabilité  qui  se  ramè- 
nent toujours  quand  cela  est  nécessaire,  à celui  d'une  dif- 
férentielle rationnelle,  on  voitqueles  formules  (a)  et(4) 
permettent  de  diminuer  ou  d’augmenter  l’exposant  n 
d’un  nombre  pair  quelconque;  pareillement,  au  moyen 
des  formules  (3)  et  (5),  on  peut  diminuer  ou  augmenter 
l’exposant  ni  d’un  nombre  pair  quelconque;  donc  il  est 
possible  de  ramener  les  deux  exposants  à être  compris 
entre  les  limites  — i et  -I-  i ou  o et  2. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  exposants  m et  n sont 
entiers,  on  pourra  poursuivre  la  réduction  de  chacun 
de  ces  exposants  tant  qu’il  ne  sera  pas  égal  à — i ou 
égal  à l’autre  exposant  changé  de  signe;  quand  ce  der- 
nier cas  se  présente,  on  a recours  aux  formules  (6) 
et  (7),  au  moyen  desquelles  on  peut  continuer  la  réduc- 
tion jusqu’à  ce  que  les  deux  exposants  soient  nuis  ou 
égaux  à -f- 1 et  à — 1 . Nous  ajouterons  que  les  for- 
mules (6)  et  (7)  peuvent  être  obtenues  immédiatement, 
en  remarquant  que 

flx  tani;"‘*''.ir 

= — ® h const. 

cos’x  m -H  I 
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45S.  On  voit,  eu  résume,  que  l’inlcgrale 
/% 

J sin"j^cos"xf/j-, 

dans  laquelle  m et  n sont  des  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs, se  ramènera  toujours,  au  moyen  de  nos  formules,  à 
l’une  des  suivantes  : 

/ sin.rrfx,  J' cosj-rf.r,  J' sin  j;  cos-rr/x; 

r dr  r dr  r dr  r , C , 

I , I ) I Ï I tang.rc/.r,  I cot.rrf.r. 

J sinx  J cos-r  J sinxcos.r  J J 

Les  trois  premières  ont  pour  valeurs 

•r  -I-  C,  — cos.r  + C,  sin  .r  C, 

C étant  une  constante;  la  quatrième  est  égale  à 


sin  axrfr  = — ■ 


"4' 


„ sinVr 
C = hC 

2 


COS’.r 


C, 


c désignant  toujours  une  constante  arbitraire. 
On  a ensuite 


- d> 
2 


COS^  - X 
2 


tang  - X 


ce  qui  s’accorde  avec  ce  qui  a été  dit  au  n“  -H.  Changeant 
dans  la  précédente  formule  a::  en  puis  en  ax. 
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il  vient 

r . 

I — = loctanc.r -4- C. 

J sinxcos.r  ^ ° 

On  a enfin 


/ 

/ 


tang.rr/j: 

cot.r</x 


sin  r f/r 
cos.r 
COS.rc/.r 

sinx 


= — 10{J  cos.r  -t-  C, 


= log  sin  .r  + c. 


•i56.  Si  le  nombre  n est  nul,  la  formule  (3)  du  n^-ioi 
donnera,  dans  le  cas  de  m pair  et  positif, 


fsi 


sin"'x</x  : 


cosx  r 

—b 


/ff  — I 

r'-’x  H ; 

m — 2 

(//f  — I H''/  — 3) 

("'  — 2)  ("1  — 4) 


sin" 


‘x-t-...  + 


(m  — i)(ra  — 3).. .3 

2)("i  — 4)-"4 


( w — I ) ( '»  — 3 K . . 3 . 1 .r 

-h  7i / ^ consl., 

( w — 2 J ( «/  — 4 ) • • • 4 • '** 

et,  dans  le  cas  de  m impair, 

/rns.r  f . m — i . 

sin"xrtx  = — sin"“'x  H sin*“*x  H 

///  L 

(m  — i)  (m  — 3)... 2’! 

^ («1  — 2)  («1  — 4)...l  J 

Fn  cliangcant  x en  ^ + x,  on  aura  deux  autres  formules 

(]tii  donneront  la  valeur  de 

* 

COS"Xi/.r, 


const. 


pour  le  cas  de  r/i  pair  et  pour  celui  de  ni  impair.  Il  faut 
remarquer  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  immédia- 


— sin  r 

.2 
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temenl  de  celle  du  445, en  remplaçant  dans  celles-cî  x 

par  sinx  ou  par  cosx. 

457.  LMntégrale 


/ 


d.r 

n sinx  -I-  b cosx 


se  ramène  immédiatement  à l'une  de  celles  dont  il  vient 
d’ètre  question,  en  posant 

a = rsina,  b — rco%a.\ 


car  elle  devient  alors 

1 r 

r J cos  (x  — a ) 

On  peut  aussi  déterminer  l’intégrale  plus  générale 

h 


d.r 


dx 


’ sinx  4-  ^ cosx  -h  c 


car,  en  faisant 


on  a 


r — r 

a = nina,  b z=z  r coia,  -=±X’, 


Adx 


r dr  _±2X  / 2C0S>;i(x_«) 

/ a siox  + i cosx -+- c c — r f j 

t/  I ± X»  tang’ - (x  — St) 


ou , en  posant  k tang  - (x  — a)  = (, 


/Ht  :ii -X  A r df  _ 

O sinx  + è cosx -t- c c — rj  i±t’’ 


et  l’intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  a pour 

valeur  arc  tang  t ou  log  y/|  ^ > selon  que  ± A*  est 

positif  ou  négatif. 
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De  V intégration  des  différentielles  qui  renferment 
plusieurs  variables  indépendantes. 


4S8.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  diffé- 
rentielles qui  renferment  plusieurs  variables  indépen- 
dantes ; ce  cas  se  ramène  facilement,  comme  on  va  le  voir, 
à celui  des  différentielles  qui  ne  dépendent  que  d’une 
seule  variable. 

Toute  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
X,  J,  U,  V a une  différentielle  de  la  forme 


( I ) yid.c  Ydj  -h  2dz  + , . . \]du  4-  Vrfc, 

X,  Y, . . .,  U,  V étant  des  fonctions  des  variables  x,  y, 
Z,. . ,,u,o.  Mais  la  réciproque  n’a  pas  lieu,  et,  pour  que 
l’expression  précédente  soit  la  différentielle  d une  fonc- 
tion des  variables  X,  jr,  z,. . . , u,  o,  ou,  comme  on  dit 
aussi,  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  nécessaire  que 
certaines  conditions  soient  remplies.  En  effet,  si  1 ex- 
pression (i)  est  la  différentielle  d’une  fonction  fî,  on  aura 


considérons  deux  quelconques  de  ces  équations,  par 
exemple 


dsx 

dx 


= x. 


da. 


= Y; 


en  dilférentiant  la  première  par  rapport  à y et  la  seconde 
par  rapport  à x,  on  aura 

d'ix  _ d-‘Q.  _ tCf 

dxdy  dy  dy  dx  dx 


et,  par  conséquent, 


£X  _ £Y 
dy  dx 
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On  conclut  de  là  que  si  l'expression  (i)  est  une  difTéren- 
tielle  exacte,  on  a nécessairement 


N 


dX  _ 

d\ 

r/X 

dZ 

dX 

dV 

d.t  ’ 

dz 

f/Y 

Il  II 

di>  ~ 

dY 

dx' 

dV 

dz 

dy 

■ ’ dV  ~ 

’ 

tW  _ dW 
dv  du 


Le  nombre  des  conditions  (a)  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  variables  x,  z,...  deux  à deux; 
lorsqu’il  n’y  a que  deux  variables  indépendantes  x et  ) , 
l’expression  (i)  est 

Xr/.r  -^-^dy 


et  les  conditions  (a)  se  réduisent  à une  seule 


dX  _ 

dy  d.r 

■1S9.  Supposons  que  l’expression  (i)  soit  la  différen- 
tielle exacte  d’une  fonction  fî,  en  sorte  qu’on  ait 

( 3 ) dil  — Xdx-\-Ydy-\-T,dz-y.  . . U rfu  -t-  Vrft>  ; 

et  proposons  nous  de  déterminer  la  fonction  fl.  Nous  al- 
lons retrouver,  dans  cette  recherche,  les  conditions  (a) 
que  nous  venons  d’obtenir  et  l’on  verra  en  môme  temps 
que,  si  ces  conditions  sont  remplies,  l’expression  pro- 
posée d£l  est  effectivement  une  différentielle  exacte. 

Quand  on  regarde^,  r,...,  u,  v comme  des  constantes, 
la  formule  (3)  se  réduit  à 

dn=:Xdx; 

si  donc  on  désigne  par  une  valeur  déterminée  quel- 

II.  6 
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conque  de  l’intégrale^ X(/x,  en  sorte  que  l’on  ait 


(4) 


rfXC)  _ 


la  formule  précédente  deviendra 


, c/X<0  , 

d It  z=  — - — d.r 
d.r 


d’où  l’on  conrlul 


(5)  li  = xc)  + n('), 

étant  une  constante  arbitraire , c’est-à-dire  une 
quantité  indépendante  de  x. 

L’équation  (5)  donne  par  la  différentiation 


rfXC) 

rfii  = rfn(‘)  -I d.r 

d.r 


rfX>'^ 


rfXC) 

~dT 


dv, 


et  pour  que  cette  valeur  de  soit  égale  à la  propo- 
sée (3),  il  faut  et  il  suflit,  à cause  de  la  formule  (4)i  que 
l’on  ait 


<■') 


f/UC)  = 


rfXi')\ 
dj  j 


d,  ■+■ 


d\(')'< 


^ dz 


»/X(')\ 


dv. 


On  voit  qu’il  est  nécessaire,  pour  la  possibilité  du  pro- 
blème proposé,  que  les  coefficients  de  dj,  dz,.  . . , r/i 
dans  la  formule  (6)  soient  indépendants  de  x,  ou  que 
leurs  dérivées  relatives  à x soient  nullcs,  car  fî!'*  ne  doit 
pas  renfermer  cette  variable;  on  a donc 


dY 

rf'XC) 

d7. 

f/'XC) 

d\ 

rf'XC) 

(ixdy 

= o. 

d.r 

% O,  . . , 

d.rdz 

d.c 

dxdf  ’ 

OU, 

à cause 

de  la 

formule  (4), 

(7) 

rfX  _ 

dZ  dX 

dV 

dX 

djc 

dv  ~ 

O, 

d.r  dz~'^’" 

' d.r 

dv 
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D’après  cela,  pour  que  dCL  soit  cfTectivemcnt  une  dif- 
férentielle exacte,  il  faut  et  il  suffit  : i'^  que  les  condi- 
tions (7)  soient  satisfaites;  a"  que  soit  la  diflereu- 

lielle  exacte  d’une  fonction  des  variables  y,  z,. . u,  r. 
Cette  deuxième  condition  peut  être  exprimée  d’une  autre 
manière.  Effectivement  est  la  différence  des  deux 

expressions 

Y tir  -4-  Zrfz  4- . . . Urf«  -4-  Vrfr, 


rfX^‘) 


rfXi') 

H — dz  ■ 


tfXf) 

du 


du  ■ 


€iv 


dVy 


dont  lasecondc  est  la  différentielle  de  la  fonction  X^'^par 
rapport  aux  variables  )',  r,.  . . m,  v'.  Notre  seconde  con- 
dition est  donc  simplement  que 

(8)  YaT>  -^-Z^/^-+-...-^-Urfu-+-V^/.• 

soit  une  différentielle  exacte  quand  on  y regarde  x comme 
une  constante. 

Quand  le  nombre  des  variables  x,j,  z,. . . est  égal  à 
deux,  cette  condition  est  toujours  remplie;  dans  le  cas 
contraire  on  peut  appliquer  à l’expression  (8)  la  propo- 
sition que  nous  venons  d’établir;  pour  que  celle-ci  soit 
une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  ; 1®  que  l’on 
ait 


— — dl—  dl  — — 

dy  dz 

a°  que  l'expression 

Zdz-h...-r-Vdu-i-ydv 

soit  une  différentielle  exacte,  quand  on  y regarde  x et^y^ 
comme  des  constantes.  En  poursuivant  ainsi,  on  retrou- 
vera successivement  toutes  les  conditions  (a)  avec  la  con- 
dition nouvelle  que 
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soit  une  difTérenticlIe  exacte  quand  on  regarde  a",  j, 
Z,.  . -i  U,  comme  des  constantes;  or,  celle-ci  est  toujours 
remplie,  donc  les  conditions  (a)  sont  suffisantes. 

Notre  analyse  ramène  la  recherche  de  la  fonction  Q à 
celle  des  deux  fonctions  et  la  fonction  est 

une  valeurdéterminée  de  l’intégrale^ Xelx,  fl,  renferme 

une  variable  de  moins  que  SI  et  elle  est,  comme  celle-ci, 
déGnie  par  sa  différentielle.  Pareillement  la  recherche 
de  fl!*>  se  ramènera  à celle  d’une  fonction  déterminée 
et  à celle  d’une  fonction  û!’)  déGnie  par  sa  différentielle 
et  qui  renfermera  une  variable  de  moins  que  û**'  ; et  ainsi 
de  suite.  La  dernière  fonction  déGnie  par  sa  dif- 

férentielle, ne  renfermera  plus  qu’une  seule  variable  et 
son  intégrale  pourra  être  représentée  par  VO-t-C,  C étant 
une  constante  arbitraire.  Ainsi  l’on  aura 


,<))  ll  = XC)-(-  VC)  -4-ZC)  -H..  .-l-UO-f- VO  + C, 

ou,  en  représentant  au  moyen  du  signe  J' l’intégrale  de 

la  différentielle  placée  sous  ce  signe,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables, 

J'  ( X fÉr  4-  Y -f-  Z -t- . . . 4-  V (lu  4-  V (iv) 

= Xl't  4-  Yi')-+-  ZC>  4-.  . .4- UC)  -f- VO  + C. 

Si  le  nombre  des  variables  est  égal  à deux,  la  diffé- 
rentielle proposée  est 

X(/x  4-  Y (II  , 

et  l’on  a 

J'  (Xrf.r4-Yrfr)  = XC)4-Yt'l-j-C; 

\c)  est  une  quelconque  des  valeurs  Xdx,  et  de 
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même  Y<’*  est  une  quelconque  des  valeurs  de  1 intégrale 


■460.  Exemples.  — i”  Supposons  qu’on  demande  l’in- 
tégrale de  la  différentielle 


On  a ici 


</u  = 


d.r  — 


■r  » . r 


(x  — jr)’  x—y 


Y = 


y [x^—yy 

On  peut  donc  prendre  pour  la  valeur  suivante 


XC)  = log(x-/) 


y 


d'où 


rfXC) 


y — 2 .r  -4- r _ 


dy 

on  a ensuite 

Y ^X(') 

dr 


x — r {x—yY  [x—yf 


•r’  2. J y I 

y\x—yy'^[x—yf  y’ 


et,  par  conséquent, 


r/X(^> 

dj- 


d.r  = 


— log/  + const. 


On  a donc 


n = log 


x — r 


-t-C, 


C étant  une  constante  arbitraire. 

2°  Supposons,  en  second  lieu,  qu’on  demande  Tinté-  • 
gralc  de  la  différentielle 

rfn  = ( r -I-  ï)<^.x  -4-  (ï  -4-  x)dy  -4-  (x 
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on  a ICI 


X = j^  -h  Z,  Y = *4-x,  Z = ^-hXi 

on  peut  faire 


puis 


et 


XO=(y  + 2).r, 

_ rfXC)  _ 
djr  ’ dz 


„ rfxo)  ^ rfxo 
Y ^=z,  Z--^=j, 


dy  ’ dz 

on  a donc 

il=  {jr  -y  z)x  -h  j* (zdy-hydz]i 
on  trouve  de  suite  que 


et  l’on  a 


/ 


{zdy  -hydz)  —yz  4-  const.; 


n = 4-  ir  C, 

C Étant  une  constante  arbitraire. 


Autre  forme  de  l'intégrale  d'une  différentielle  renfer- 
mant plusieurs  variables  indépendantes. 

■161.  L’inlégrale  d’une  différentielle  qui  renferme 
plusieurs  variables  indcpendaïUes  peut  être  mise  sous 
une  forme  très-élégante  que  nous  ne  pouvons  nous  dis- 
penser de  faire  connaître  ici. 

Soit  la  différentielle  donnée 

(i  ) da  = Xdr  4-  Ydy  4-  Zr/i  -t- . . . 4-  4- \dv. 

Deux  fonctions  qui  ont  dD.  pour  différentielle  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante;  si  donc  F (x,  u,  »') 
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désigne  l’une  de  ces  fonctions,  on  aura 

11  = F (x,  2, . . . , «,  p)  -f-  C, 

G étant  une  constante  arbitraire.  En  outre,  on  peut  dé- 
terminer la  constante  C par  la  condition  que  la  valeur 
précédente  de  il  se  réduise  à zéro,  quand  on  donne  aux 
variables  les  valeurs  particulières 

car  il  suflQt  de  faire 


C F (X,  ! Jft  y 2,  , . . , , W,  , P,). 

D'après  cela,  proposons-nous  de  trouver  la  fonction 
déterminée  qui  a pour  différentielle  l’expression  (1),  et 
qui  s’annule  quand  on  donne  aux  variables  les  valeurs  si- 
multanées (a). 

Nous  opérerons  comme  au  n°  ; nous  désignerons 
toujours  par  une  valeur  déterminée  de  l’intégrale 

J seulement  nous  choisirons  pour  celte  valeur 

celle  qui  se  réduit  à zéro  quand  x~x„\  en  d’autres 
termes,  nous  ferons 

x(')=r  Xf/x, 

et  nous  aurons,  comme  au  n°  459, 

(3)  1Î  = XC) -t-itt')  = r Xf/..  +af). 

La  fonction  i2<'*  est  définie  par  la  formule 

/„  rfx(')\  ^ I ^ r/xf>\  / rfxo 

= r - ^ -/r 


cl  par  la  condition  d’èlre  nulle  pour_y  0 , * = -So  <•••, 
V = I',.  Comme  nous  supposons  les  conditions  d’intégra- 
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bililé  remplies,  les coefiQcienls  de  dy,  dz,...^  dv  dans  la 
formule  précédente  sont  indépendants  de  x\  on  peut 
donc  y supposer  x=  x^.  Or,  la  fonction  s’annule 
pourx  = .r(|,  quelles  que  soient  j,  h,  e;  donc 

(n“  58)  les  dérivées 

^ rfXf)  c/XO  rfXC) 

dy  ^ dz  ' * dv 

s’évanouissent  aussi  pour  a:  = .r^,  et  l’on  aura 

(4)  rfn(’)=Y,rfr + z,rfi  + ...  + u,rftt 

si  l’on  désigne  par  Y, , Z U,,  V,  les  valeurs  que 

prennent  Y,  Z, . . . , U,  V pour  x — 

Opérant  sur  la  formule  (4)  comme  nous  avons  fait 
.T  l'égard  de  la  formule  (i),  on  trouve 


avec 


ilC)  = 


Y.rfj-t-  nC', 


d = Z,  * -t-  . . . U.  rftt  + V,  dv. 


Z, U, , V,  étant  les  valeurs  que  prennent  Z,...,  U,  V 
quand  on  fait  x ~ x^,y  =yo- 

Il  est  évident  qu’en  continuant  ainsi  on  obtiendra 
l’expression  suivante  de  la  fonction  demandée  Q ; 


en  désignant  par  n le  nombre  des  variables  et  en  conve- 
nant que  chaque  indice  l'dont  les  lettres  Y,  Z, . . .,  U,  V 
sont  affectées  indique  qu’il  faut  remplacer  les  / premières 
des  variables  x,y,  z,.  . u,  v par  les  valeurs  correspon- 
dantes Xo,yo,  *01-  • "o>  ''o- 
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Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  variables 
x,  y el  soii 

(6) 

la  différentielle  donnée.  L’intégrale,  prise  de  manière 
qu’elle  s'annule  pour  x — y — Yat  3ura  pour  valeur 

(7)  f ?('•> r 'I' 

Jjr, 

462.  La  reclierclie  de  l’intégrale  d’une  différentielle 
qui  renferme  n variables  indépendantes  se  ramène, 
comme  on  voit,  à un  nombre  n d’intégrations  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  n variables  ; il  est  évident  que 
ces  intégrations  peuvent  être  effectuées  dans  un  ordre 
quelconque,  et  cette  remarque  n’est  pas  sans  importance. 
Ainsi  l’intégrale  de  la  différentielle  (6)  est  représentée 
par  l’expression  (7),  mais  elle  peut  l’être  aussi  par  l'ex- 
pression 

(8)  f + 

qui  s’annule  comme  la  première  pour  jr  = x„ , i = J «• 
En  égalant  ces  deux  expressions  entre  elles,  on  a 


f(x,x)iir~f  ,f{.r,y,)dr=l'  {-r , y)  dy  — Ç 'if  [-r,,  X 

•«.  *6'.  ‘X. 


formule  qui  a lieu  pour  deux  fonctions  ip  (x,  j),  <|<  (x,j) 
assujetties  à la  seule  condition 

y)  r) 


dr 


dx 
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Intégration  des  différentielles  dans  le  cas  des 
variables  imaginaires. 

463.  Pour  compléter  la  théorie  de  l’intégration  des 
différentielles,  il  nous  reste  à examiner  le  cas  des  varia- 
bles imaginaires.  Soient  z z=  x -i-j  — i une  variable 
imaginaire  et 

= + y/_  I 

une  fonction  donnée  de  cette  variable,  (f(x,j  ) et  ^ (x,j  ) 
désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  x,  j\ 
Si  la  fonction  /{^)  a une  dérivée  déterminée,  on  a 
(n»  377) 

rf?(r,  J-)  _ ,r)  rfy  (j’.v)  _ _ rfH-r.  ,r) 

dx  ' rf/  rf-r 

ce  qui  montre  que  les  expressions 

<f{x,y)dx  — -!^[x,y)dy  et  ^[x,x)dx  + <f{x,jr)dy 

sont  des  différentielles  exactes.  Si  l'on  fait  la  somme  de 
ces  expressions,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
\J — 1,  on  trouve  pour  résultat 

+ v'—  ‘ 'l'K  j")l  (rf-'  + rf^  v^—  ')  =/(2)rf*> 

d’où  il  suit  f{z)dz  est  la  différentielle  d’une  fonc- 
tion des  variables  x et  y.  On  a donc  cette  proposition  : 

Théorème. — La  différentielle  f[z)dz  admet  une  inté- 
grale lorsque  z est  imaginaire,  comme  lorsque  z est  réelle. 
Les  conditions  pour  que  l’expression 

TLdx  -1-  Ydy  Z </ï  -t- . . . -f-  U rf«  + Vrfv 

soit  une  différentielle  exacte,  dans  le  cas  où  x,  j,  z,. . . 
désignent  des  variables  imaginaires,  sont  évidemment  les 
mêmes  que  dans  le  cas  des  variables  réelles,  et  la  règle 
que  nous  avons  exposée  au  n°  4o9  est  applicable  à tous 
les  cas. 
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CHAPITRE  IL 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies. 


i6‘l.  Soient  f{x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x 
qui  reste  continue  quand  x varie  entre  les  limites  Xt, , 
X,  et  F [x)  une  des  valeurs  de  l’intégrale  indéfinie 


x)  dx.  La  diflerence  F(x)  — 


F(to)  est  aussi  une 


des  valeurs  de  la  même  intégrale,  savoir,  celle  qui  s’an- 
nule pour  x=  Xa  \ celte  valeur  est  égale  à F (X)  — F(o:o) 
pour  a:  = X,  et  nous  sommes  convenus  alors  de  la  repré- 


senter  par  l’expression  / f{x)  dx , que  nous 
nommée  une  intégrale  définie.  Ainsi  l’on  a 


avons 


rfx  = F(X)-F(x,), 


et  nous  savons  que  l’intégrale  contenue  dans  cette  for- 
mule est  égale  à la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des 
valeurs  que  prend  la  différentielle  f(x)dx,  quand  x 
varie  de  Xg  à X en  prenant  des  accroissements  infiniment 
petits  successifs  égaux  à dx. 

De  là  résultent  plusieurs  propriétés  fondamentales  que 
nous  allons  établir. 


•465.  Théorème  I.  — Une  intégrale  définie  change 
de  signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue,  quand 
on  permute  les  limites  de  l'intégrale. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  du  n”  4(5i 
dont  le  second  membre  ne  fait  que  changer  de  signe 
quand  on  permute  les  lettres  x^,  X. 

On  peut  aussi  établir  la  môme  propriété  en  considérant 
les  intégrales 


comme  des  limites  de  sommes  d'éléments  infiniment 
petits.  Les  éléments  correspondants  f{^x)dx  des  deux 
sommes  en  question  ont  la  môme  valeur  absolue,  mais 
ils  sont  de  signes  contraires,  car  x variant  de  Xg  à X 
dans  un  cas  et  de  X à Xg  dans  l’autre  cas,  dx  est  positif 
pour  l’une  des  deux  sommes  et  négatif  pour  l’autre. 

466.  Théorème  II.  — Si 


.r,,  X,,...,  .r^i,  X 

sont  des  valeurs  de  x telles  que  f[x)  reste  bien  déter- 
minée et  continue  quand  x varie  de  l’une  de  ces  va- 
leurs à la  suivante,  on  a 

f^/{x)dx=  f ‘/{x.dx-\-  f''/(x)dx-h...-{-  f^A^)dx. 

Jx.  dx,  Jx,  Jx,_, 

En  effet,  cette  formule  n’est  autre  chose  que  l’égalité 
identique 

F(X)  - F(x.) 

= [ F;.r,)  - F{.r,)]  4-  [F{x,]-  F {.r,)]  + . . ■ + [F  (X)  - F 

On  peut  encore  démontrer  la  formule  dont  il  s’agit  en 
regardant  les  intégrales  définies  comme  des  limites  de 
sommes.  Si  Xg,  x, , . . .,  X sont  disposées  par  ordre  de 
grandeur,  les  deux  membres  de  notre  formule  sont  égaux 
à la  limite  d’une  môme  somme  d’éléments  infiniment 
petits.  Il  en  est  de  môme  quand  Xg,x,. . .,  X ne  sont 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II.  93 

pas  disposées  par  ordre  de  grandeur,  car  les  éléments 
infiniment  petits  de  la  seconde  somme  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  la  première  sont  égaux  deux  à deux  et  de  signes 
contraires. 


467.  Théorème  III.  — Soient  f{x)  et  f(x)  deux 
fonctions  qui  restent  continues  pour  les  imleurs  de  x 
comprises  entre  les  limites  Xo  et  X ^ si  pour  toutes 
les  valeurs  de  x on  a f {x)  ^(p(x),  on  aura  aussi 

f /W'/.r>  r y(x)f/x. 


En  ell'et,  par  hypothèse,  la  fonction  J (x)  — est 
positive  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  X ; 
par  conséquent  la  fonction 


dont  elle  est  la  dérivée,  est  croissante.  Or,  cette  fonction 
s’annule  pourx  = Xo  ; donc  elle  est  positive  pour  x=  X, 
et  l’on  a 


X XX 

J [/W  — ou  J J <f{x)djc^o. 


On  arrive  plus  rapidement  à ce  résultat  en  considérant 
les  deux  intégrales  proposées  comme  des  limites  de 
sommes;  elTectivenient,  chaque  élément  f(x)dx  de  la 
première  somme  est  plus  grand  que  l’élément  correspon- 
dant 9(x)  dx  de  la  seconde;  celle-ci  est  donc  inférieure 
à l’autre. 


Corollaire.  — Si  la  fonction  f(x)  est  comprise  entre 
deux  autres  fonctions  ^(x),  <p(x),  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X comprises  entre  x»  et  X,  et  que  ces  fonctions 
soient  continues  de  X — Xo  à x = X,  on  obtiendra  deux 
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limites  de  r intégrale  i f[x)dx  en  prenant  t <f(x)dji 
et  f <J/(x)dx. 

/*~  djc 

Exemple.  — Soit  l'inlégralc  / ^ ■.  où  l’oi: 

Jo  v'ï  — 


468. 


suppose  m > a.  Il  est  évident  que  cette  intégrale  augmen- 
tera si  l’on  diminue  m,  et  qu’elle  diminuera  si  l’on  aug- 
mente m ; elle  est  donc  comprise  entre 


J a J O \\ — 


c’est-à-dire  entre 

-z=o,5  et  arcsin  - = ^ = o,5i3.  . . . 

2 2 0 

469.  Théorème  IV.  — Soient  u et  v deux  fonctions 
de  X : si  la  fonction  v conserve  le  même  signe  quand  x 
varie  de  à "S.,  on  aura 


XX  p\ 

Hl'<ir=U  I (’rf.r, 


U désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  u quand  x varie 
</e  Xo  ù X . 

En  effet,  soient  Â et  B la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  u ; on  aura  constamment,  si  v est  positif, 

Ar<  u«  Bi>, 

et  si  e est  négatif, 

Ar  > uv  > Be; 

XX  pX 

uvdx  est  comprise  entre  I kvdx 
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et  f c’esl-à-dirc  entre  les  deux  produits  que  l'on 

obtient  en  multipliant  A et  B par  l’intégrale  J'  vdx\ 
de  là  résulte  évidemment  l'égalité  qu'il  s’agissait  d'établir. 

Cas  où  les  limites  des  intégrales  sont  injinies. 

470.  En  traitant  des  propriétés  des  intégrales  définies 

J f[x)dx,  nous  avons  supposé  la  fouetion  y(x)  eon- 

tinue  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x,  et  X;  ces 
limites  sont  d’ailleurs  des  quantités  déterminées  quelcon* 
ques.  Nous  maintiendrons  ici  la  même  hypothèse,  mais 
nous  supposerons  x,  et  X variables,  et  nous  allons  exa- 
miner le  cas  dans  lequel  l’une  ou  l'autre  de  ces  limites 
devient  infinie. 

L’intégrale  de  la  différentielle  f (x)  </x,  prise  entre 
deux  limites  infinies,  ou  entre  une  limite  finie  et  une 
limite  infinie,  peut  avoir  une  valeur  finie  ; elle  peut  aussi 
être  infinie  ou  indéterminée;  nous  allons  donner  des 
exemples  de  ces  divers  cas. 

1°  Considérons  d’abord  la  différentielle  e~^//x;  en 
l’intégrant  de  x = x^  à x = X,  on  a 
.-.x 

I e~' dx  z=.  ^ ) 

et  si  l’on  fait  tendre  X vers  -f-oc  , on  aura 


y C-’  dx  = c-‘-. 


faisant  tendre  au  contraire  vers  — oo  , on  a 


e~’  tlxz=x. 
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a“  Soit,  en  deuxième  lieu,  la  différentielle ■;  l'in- 

’ I -I-  .1= 

tégrale  prise  de  x = à ar  = X est 
X 

— =arctangX — urctangx,» 

,1-1- x’ 

et  si  l’on  fait  tendre  X vers  -I-  «5 , on  a 

Z’  * ftx  Tt 

I = arc  tanex,; 

Jt,  I -h  2 ’ 

faisant  ensuite  tendre  Xo  vers  — ao  , on  a 


fix 

r+'x* 


3"  Soit  encore  la  différentielle  cosx(7jr;  on  a 
cosx  dx  = sinX , 

et  il  est  évident  que  cette  intégrale  cesse  d’ôtre  détermi- 
née quand  on  suppose  X = oo  . 

471.  On  ne  peut  pas  indiquer  de  critérium  qui  per- 
mette de  décider  d'une  manière  générale  si  l’intégrale 

Jf(x)  dx  reste  finie  et  déterminée  quand  l’une  ou 

x. 

l’autre  des  limites  tend  vers  l’infini.  Voici  cependant  un 
théorème  qui  donne  le  moyen  de  décider  la  question  dans 
un  assez  grand  nombre  de  cas. 

Théoeè-me.  — Soit  f{x)  une  fonction  qui  reste  finie 
pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x^  et  . Si, 
pour  les  valeurs  de  x supérieures  à une  certains  quan- 
tité ai,  la  valeur  absolue  du  produit  x"f(x)  est  constam- 
ment inferieure  h un  nombre  donné  K,  et  que  l'expo- 
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sttnl  n soit  stipérietir  à i , l'intégral o j f[x)dx  tendra 

vers  une  limite  Jinie  quand  on  fera  tendre  X vers  -f-  w . 

Au  contraire,  si  pour  les  valeurs  de  x supérieures  à 
une  quantité  a la  Jonction  J (.r)  conserve  le  même  signe, 
et  que  la  valeur  ahsol ue  du  prorluit  i"fi^x'j  ne  soit  jrtrttais 
inj'érieurc  à un  nornhre  donné  K,  l'exposant  n étant 

/ • X 

égal  ou  inférieur  à i , l'intégrale  I J (x)  rlx  deviendra 

dx, 

infinie  en  même  temps  que  X. 

En  ell’et,  on  a 


d t:  ; 


la  preiuicrc  des  iniéi'rale.i  du  second  inemlirc  a une  va- 
leur délermiiiée,  et  il  sullit  en  conséijucnce  de  considérer 
la  seconde. 

i“  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x"f[x)  est  infé- 
rieure à K,  pour  les  valeui's  de  x comprises  entre  a 
et  -t- 00  , il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l'inlé- 
/•X 

grale  I y(x)  c/x  est  elle-même  inférieure  .à 
•J  V. 


V. 


K 

x" 


d.r  ^ 


({uantité  qui,  dans  l’iiypotbèse  de  //  ’>'»  se  réduit,  pour 


reste  linic  pour  X=:  oo  , et,  par  conséquent,  il  en  est  de 
même  de  la  proposée. 

a“  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x^'f[x)  n’est  pa- 
inférieure  au  nombre  donné  K pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a et  ao  , et  qu’en  outre  la  fonction  / (x) 
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conserve  le  niùme  signe,  la  valeur  absolue  de  l'inlégrale 

I /(x)c/xest  supérieure  à j — e/x.  Celle  dernière 

J jr,  •J  X ^ 

intégrale  a pour  valeur 

quand  «est  < i , et 

K log  — > 
a 

quand  n = 1 ; dans  l’iin  el  l’autre  ras,  elle  devient  infinie 
pour  X = 00  ; donc  la  même  chose  a lieu  à l’égard  de  l’in- 
tégrale proposée. 

Remabquf..  — Le  théorème  précédent  s’applique  an 
cas  où  l’on  fait  tendre  X vers  — oc  ; car,  en  changeant  x 
en  — X,  on  a 

..X  X 

I /(.r)rfr  = — I /(  — x)rfr, 

et  l’on  est  ramené  à faire  tendre  vers  -t-  00  la  limite  su- 
périeure — X. 

Le  même  théorème  est  encore  applicable  dans  le  cas  où 
l’on  fait  tendre  la  limite  inférieure  x,  vers  ± 00  , puis- 
qu’on pi’ul  permuter  les  deux  limites  entre  elles. 

172.  Exemple.  — Considérons  l’intégrale  I e ■'V/x. 

Jx, 

Soil/i  un  nombre  positif  aussi  grand  qu’on  voudra,  K une 
quantité  positive  donnée  quelconque.  La  valeur  absolue  du 
produit  a tend  vers  zéro,  quand  x tend  vers  ± 00  ; 
donc  on  peut  assigner  une  valeur  « de  x telle,  que  de 
x = -|-aàx  = -|-ao,oudcx  = — a àx  = — 00,  la 
valeur  absolue  du  produit  x"c~''’  soit  itiférieurc  à K. Il  en 
résulte  que  l’intégrale  proposée  conserve  une  valeur  finie 
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/ quand  on  fait  tendre  X vers  4-  ao  et  Xq 

J — X 


vers  — 00  . 


Plus  généralement,  sif[x)  est  une  fonction  de  x qui 
reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre 


et  4-  00  , l’intégrale  I f[x)e~^^  dx 
J — X 


aura  une 


valeur  finie. 


Cas  où  la  fonction  contenue  sons  le  signe  J'  elet^ient 
injinie  aux  limites  de  l' intégrale- 

473.  Supposons  que  la  fonction  f(x)  reste  finie  poul- 
ies valeurs  de  x comprises  entre  x»  et  X,  mais  qu’elle  de- 
vienne infinie  pour  x = X.  Dan^  ce  cas,  si  l’on  désigne 
par  e une  quantité  de  même  signe  que  X — x„,  l'inté- 

grale  I J^{x)  dx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 

J J-, 

jT  /(x)dx, 

quand  on  fait  tendre  e vers  la  limite  zéro.  11  peut  arriver 
que  la  précédente  intégralecroisse  au  delà  de  toute  limite, 
et  alors  la  proposée  est  infinie. 

Pareillement,  si  la  fonction  J {x)  devient  infinie  pour 
X = x„,  et  que  l’on  désigne  toujours  par  s une  quantité 

de  même  signe  qne  X — Xo,  l’intégrale  j J (x)  dx  sera 

Jx, 

la  limite  vers  laquelle  tend  l’intégrale  / f[x)dx, 

d.r,-ri 

quand  on  fait  tendre  6 vers  zéro. 

îNous  allons  démontrer  un  théorème  analogue  à celui 
du  u'*  471  et  au  moyen  duquel  on  peut  décider,  dans  cer- 
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tains  cas,  si  une  intégrale  conserve  une  valeur  Unie 
quand  la  fonction  qui  multiplie  dx  sous  le  signe  J de- 
vient infinie  aux  limites  de  l’intégrale. 


474.  Théouémk.  — Soit  f{x)  une  Jonction  qui  reste 
finie  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  X,  mais 
qui  devienne  infinie  pour  x — IL.  Si  l'on  peut  assigner 
une  quantité  a entre  x„  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs 
dex  comprises  entre  cf.  et\  la  valeur  absolue  du  produit 
(X  — x)"f(x)  ou  (x  — X)"/(x)  soit  inférieure  à une 
quantité  déterminée  K,  le  nombre  n étant  moindre 

que  \,  l'intégrale  I f(x)  dx  aura  une  valeur  finie. 

Jx, 

x4u  contraire,  si  l'on  peut  assigner  une  quantité  a 
entre  x„  et  X,  telle  que,  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  a et  \.lc  produit  (X  — x)"f[x)ou  (x  — X)'’_/'(x) 
conserve  le  même  signe  et  soit  constamment  supérieur  à 
une  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n étant  égal  à i 

...  1'^ 

ou  plus  grand  que  i,  l'mtegrale  I J {x)  dx  sera 
infinie. 

En  effet,  on  a 


x)  dx  -(- 


dx-. 


la  première  des  intégrales  du  second  membre  a une  valeur 
Unie;  il  suffit,  en  conséquence,  de  considérer  la  deuxième 
intégrale. 

i“  Supposons  que  de  x = a àx  = X la  valeur  ab- 
solue du  produit  [±(X  — soit  moindre  que 

la  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n étant  en  outre 
inférieur  .à  i ; il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l’in- 
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tégrale  f sera  inférieure  à la  valeur  absolue 

* a 

Jr»  X.  ^ ^ ^ 

^ Mais  l'imccralc  inck4inie  de 
« [±{><-  — •^)j* 

Kf/x  , rpKfdt  (X  — J-)!'-" 

i— — r^a  pour  valeur hconsl.; 

I±(X— x)j«  t — n ’ 

on  a donc,  à cause  de  « i , 

Kr/.r  _ :pK[±:(X-a)1‘— 

Jx  (X— -r;"—  ■ — " 

d’où  il  suit  que  l’inlégralc  proposée  a une  valeur  finie. 

a“  Supposons  (jue  de  x = x à x = X le  produil 
[dr  (X  — x)]"/(j)  conserve  le  môme  signe,  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  plus  grande  que  la  (jiiantité  déter- 
minée K,  le  nombre  « étant  d’ailleurs  égal  ou  supérieur 

h I.  La  valeur  absolue  de  l’intégrale  / y (x)r/x  sera  su- 

''x 

périeure  à celle  de  l'intégrale  / r^--— rrî  oron  a, 

quand  n est  > i , 

Ke/x  _(±i)«Kr  I 

Jx  [=t(X  — x)]»“  ,_„-[(X-x)- 
et,  quand  rt  — i, 


(X 


X 


Kdr 


:Kl0! 


X — a 
'x  — x’ 


le  second  membre  de  chacune  des  formules  jirécédentes 
devient  infini  pour  x = X,  et,  par  conséquent,  l’inté- 
grale I y (x)f/x  est  infinie,  ainsi  c|ue  la  proposée, 
(iomme  on  peut  intervertir  les  limites  de  l'intégrale. 
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Je  ])réccdciil  llicorème  s’applique  au  cas  où  y(a’)  devieiii 
infinie  pour  x = x^. 

475.  Exemples  — i"  Considérons  l’inlégrale 
r ' tir 

.'U  yi  — 

On  a ici  J (a")  = -- :Ct  (i — J {^)  — '■  ^ étant 

V I — x'  V'  1 "t" 

positif,  ce  produit  est  inférieur  à i ; on  en  conclut  que 
l’intégrale  a une  valeur  finie.  ISous  savions  d’avance  qu’il 
en  est  ainsi,  ear  l'intégrale  proposée  est  la  valeur  de 
arcsina*  pour  a:  = i , et  par  conséquent  cette  intégrale 

est  égale  à 

a”  Considérons  l’intégrale 


1 


(I.T 


O \j{\  — X') 


où  /i’  désigne  une  quantité  positive  inférieure  à i.  Ou 
a ici 


(I  — — 


le  second  membre  de  cette  formule  est  inférieur  à — ^ 

V^I  — kt 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  i;  donc 
l’intégrale  proposée  a une  valeur  finie. 

3°  Considérons  rinlégralc 


r— ’ 

*/o  ‘ — 

à laquelle  se  réduit  la  précédente  lorsqu’on  a Z’  = t.  On  a 
ici  /(x)  = et 

(,-x)/(x)  = ^: 
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le  second  membre  de  celle  formule  est  supérieur  à ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  1 5 donc 
l’intégrale  proposée  est  infinie.  Au  reste,  celle  intégrale 
est  la  valeur  que  prend  pour  j:  =i  la  fonction 


et  l’on  voit  que  la  valeur  en  question  est  effeclivenient 
infinie. 

4°  Considérons  encore  l’intégrale 


l 


•■log. 


X' 


d.r 


où  ri  désigne  un  nombre  compris  entre  entre  o et  i.  On 
~ celte  fonction  est  infinie  pour  x = o. 

En  désignant  par  e un  nombre  compris  entre  o et  i — ri, 

x''-^‘/(.r)  = x'logx; 

or,  quand  x tend  vers  zéro,  le  produit  x'iogx'  tend  aussi 
vers  zéro;  on  peut  donc  assigner  une  quantité  a telle,  que 
de  X = o .à  x = a,  le  produit  x'’"*'‘y’(x)  soit  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  donnée  K;  d’ailleurs  ;/-(-£  est 
inférieur  à i;  donc  l'intégrale  proposée  a une  valeur  finie. 


Cas  où  la  fonction  contenue  sous  le  signe  j devient 
infinie  entre  les  limites  de  l' intégration. 

■iib.  Lorsque  la  fonction  f (x)  devient  infinie  pour 
une  valeur  x,  de  x comprise  entre  x»  et  X]>Xo,  il  faut 

regarder  l’intégrale  J'  f(x)  dx  comme  la  limite  vers 
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laquelle  tend  la  somme 


rf.r, 


lorsque  e el  »!  tendent  vers  la  limite  zéro.  Une  telle  inlé- 
grale  peut  avoir  une  valeur  Cnie  et  déierniinée;  elle 
peut  aussi  être  innnie  ou  indélcrminée. 

Considérons  par  exemple  l'intégrale 


où  a el  a désignent  des  nombres  positifs  el  oii  //  est  un 
exposant  compris  entre  o et  i,  el  de  la  forme 
U et  V étant  des  entiers-,  ou  aura 


or 


dx 

IP- 


donc 


e'-"  cl  r,'~"  s'annulent  à la  limite;  l’inlégrale  proposée  a 
donc  une  valeur  finie  el  déterminée,  savoir  : 


a 


I— « 


a 


I— « 


1 — /t 


Si  le  nombre  it  est  de 


la 


. 2 U 

forme  > 

2v  1 


U et  y étant 
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entiers,  cl  qu’on  le  suppose  plus  grand  que  i,  on  aura 


la  somme  de  ces  deux  intégrales,  savoir 

n — I ( s*~'  i:"-')  H — I û"“') 


croît  au  delà  de  toute  limite  quand  les  infiniment  petits 
positifs  t,  y)  tendent  vers  zéro-,  donc  alors  1 intégrale  pro- 
posée est  infinie. 

Cousiderons  encore  le  cas  de  « = i;  l'intégrale  pro- 
posée est 


Or  on  a,  en  faisant  x = — t,  dx  =■  — dl. 


d’aillc 


donc 


r 


=:log-i 

>5 


/'  + " ,/r  .fit  , fl  I ‘ 

/ ~ ^ log  — = log  - -t-  log  - • 

r '’xr,  '’a  r, 


La  limite  du  rapport  des  infiniment  petits  e,  r,  est  indé- 
lerniinée;  donc  l’intégrale  Ç — est  elle-même  iiulé- 


terininee. 
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477.  Revenons  à l’expression  générale 

(,)  Ç /(x)rf.r4  f y(x)(/.r; 

si  l’on  suppose  r,  = e,  elle  se  réduit  à 

J«j|— î 

f{.r)  (U  ■+■  I /(.r)  dr. 

La  limite  vers  laquelle  elle  tend  quand  on  fait  tendre  £ 
vers  zéro  a été  nommée  par  Cauchy  valeur  principale  ~ 

de  l’iutégrale  définie  I J (x)  dx.  Ainsi  la  valeur  prin- 
cipale de  l’intégrale  l — que  nous  venons  de  consi- 

dérer  est  log  - • 
a 

Si  l’intégrale  j J [x)  lix  a une  valeur  finie  et  déter- 

minée,  il  est  évident  que  cette  valeur  sera  la  limite  vers 
laquelle  tendra  la  somme 

J^x, — tj.t 

/(x)d.r-i-  I /[x)dr, 

quand  £ tendra  vers  zéro,  quels  que  soient  les  nombres 
positifs  P et  v;  donc  alors  la  différence  des  sommes  (2) 
et  (3),  savoir 

rj-,  — y.e  y^.r, -t-yj 

/(.i)f/.r+  I /{■r)<lx 


doit  tendre  vers  zéro  avec  e,  quels  (jue  soient  u et  v.  Si 
donc  on  peut  constater  qu’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  con- 
clura tjue  l'intégrale  proposée  n’a  pas  une  valeur  finie 
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Cl  délermiiiée.  Les  intcsrales 


' /(.r  / /{■'■}, U, 

■r,  — I ■+■  I 

où  £ désigne  un  in(iiiiinent  petit,  ont  été  nommées  par 
Cauchy  des  intégrales  définies  singulières.  On  peut 
retrouver,  par  la  considération  de  ces  intégrales,  le  ré- 
sultat établi  au  n"47-i. 

En  général,  si  la  fonction  / (x)  devient  inGiiie  poul- 
ies valeurs  x,,  x,^.  . x,-  comprises  entre  x„  et  X,  011 

devra  regarder  I f (x)  dx  comme  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  la  somme 

/ (.r)  f/.i-  -h  I /(jr)  f/.i  -h.  .. 

X,  J.r,  -t-  r„ 

-f-  r ' /{x)t/.r-h  I /{.r),U, 

(juand  les  quantités  e et  »j  tendent  vers  zéro.  Ce  cas  se 
ramène,  au  reste,  au  précédent,  en  décomposant  l’inter- 
valle de  Xo  à X en  plusieurs  autres. 


Dèinonsiralion  noui’elte  de  la  formule  de  Taylor. 

178.  La  considération  des  intégrales  définies  fournit 
une  démonstration  très-simple  et  très-élégante  de  la  for- 
mule de  Taylor. 

Soient  X et  U deux  quantités  données,  t une  variable 
et  _/'(x-t-/i  — <)  une  fonction  que  nous  supposerons 
continue,  ainsi  que  ses  n premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  l comprises  entre  o et  h.  L'intégration  par 
parties  donnera,  en  représentant  par  f [x -y  h — /), 
f"  {x -y  h — /),•••  les  dérivées  suecessives  de  la  fonc- 
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io8 

lion_/(x-f-/j  — t)  prises  relativement  à la  variable 

X -h  h — t, 


f'/’.  r = tf'{x  4-  /,  _ /)  4-  r y"(x 

J a 

r /"(.r -t- /l  — /)fd/ = -h /l  — f) -h  f + h — t)—  dl, 

Ja  ^ Jo  ^ 


^ r[x  + dt  = ^/'(■r  -(-/<-  0 -l-£  - ')  ^ 


J»f  J 


.{«-.) 

Ajoutons  toutes  ces  égalités,  faisons  ensuite  t = h,  et 
remarquons  que  l’on  a 

» h 


f f‘  — f]'it  =/{x  + /i) —/{x], 

J O 


il  viendra 


(') 

en  posant 


/{X  + /<)  =/(.r)  + !L/'  {.r)  + -l^rix)  +... 


/l"-' 


1.2.  . . ( //  — I j 


/(”-•)  (X)  + fi. 


(2)  R.=  f + 


2 . 3 . . . ( H — I 


dl. 


I.a  formule  (i)  conduit  à celle  de  Taylor  quand  les  con- 
ditions relatives  à la  continuité  sont  remplies  et  que  le 
reste  R„  tend  vers  zéro  à mesure  (|ue  n augmente.  La 
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formule  (2)  donne  une  expression  de  îl„  qui  est  souvent 
utile,  et  on  peut  en  déduire  celle  que  nous  avons  établie 
au  n”  106.  Effectivement,  on  tire  de  la  formule  (2) 
(n"  i69) 


h.  = V f 


2.3, 


' !i 

. . (rt  — I ) 1 . 2 . 3 ...  H 


U, 


U étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  — f) 

quand  l varie  de  o à h.  La  dérivée  dont  il  s’agit  étant 
continue,  elle  prendra  la  valeur  U pour  une  valeur 
(i  — 9)  /i  de  t,  comprise  entre  o et  /i;  011  a donc 


De  V intégration  par  séries. 

479.  Théorème  I.  — Soit  i/q-)- 1/, -t-u, -t-...  une  série 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable X.  Si  cette  série  est  coneergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x comprises  entre  et  X,  et  que  l'on  désigne 
parf[x)  la  limite  vers  laquelle  elle  converge,  la  série 

rJT  P JL  px 

u^tlx  -h  I «I  l/x  -+-  I Hjc/.r  + . . 

«-  X.,  J J,  J X, 

sera  aussi  convergente  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  et  X;  en  outre,  elle  aura  pour  somme  l'intégrale 

f /(J^) 

Eu  effet,  X étant  comprise  entre  Xa  et  X,  posons 

t')  /{x)  = II,  + U,  + II, . ,-i- u,_,  + r,; 
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on  aura 


(2' 


^ -r  ,-»x  ^.r 

I f[x)dr—  I ii,(l.r-h  I K,f/x-(-...+  / it„_,dr-h  I i 

*/.r,  *'■*'4  ' *'■^4 

or  011  a (n“  iC9) 

/’■*  C 

I r,  dx  = p.  I dx  = p„  {.r  — x.), 

*/-r, 

p„  élanl  une  quantité  comprise  ctitrc  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  des  valeurs  que  prend  r„  quand  x varie  de  x^ 
à X;  d’ailleurs  s'annule  par  liypotlièse  pour  n = oc  , 
donc  la  même  chose  a lieu  à l’égard  de  p„,  et  l’on  a con- 
séqueninienl 


lim  / 

•'X. 


/•„  dx  — o ]>our  n — : ao  ; 


donc 


^ X ^ X ^x 

3)  f _/"(x)f/x=  I ti,dx -h  I n,dx  + I u,d.r-h..., 
J.r,  Jx,  Jx,  Jx. 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


Remviiqle.  — Si  la  série  j/q  -t-  Wi  t/j  -I- . . . , conver- 
gente pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  et  X, 
devient  divergente  pour  x = X,  la  formule  (3)  aura 
lieu  pour  x = X — î,  e étant  une  cjuantité  de  même 
signe  que  X — x^  et  aussi  petite  qu’on  voiidra;  si,  en- 
suite, on  fait  tendre  s vers  zéro,  la  même  formule  sub- 
sistera à la  limite,  pourvu  que  la  série  contenue  dans  le 
second  membre  reste  convergente  et  qu’elle  soit  fonction 
continue  de  x. 


480.  ThéoiiLme  II.  — Soit  «0 -t- «, -1- IJ, -+- . . . une 
série  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  d' une  variable 
X,  continues  de  x = x„  A x = X,  et  qui  cons-erge  vers 


ndx. 
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une  limite  détei minée  f{x).  Si  la  série 


lin,  (lii,  du, 

dx  dx  dx 

est  corn>ergenle,  elle  a pour  somme  J'  (,r). 

1 . . du,  du, 

En  eflet,  la  serie  — \-  — — 1-  • • • fiant  supposée  con- 
vergente, désignons  par  F (jr)  la  somme  vers  laquelle  elle 
converge;  on  aura 

du,  du,  du, 

F [x)  =_  -t-  _ -t-  , 

dx  dx  dx 

d’où,  par  le  théorème  précédent, 

r"'  , r-^  iiu, , r’^du,  , 

■ s"'-"--  ■ 

ou,  en  désignant  par  u"^  la  valeur  de  u„,  pour  .r  = Xo, 

F [x]dx  z=  («0  — 4-  (k,  — 


r 


Or,  la  série  i/,  -I- u,  . converge  vers  la  limite 
f{x) ; on  a donc 

/ F(x)  dx  =zf[x)  4 const., 

el,  en  ditTérentianl, 

F(x)=/'(x), 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

i81 . Le  théorème  I donne  le  moyen  d’exprimer  par 
des  séries  les  intégrales  des  différentielles. 

Supposons  d’abord  que  la  fonction  J^{x)  soit  dévelop- 
pable en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maclaurin 
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pour  les  valeurs  de  x comprises  cuire  o et  X;  on  aura 

/(x)  =/^o)  + "/'(o)  + — /"(O)  + . . .. 

Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  celle  formule 
par  flx  et  rpi’ou  l’intègre  ensuite  entre  les  limites  o et  x. 
on  aura,  par  le  precedent  lliéorèinu, 

^ /(x)  r/x=  f/{o)  + -I-/'(o)  + _^-/"(o)  + . , 

ce  qui  n’est  autre  cliose  que  la  formule  de  Maclaiirin 

elle-même  appliquée  à la  fonction  I _f{x)  flx. 

Jo 

Généralement,  si  une  fonction  /{x)  n’est  définie  que 
par  son  développement  en  série,  de  manière  tiuc  l’on  ait 
/(.r)  — • fl.  H-  n,x  -t-  rt,x’  H- . . . , 
non-seulement  on  aura  (n“  479) 

/(x)  </.r  rt,x  -+-  ^ .r’  -t-  ~ .H  -t-  . . . , 

mais,  en  outre,  f f{x)dx  sera,  eu  meme  temps  que 

• O 

f(x),  fonction  conliiiue  de  o.’.  Cela  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  une  série,  ordonnée  par  rapport  aux  puissance.'- 
entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle  ou  imagi- 
naire Z,  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à R,  elle  a pour 
somme  une  Jonction  de  z qui  est  continue  pour  les 
mêmes  valeurs  de  z. 

En  elfei,  désignons  pavj'(z)  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

<7,  -t-  (7,  î 4-  «J  3’  -t-  . . . , 


.{ 
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par  la  somme  des  n premiers  termes  et  par  tp»  (2) 

le  reste.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n telle,  que  pour 
cette  valeur  et  pour  les  valeurs  plus  grandes  le  module 
dei{>„  (z)  reste  inférieur  à une  quantité  donnée  k.  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  n tel  que 

. a,R'-4-a.+.,  <^, 

a„  étant  le  module  de  a„  et  R'  une  valeur  ciuclconque 
inférieure  à R;  cette  condition  peut  être  remplie,  car  la 
série  proposée  étant  convergente  quand  mod.z  = R,  les 
modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente 
quand  on  a mod.  z<R. 

Pour  tout  module  p >^R',  on  aura,  à pliisforte  raison, 

«n  P"  -t-  at.  + i 

et  comme  le  module  de  est  plus  petit  que  cette 

somme,  il  sera  moindre  que  k. 

Cela  posé,  soient  z et  z -f-  /«  deux  valeurs  de  la  variable 
ayant  des  modules  compris  entre  o et  R'.  On  a 

/{z  + /i)  — /{:)  = [ÿ»  (z  + /')  — (z)  ] [•{/„  (:  -+■  h)  — -\i,  (2)]  ; 

le  polynôme  7„(z)  étant  une  fonction  continue  de  z,  on 
peut  supposer  le  module  de  h assez  petit  pour  que  le  mo- 
dule de  (z -1- A) — <Pn(~)  soit  inférieur  à A.  D’ailleurs 
les  modules  de  ij/„(z A),  i|<„(z)  sont  eux-mêmes  infé- 
rieurs à A;  par  conséquent  le  module  de 

A^  + k)-/{z) 

sera  inférieur  à 3 A ; ce  module  est  donc  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  module  de  A ; eu  d'autres  termes, 
la  fonction  J'(z)  est  continue. 

Ce  théorème,  dont  nous  empruntons  la  démonstration 
h MM.  Briot  et  Bouquet,  nous  servira  plus  loin  pour 
II.  8 
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établir,  d’après  ces  géomètres,  une  im[K>rtanie  pro- 
priété. 

482.  Exemples.  — i"  On  a,  par  la  division, 

I 

= 1 — X-  4-  .r'  — -i-  . . . , 

I -4-  X- 

et  la  série  du  second  membre  est  convergente  {Ktur  les 
valeurs  de  x comprises  entre  — i et  -j-  i ; en  multipliant 
]>ar  dx  et  intégrant  à partir  de  x ~o,  on  aura 

.7^  .r*  JT* 

arc  tanj;  -e=a:— -^-4--^  — — -h... 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  — i et  -f- 1 . 
Cette  formule  subsiste  même  pour  x = ± i,  car  la  série 
du  second  membre  reste  convergente,  et  elle  est  évidem- 
ment fonction  continue  de  x;  on  a ainsi 


1T 


4 


7 


-f- 


a°  On  a par  la  formule  du  binôme,  pour  toutes  les 
valeurs  de.r  comprises  entre  — i et  -f-  i, 

I I , t • 3 . 1.3.5 

— I H .*  ■ -I 7 -h ^ . ; 

y'i—  X’  2 a. 4 A. 4. 6 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  à partir  de  x = o, 
il  vient 


arcsinx  = x 


1 ’ 
2 3 


1 . 3 X"  I . 3 . 5 j’ 

2.4  5 2 4-6  7 


formule  qui  subsiste  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
— I et  -I-  I , et  même  pour  x = ± i . En  y faisant  x = i , 
on  a 

II  I 3 I I .3.5  I 

— — I H O — 7 -p  — /■  /%  — -f-  . . . . 

9 2 0 2.4  5 3.4*0  7 
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483.  Il  arrive  souvent  qu'une  fonction  /(x)  est  déve- 
loppable de  plusieurs  manières  eu  série  convergente;  on 
doit  alors  choisir  le  développement  le  mieux  approprié 
à la  question  que  l’on  traite.  Considérons,  par  exemple, 
l’intégrale  elliptique  de  première  espèce 


r , 

-O  v'>  — — 


où  les  radicaux  sont  pris  positivement,  et  où  k désigne 
un  nombre  inferieur  à l’unité.  On  a,  par  la  formule  du 
binôme. 


^1  — A 


= !-(--  -f-  X'x'  + — X«.r‘ 

2 2.4  2.4  6 


multipliant  par  et  intégrant  ensuite  h iiartir  de 

y I — * 

a:  = O,  il  viendra 

X — X v'i  — •*’  2 X v'i— 

I 3 x'dx 

H 7 -h.... 

On  a de  même,  pour  l'intégrale  elliptique  de  deuxième 
espèce, 

x’dx  x’dx  ^ I 1'’^  x'dx 

X s ' — -r’ “ Jo  V^i  — * X 

1.3,,/'-'  x‘dx 

-+-  7 I 1 -H  . A . . 

a. 4 

Chacune  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
précédentes  peut  être  déterminée  par  la  méthode  du 

8. 
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11°  445.  Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  très- 
convergentes  quand  A est  une  petite  fraction  ; mais  lors- 
que k diffère  peu  de  ruiiité,  il  est  nécessaire  d’employer 
d'autres  développements. 


DiJ/érentiiition  fies  intégrales. 
i84.  Uue  intégrale  délinic 


dans  laquelle  les  limites  Xo  et  X sont  regardées  comme 
variables,  est  une  fonction  de  ces  limites.  Il  est  évident 
qu’on  peut  écriie 


car  la  notation  par  laquelle  on  désigne  la  variable  sous 
le  signe  J est  indifférente.  On  voit  alors  que  les  différen- 
tielles partielles  de  u relatives  à X et  Xo  sont  respecti- 
vement 

/IX)  ./X, 

Si  donc  on  considère  ii  comme  fonction  des  seules  va- 
riables X et  Xo,  on  aura 

(l)  rf«=/(X)^/X-/(x.)r/x„ 

et  cette  formule  s’applique  au  cas  où  X et  x„  sont  deux 
variables  indépendantes  et  à celui  où  X et  Xo  sont  des 
fonctions  d’une  ou  de  plusieurs  autres  variables. 

Si  la  fonction  y(x)  renferme  des  quantités  a.  6,..., 
regardées  comme  variables,  il  faudra  ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  ( i ) les  différentielles  partielles 
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relatives  à ces  variables,  cl  l’on  aura 


(2)  rfH=/(X)  rfX  —f[x,]  dx,  -‘‘-dî 

07.  «6 


il  nous  reste  à indiquer  la  manière  d’obtenir  rliacunc  des 

dérivées  partielles  doivent  être  prises 

comme  si  Xo  et  X étaient  indépendantes  des  variables 
a,  ë 

Différentiation  sous  le  signe  J'- 
48o.  Considérons  l’intégrale 

U—  f /{x)  dx, 

et  supposons  que  la  fonction  f{x)  renferme  une  quan- 
tité a regardée  comme  variable.  Nous  nous  proposons 

de  eherclicr  la  dérivée  et,  d’après  ee  qui  précède, 

on  doit  supposer  les  limites  Xo  et  X indépendantes  de  a. 
Pour  mettre  en  évidence  la  variable  a,  représentons 

par  F («),  F'(a)  la  fonction  f{x)  et  sa  délitée  - . 

Donnons  à a l’accroissement  Aa,  et  désignons  par  An 
l’accroissement  correspondant  de  n,  on  aura 


àu  j F(a-f-Ax)^/x — / F(a)f/.r 

= Ç [F(a-Ï-Aa)  — F 

Or,  si  la  fonction  f{x)  ou  F («)  reste  continue  entre  les 
limites  de  l’intégration,  on  a (ti°  14) 

F(«-(-Aa)  — F(a)  = AaF'(a-l-6A«}, 
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6 étani  une  quantité  compiise  entre  o et  i;  on  a,  par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse, 


J'  F' (a  + 9Aa)  rir, 

et,  en  passant  à la  limite,  il  vient,  pour  Aa  = o, 

OU 

fi»  _ à/ix) 


d.T, 


Si  donc  la  fonction  /^(x)  reste  finie  entre  les  limites 
(le  l’intégration,  on  obtiendra  la  différentielle  ~ da.  en 

exécutant  la  différentiation  relative  à a,  sous  le  signe^- 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  règle  peut  être  en 
défaut  si,  contrairement  à notre  hypothèse,  la  fonction 
f{x)  devient  infinie  entre  les  limites  x»  et  X. 

486.  Il  peut  arriver  que  l’on  ait  besoin  de  différentier 
une  intégrale  indéfinie  par  rapport  à une  variable  diffé- 
rente de  celle  à laquelle  se  rapporte  l’intégration;  ce  cas 
se  ramène  immédiatement  au  précédent.  Soit  en  effet 

l’intégrale  indéfinic^J^(x)  <7.r;  on  peut  écrire 
Jf(x)tl.T=zJ  /(x)rfx  + C; 


soit  a l’une  des  variables  dont  dépend  f[x),  on  aura 


df/(x)flx  _ 
da. 


da  fia 
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mais  C étant  une  constante  arbitraire  relativement  à x, 
il  en  est  de  même  de  — : on  a donc 

(la. 


(I  f f[x]  (h-  r (tf(  .r) 


ttx. 


Intégration  sous  le  signe  j • 

487.  Considérons  l’intégrale  définie 

"=  / X(-r,  a)'fr, 

où  y^(x,  a)  désigne  une  fonction  des  variables  x et  oc,  et 
dans  lacjuelle  les  limites  Xo,  X sont  indépendantes  dé  a. 
La  quantité  ii  dépend  de  Xo,  de  X cl  de  « ; mais  nous  la 
regarderons  spécialement  comme  fonction  de  at.  Posons 
d’abord 

/ /(■'•,  a)(/a  — F(.c,  *1, 

la  limite  inférieure  «o  étant  une  quantité  déterminée 
quelconque,  puis 

c r=  I F (.r,  a)  c/jc. 

-r. 

D’après  ce  qu’on  a vu  au  numéro  précédent,  si  la  fonc- 
tion F (x,  a)  reste  continue  entre  les  limites  de  l’inté- 
gration, on  aura 


— — 


éF(x,,) 

r/a 


i/.c  : 


-I  /{■r,c()'lr 

'l-'. 


(h 

"~~dx 
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et,  puisque  s'annule  pour  a = a„,  on  aura 


c’esl-à-dirc 


Celte  formule  exprime  la  proposition  suivante  ; 

Pour  intégrer  entre  les  limites  «o,  « le  produit  de  l'in- 

pX 

tégrale  j f{i\  a)dx  par  dsc,  il  su£fit  de  multiplier 

Jx, 

sous  le  signe  j' par  dx  et  d'intégrer  ensuite  le  produit 


entre  les  limites  a^,  a. 


Mais,  nous  devons  le  répéter,  cela  suppose  que  la 
fonction  I J a)dx  reste  continue  entre  les  limites 

*•'  «O 

Xo,  X de  X. 

On  peut  encore  cxjiriraer  la  même  proposition  en 
disant  que  : 

Si  l'on  propose  d'intégrer  la  différentielle 

/(t,  a)  'txdoL 

entre  les  limites  respectives  Xo,  X et  «o>  *,  on  peut  effec- 
tuer tes  intégrations  dans  un  ordre  quelconque,  pourvu 
que  les  limites  de  chaque  variable  a et  x soient  indé- 
pendantes de  l'autre  variable. 

On  verra  plus  loin  l’interprétation  géométrique  du 
résultat  que  nous  venons  d'obtenir. 
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Détermination  des  valeurs  de  quelques  intégrales 
déjinies. 

488.  Il  existe  un  grand  nombre  d'intégrales  déGnies 
qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications  de 
l'analyse,  cl  dont  les  valeurs  peuvent  être  déterminées 
sans  recourir  à l'emploi  des  séries,  rv'ous  allons  faire 
connaître  ici  les  divers  procédés  que  l’on  peut  employer 
dans  les  recherches  de  celle  nature. 

Remarquons  d’abord  que  l’intégrale  défînie 


/■/(^ 


s’obtiendra  immédiatement  toutes  les  fois  que  l’on  saura 
exprimer  l’intégrale  iiidéGnie  de  la  différentielle  f{sc)  dx, 
par  le  moyen  des  fonctinns  connues,  puisqu’eii  désignant 
par  F [x)  -f-const.  cette  intégrale,  on  a 

..X 

/ /(x)./r  = F(X)-F(x.). 

dr. 

Il  convient  de  présenter  quelques  exemples  de  ce  pre- 
mier procédé. 

1°  On  a 


const  , 


e~*‘dx  = - , 
a 
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a”  On  a (n"  4o0) 


e~“  coi  bxilx  = — 

tlx  = — c'"' 


ncoibx  — b sin  bx 
n’  ■+-  b' 

ai\nbx  bcoibx 
ii‘  -f-  b^ 


/ 

j' r“’  sin  bx 
et  l’on  en  conclut,  en  supposant  a ^ o, 

[-)  f 

Jr*  " 

SI 

0 


const. , 
const.. 


cosb.T(/x  = 

«•  ■+■  A» 


• * . , b 

sin  bxdx  = 


(3) 

3"  Nous  avons  fait  counailre  au  n°  4o6  la  valeur  de 

rinlégralc  J'sin'"xeix  pour  le  cas  où  m est  un  entier 

positif,  pair  ou  impair.  Si  l’on  prend  cetle  intégrale 

entre  les  limites  o et  -,  ou  aura  les  formules  suivantes  : 
a 


sin“jrrfr  = , -, 

1 .^.o.  . .7,n  ï 


(5) 


I 3.5. ..(an  — ilff 


sin’*"*'' j;f/x 


a.  4 -f). • • 2n 


3. 5. 7. ..(an  + i) 

Il  faut  remarquer  que  ces  intégrales  se  changent  en 


/■’ 

I COi'“Xfix 


■ f 


COi'"*'xdx, 


respectivement,  quand  on  change  ar  en  - — x,  et  qu’ellc.s 
deviennent 


r5",/r  r ' f/.r 

Jo  1 — J."'  Jo  1 — x^ 


d.T 


(|uand  on  change  sina:  en  x,  dx  en  - — 

xi‘ 
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4®  Nous  avons  trouvé  (n®  4o4) 


j:  cos'xdx  = 


sin“^'  X cos"“  ' X n — 


wi  -+-  /I 


n — \ r , 

- I sin"x  ros*~’xrfx. 
71+  /J  J 


Supposons  m et  ra  entiers  positifs  et  i;  en  prenant 
les  intégrales  entre  les  limites  o et  -,  on  aura 


Jsin"xcos"xrfx=;  — ~ / 
O +"Jo 


sin"x  cos"~’x<ir. 


Remplaçons  successivement  « par  in  et  par  an  + i,  la 
lettre  n désignant  toujours  un  entier,  on  aura,  par  la 
formule  précédente. 


/ • 

I sin”* 


X cos”  X r/x  = 


1.3. ..(an  — i) 


(///  + a)  (;/i  + 


(an—  i)  /’  • . / 

VT-  , ; I sm’xrfx, 


I ** 


sin^x  cos”‘*''xrfx; 


1.4.  . a«  r’  • » _/ 

— — I sin"x  cosxrf.j  ; 

+ 5 ...(ni+2«  + l)Jo 


(«1  + 3)  (m  + 5V 
l'intégrale  de  la  dilférentiellc  siu"x coso:(7.r  est 


on  a donc 


m + I 


const.  ; 


f 


sin"xcosxdx  = 


m + I 


et,  par  conséquent,  la  seconde  des  intégrales  précédentes 
a pour  valeur 


(6)  f’sir 


2.4. . .an 


sin"xcos’"+'xrfx=  ; . 

v'o  (»n +i)(ni  + 3).  .(ni  + an  + i) 
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Quant  à l'autre  intégrale,  si  l’on  écrit  a ni  au  lieu  de  ni, 
on  aura,  par  la  formule  (4), 


, / . , , i.3...(2ni  — i)X  i.3...(a«  — i)  ir 

In)  I sin’"jrcos’'j-f/.r=  > ' 

' J 3. .4-0. . .(a/w -t- an)  a 

il  faut  remarquer  que  l’intégrale  de  la  formule  (6)  devient 


r 


sin’*"'"'x  cos"xi/x 


par  le  changement  de  x en  - — x. 


•489.  L’intégrale  Ç où  p est  un  nombre  posi- 

tif inférieur  à 1,  a une  valeur  finie;  celte  intégrale,  étu- 
diée par  Euler,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  qui 
sera  développée  dans  le  Chapitre  suivant;  elle  peut  être 
obtenue,  comme  ou  va  le  voir,  par  la  simple  considéra- 
tion des  dilTérenlicllcs  rationnelles. 

Désignons  par  ni  et  n deux  entiers  positifs  tels  que 
m n et  décomposons  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 


Si  l'on  pose 


î*  = 


( 3.  X-  -t-  1 1 7T 


les  racines  de  l’équation  1 -|-  z’"  = o seront  représentées 

par  la  formule  où  l'on  devra  donner  à k les  va- 

leurs 0,1,  2,...,  (n  — 1),  et  la  somme  des  deux  fractions 

simples  qui  répondent  aux  racines  conjuguées 
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— (î — cos®i)  cos{im  -4-  i)i(n  H-  sinf*sin(2/n  + i)  f* 

~ (ï  — cosiyij’ + sin’ft 

Si  l’on  intègre  la  difTéreiiiielle  Tit/z  entre  les  limites 
Z = — Z et  « = -4-  Z,  il  viendra 

, • / t 1 (Z  — cos«*)’ -I- sin’»* 

I T*</*= C0s(2//I  + l'  î*.log7_ ” ' . , 

./_7  3 ' ^ (Z  + cosfjj’ -I- sin’if* 


sin  '2  m 4- 


Z — cosç*  Z 4- cos  9* 

arctane  — : 1-  arctang : 

sin^t  smy* 


faisons  tendre  Z vers  riiiGiii,  le  logarithme  de  la  formule 
précédente  s’annulera  à la  limite,  et  les  deux  arcs  de 

cercle  se  réduiront  chacun  à parce  <|ue  est  ■<]  ir.  On 


^ 4-  » 

I T*  th  = TT  si 


sin(2/w  4-  i)(pj, 


et  si  l’on  fait 


2/M  4-  I 

— - TT, 

2M 


(2/M  4-  l)  f*  = {2*  4- 
Maintenani  on  a 


T*  f/î  = TT  sin  ( 2 X 4- 1 ) a. 


= T.4-T,  4-T,  4-...4-T._,, 


, * 4-  îo  ^ ,2m 

I — = TT  [sina  4-  sin3a  4- . . .4-  sin^2«  — i)  a]. 
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Si  l’oQ  multiplie  par  a sin«  la  somme  entre  crochets  qui 
est  contenue  clans  cette  formule,  on  obtient  un  produit 
égal  à 

— cos  a a)  -+-  (cos  a a — cos4a)  -H. . . 4-  [cos(a«  — a)  a — cosa»a], 
c’est-à-dire  égal  à 

I — cosana  = a, 

à cause  de  a na  = (am  -f-  i)  tt.  Ainsi  l’on  a,  en  remettant 
pour  a sa  valeur 


L’intégrale  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  est 
la  somme  des  deux  suivantes  : 


J-  « ' . L ’ 

et  celles-ci  sont  égales  entre  elles,  car  leurs  éléments 
sont  égaux  chacun  à chacun.  On  peut  donc,  dans  notre 
formule,  faire  coniincncer  l’intégration  à zéro,  pourvu 
qu’on  double  l’intégrale.  Ainsi  l’on  a 


3//z“"  f/z 


I V 


. / a »i  -4-  I \ 

sin  ir  ) 

\ a«  / 


La  variable  z restant  maintenant  positive,  faisons  la 
substitution 


z=.x‘'\  i„dz  = x^"  dx. 


et  posons 


a III  4-  1 


= /'< 
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la  formule  précëdenle  deviendra 

Jo  sin/>7r 

CO  qui  est  le  résultat  que  uous  voulions  obtenir. 

La  formule  (8)  a été  établie  dans  l’iiypotbèso  où  le 

nombre p,  compris  entre  o et  1 , a la  forme  ' > m et  n 

étant  entiers.  Mais  les  deux  membres  de  eette  formule 
sont  évidemment  des  fonctions  continues  dc/i,  et  il  s'en- 
suit que  celle-ci  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  1 , ear  on  peut  toujours  former  une  suite 

indéfinie  de  fractions  rationnelles  ayant  la  forme  — 

■'  III 

et  qui  tendent  vers  une  limite  égale  à p. 

490.  Oh  peut  suivre  une  marche  analogue  pour  déter- 
miner l'intégrale 


/ • ' _ .r  /• 

U =z  I tlx  \ 

.K.  I — 


où  p désigne  encore  un  nombre  compris  cntie  o et  1 . Si 

l’on  change  x en  ->  dx  en  — les  limites  de  l’intégiale 

deviendront  00  et  i ; mais  on  peut  permuter  ces  limites 
en  changeant  le  signe  de  l’intégrale,  ce  qui  donnera 


tir; 


“=.r 

donc,  eu  ajoutant  celte  formule  à la  préccdcnïc,  ou  aura 

r ' .r/»-'  — .r-P  / • ^ .rP- 

2 //  = I 

1 — X 


(ix 


I. 


— f/x, 


ou 


-i.C 


J-P-'  _ ,r-f 


lU. 
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Supposons  que  p soit  un  nombre  rationnel  de  la  forme 


in  et  n étant  des  entiers.  Si  l'on  emploie  la  substitution 


il  viendra 


X = t’",  {/z  — fiz. 


u = I n ; ih  ; 

I — s" 


la  quantité  qui  multiplie  dt  sous  le  signe ^ est  une  fonc- 
tion rationnelle  dont  les  deux  termes  sont  de  degré  pair, 
car  %np  est,  par  hypothèse,  un  nombre  entier  impair. 
Il  s’ensuit  qu’on  peut  faire  commencer  l’intégrale  à 
— 00  , pourvu  qu’on  ne  prenne  que  la  moitié  du  résultat  ; 
ainsi  l’on  aura 


s»/>->  — -Kic— fî- 


tes valeurs  de  z qui  rendent  infinie  la  fonction  ration- 
nelle qui  multiplie  dz  sont 


A T ! 

h:— ^-i 


X t:  . y— — . A TT 

= cos  — zh  V — I 5in  - — 

N n 


le  nombre  A ayant  les  valeurs  i , 2,  {n  — i).  Si  l’on 
nomme  Tj  la  somme  des  deux  fractions  rationnelles  qui 
répondent  aux  racines  conjuguées  représentées  par  l’é- 
quation précédente,  on  trouvera 


Tj  = sin//;<î7 


(.-cos^y 
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et  il  en  résulte 


^-+-x 

I = sin  ^/>jr 

«/  — X 


£ 


sin  — dz 


I X TT  y’  . , X r: 

Z — cos  — ) -H  sim’  — 

\ Il  I II 


si  l’on  pose  z — cos  --  =r  t sin  — > l’intégrale  du  second 


membre  de  cette  formule  deviendra 


dt 

/ - et, 

J-oc  ' + 


par 


suite,  elle  est  égale  .à  ^ + ^ou  à ti.  On  a donc 


Tl  dz  — rr  sin  X /itt 


TT  cosfîX  — 1)  pu  — cos(9,X-  + il^ir 
2 sin/ire 


Donnons  maintenant  à A les.  valeurs  i,  — i): 

ajoutons  les  résultats,  et  remarquons  que 

cos  (2/1  — ijpir  ~ — cos pr, 

parce  que  %np  est  un  nombre  entier  impair,  on  aura 

«■=;  TT  cot  pr, 
ou 

C'  xf-'  — x-P 

(9)  f dx  = iri:QXpr, 

.(>  1 — .c 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  i . 


Sur  quelques  conséquences  des  formules  précédentes. 

'i91.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  conduit 
facilement  à la  formule  qui  exprime  le  développement 
des  tangentes  eu  une  série  de  fractions  simples. 

J-P-»  __  jp’~p 

Effectivement,  si  l’on  réduit  la  fonction en 

I X 

n.  n 
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série,  par  la  division  algébrique,  on  aura 


-,-x-  2 

m = O 

multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  dco  à i,  il  vient 

/W  = X 

f ' ,1k  =.  y ( — ' — ' ) ; 

. I — .1-  " \ m + j>  w -(-  I — /;  / 

ni  = O 

on  a donc,  par  la  formule  (y)  du  numéro  j>récédent. 

!>  (i  — 1>  1-+-/'  ) (i  — •!■]>  " ’ 


::  col  /»T 


ei,  eu  posant  successivement  pn  = x et  = ^ — x. 


P étant  <-ompris  entre  o et  i,  notre  analyse  suppose  que, 
dansles  formules  précédentes,  x soit  compris  entre  o et  t: 

ou  entre  — -et-;  mais  comme  les  deux  membres  de 
2 2 

elia((iic  formule  admettent  évideuinicnt  la  période  t:, 
ecllcs-ci  ont  lieu,  quel  que  soit  x. 

A cause  de 

III  II 

coscex  = — = - tang  — j ^ — cot  - x, 

Sinx  2 2 2 2 

les  formules  précédentes  donnent 

rosécx  =-  -h  ( — ' — ^ — ( — - — i \ 

■r  \jt — X TT-t-x/  \2ir  — .r  2Tr-f-x/ 
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<1,  en  changeant  x en  ^ — x. 


Il  faut  remarquer  (jue  ces  dernières  formules  résul lent 
aussi  de  la  formule  (8)  du  n°  489,  car  celle-ci  peut  être 
facilement  mise  sous  la  forme 


xP-'-h  .7-^  _ 

I -+•  X 


r 

s\n/)7z 


492.  Formule  de  Wallis.  — Nous  avons  fait  eon- 
naitre,  au  n"  488,  la  valeur  de  rinlégrale  définie 


a» 


rr 

/.î 

: I sin"xj/x, 

VO 


pour  le  cas  où  ni  est  un  entier  positif  pair  ou  impair.  Il 
est  évident  que  cette  intégrale  diminue  quand  m aug- 
mente, car  les  éléments  sin'"Xf/x  sont  d’autant  plus 
grands  que  m est  plus  petit  ; on  a donc,  en  désignant  par 
n un  entier  positif, 

"jn  + l ^hn  "<^^,,1—1, 


e’est-à-dire  (n”  488) 

a. 4... 2 a i.3.5...(2«  — i)w^'2.4- 
3.5.  . . (27(  -4-  I)  2.4  --2/7  2 '^3.5. 


. ( ? « — 2.\ 
.(2«  — l)’ 


OU 

TT  ^ 2 2 4 4 ^ ^ " — ’•  ^ " 

\ 3 3 5 5 7 2 a — 12a  — I 2 a 4-  I 

TT  ^ 2 2 4 4 f'  2 a — 2 2 a 

2''i3  3 55  7 2 a — 12  a — I 

Le  rapport  des  seconds  membres  des  inégalités  précé- 

9- 
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i3a 


(lentes  est  égal  à - j et  il  a pour  limite  l'unilé  quand 
n tend  vers  rinllni  ; donc  on  a 


= lim 


1 


2 4 4 6 6 
3'3‘5‘5‘7 


2 n — 2 2 /î  — 2 2 n 

2«  — 3 2/1  — I 2/1  — I 


[pour  //  = X }. 


Cette  formule  remarquable  est  celle  de  Wallis;  nous  au- 
rons plus  loin  l’occasion  d’en  faire  usage. 


yipplicaliun  de  la  dijjerenünlion  et  de  l'intégration, 
sous  le  signe  j y à la  détermination  de  certaines  in- 
tégrales  dèjudcs. 

493.  Lorsqu’une  intégrale  déQnie  dont  la  valeur  est 
connue  dépend  d’un  ou  de  plusieurs  paramètres  on  peut 
en  déduire  de  nouvelles  intégrales  par  le  moyen  de  la 
différentiation  ou  de  l’intégration  relative  aux  para- 
mètres. Nous  allons  présenter  quelques  exemples. 

1°  On  a (n°  488),  en  supposant  a o. 


r 


,lr 


-t-  a 2 


- a > 


et,  en  différentiant  n fois  par  rapport  à ot,  il  vient 

C “ I . •/  . 3 . . . /» . dx I . 3 . 5 . . . f 2 //  — 1 1 )r 

(./•/  -f- a 7.' 


2"  a / 


' Jo 


.3.5. . .[2//  — 0 JT 

2.4.6..  .2// 


2”  On  a (n"  488),  en  supposant  a positif, 


, U — 
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et  en  diflercntianl  n — i fois  par  rapport  à x,  il  viont 


j"-  ' tt.r  = 


I . a . 3 . . . ( « — I ) 


Jl'* 

I 

() 


Si  l’on  suppose  a = i , clans  cette  formule,  on  aura 

/’* 

(3)  I r ' c/x  :=  r . 2 . 3 . . . ' n — i). 

J a 

49i.  Reprenons  la  formule 


J»  “ 

i{uc  nous  venons  de  considérer  ; multiplioiis-Ia  par  d x.  et 
intégrons  ensuite  àa  x = b h a = a\  comme  on  a 


» -ht  M -•* 


il  viendra 


/’*  f-CT  „ 

/ X = 


et,  eu  faisant  b —i , 


•*  


tLt=  loge/. 


Aous  avons  trouvé  (n“  488),  en  supposant  ni;-  o, 


■*■'  cosAxf/x 


e”"  sin  bx  <lx  = 


//'  -+■ 


Multiplions  ces  deux  formules  par  da  et  intégrons  ensuite 
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de  a — J h a = ÿ,  il  viendra 


(<>) 


cl'  — e~S’ 

cos  hx  dx 


1 , g' 

2 *’7'-+  6 


h-- 


e 1*  — cf,  g f 

^ sin  h.rtix  — arc  tang  - — arc  tang  - > 


yel  g étant  des  quanlilés  positives  quelconques. 

Supposons  que  b soit  positif  dans  la  formule  (^)  ; alors 
si  l’on  fait  J'—o,  g=(x>,  le  second  membre  de  cette 

formule  se  réduira  à ->  et  l'on  aura 
2 


(8) 


sinA.r  TT 

ilx  = - ; 

X 1 


il  est  évident  que  si  h est  négatif,  la  valeur  de  l’inté- 
grale sera  — -■ 


•iUo.  La  formule  précédente  a une  très-grande  impor- 
tance en  raison  du  parti  que  les  géomètres  ont  su  en 
tirer  dans  des  recberclies  difficiles.  Si  l’on  y remplace  h 
par  a-\-  b,  puis  par  a — i,  en  supposant  a c\.  b positifs 
et  il  viendra 

“ sin  (« -f-  è ;.r  ^ !T  /"“sinfrt  — b)  x tt 

a-'  ~ 2’  X d.r  “ 2 

En  ajoutant  ces  deux  formules  et  en  les  retranchant  en- 
suite l’une  de  l’autre,  on  trouve 


sin  «JT  zosbx 

X 


dx  ~- 


•}. 


sin  hx  cosflx 

,f  r O. 


Or,  ces  deux  intégrales  se  déduisent  l’une  de  l’autre,  pat 
la  permutation  des  lettres  a et  on  a donc 


{‘1) 


sin«rcosA.r  . 

dx  I 

x 


011  O, 
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selon  que  l’on  a ou  n 6;  les  (|iiantités  n et  A sonl 

d’ailleurs  supposées  positives.  Si  l’on  a h —n,  le  premier 

membre  de  la  formule  (q)  se  réduit  h ' / 


i/x. 


c’est-à-dire  à d’.après  l.i  formule  (8). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d’une  foiieiiou  de  deux 
variables  a cl  b,  essentiellement  discontinue,  la  valeur 
de  cette  fonction  étant  toujours  ég.ile  à i ou  à v.éio  quand 
<i  et  i sont  positives;  nous  allons  pri-scnter  une  applica- 
tion de  la  formule  (9)  qui  se  rapporte  à la  détcnniiiatioti 
d’une  nouvelle  intégrale  définie. 


IIM).  Reprenons  la  formule 


/■“  • , , b 

I e-'-'sin  ox  f/x  = , 

en  la  multipliant  par  ilh,  elle  devient 


X 


* sin  bx  cos  bdh 


-e-"dx  = - 


cos  b <lb 


intégrons  maintenant  relativement  à b ^ depuis  b z=  o 
jusqu’à  />  = -H  00  , on  pourra,  dans  le  premier  membre, 

exécuter  l’intégration  sous  le  signe  J » et,  comme  le  fac- 
teur o~“'‘<lx  est  constant  dans  l’intégralion  relative  à b, 
on  aura  pour  résultat 


sin  A.r  rosi \ ^ Ç 


embdb 
u‘  -f-  td 


1,’intégrale  relative  à x,  dans  le  premier  membre  de  cette 
formule,  peut  être  décomposée  en  deux  parties  : l'uuc  ob- 
tenue en  intégrant  de  x = o à x = i,  l’autre  en  intégrant 
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(le  X = I à X = ao  . Mais  quand  x est  <[  i , le  facteur 


“ sin  bx  cou  h 

J - - _ 

est  nul,  d’après  la  formule  (9)  (11”  495),  et  le  même  fac- 
teur est  toujours  égal  à ^ <|uand  x est  ^1.  La  formule 
précédente  se  réduit  donc  à 


ros  6 rib 


Pt,  a cause 


- /’^ro 

-j 

«/  t Ü 

r ^ 1 

de  I c~‘"’d r = - t~“.  011  a 

. / . « 


b'-' 


(I  cns  b fil) 
7i^  -f- 


ÎT 

- e-“. 

2 


La  constante  a est  essentiellement  positive;  si  donc  on 
fait  b = ax,  db  — adx,  il  viendra 


. /*“  COSaxilx  T. 

,10  I = -c— , 

' 1-+-X-  2 ’ 

ce  qui  est  la  formule  (|ue  nous  nous  étions  proposé 
d’établir. 


i97.  Nous  considérerons  encore  l’intégrale  définie 

/*  -H  X 

I e'^^’r/xqui  fait  partie  de  la  classe  de  celles  dont 

J — X 

nous  développerons  la  théorie  dans  le  Chapitre  suivant, 
et  dont  la  valeur  peut  s’obtenir  facilement  en  appliquant 

convenablement  la  règle  de  l’intégration  sous  le  signe 

Posons 


e~‘'  <l.r. 
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on  aura  évidemment 

A = 2 I c-'*  tU. 

Si  l’on  fait 

X — tlx  = %iU , 
a étant  une  constante,  il  viendra 

A=t2  / 1»“*’'’ ac/t, 

• ■U 

et,  en  multipliant  par  2 tlx, 

2 A c~“  <l-A  = 4 / ïf/x]  f/f. 

O 

Intégrons  maintenant  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  a «,  depuis  a = o jusqu'à  a = oo  , on  aura 
dans  le  premier  membre 


2 A 


y*CO 

I *’  </a  ou  A’  ; 


à l’égard  du  second  membre,  l'intégration  relative  à 2 
peut  être  exécutée  sous  le  signe^ » et  comme  l’intégrale 
indéfinie  de  la  différentielle  2 e~  ‘ ai/a  est 
const.,  le  résultat  de  l'intégration  sera 

2 Ç - ■ = 2 - = Ainsi  l’on  a 

i-h/'  2 

A’  — ÎT, 

et,  par  conséquent, 

r-hcc 

e~‘'  dx  = yÇ . 

•'  — X 

498.  En  partant  de  cette  dernière  intégrale,  on  peut  en 
obtenir  d’autres  qu’il  convient  de  signaler.  Par  exemple. 
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si  a désigne  une  quantité  positive,  et  que  l’on  remplace  J' 
par  X \fa  . tlx  par  dx^  a , il  viendra 


(la) 


X 


*v/., 

V" 


En  différcntiant  cette  dernière  équation  n fois  de  suite 
par  rapport  à a,  on  aura 


c x”  rf.r 


- 1.3.5. 

= V’=- - 


2" 


et,  en  faisant  n =:i , 


(.3) 


j: 


r'"  ilx  =z 


1.3. 5. ..(an  — l) 


a" 


Si  l’on  désigne  par  a une  quantité  réelle  positive  ou 
négative,  et  que  l’on  remplace  x par  x±n  dan.s  la  for- 
mule (il),  les  limites  de  l’intégration  resteront  les 
mômes,  et  l’on  aura 


remplaçant  le  signe  ambigu  du  premier  membre  d’abord 
par  -f-,  puis  par  — , et  faisant  la  demi-somme  des  résul- 
tats, on  aura 

I c (/x  = \ c*’, 

ou,  en  cliangcaiit  x en  /nx  et  « en 


(.4)  f 


, , -hr  -»'  , Vr 

-m>.< dx  = — e'"  , 

a ni 


formule  qui  suppose  essentiellement  m positif. 
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Siir  le  passage  fies  quanlitcs  réelles  aux  imagifiaires. 


499.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  qu'elles 
sont  toutes  deux  développables  eu  des  séries  couvergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  decettevariable, 
les  cocflicicnts  des  mêmes  puissances  sont  égaux  entre 
eux  dans  les  deux  développements  ; si  donc  les  séries  de- 
meurent convergentes  quand  on  suppose  la  variable  ima- 
ginaire, l'égalité  des  deux  fonctions  subsistera  nécessaire- 
ment. Cette  considération  permet  d’obtenir  les  valeurs 
d’un  certain  nombre  d’intégrales  déGnies  nouvelles. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à la  formule  (i4)  du 
n”  498.  Il  est  évident  que  les  deux  membres  de  cette  for- 
mule sont  développables  en  des  séries  convergentes  or- 
données suivant  les  puissances  entières  de  //,  et  que  cette 
convergence  ne  sera  point  altérée  si  l’on  remplace  n par 
//  y — I ; ou  aura  donc 

c0S2nx(/x  = — e ; 
m 

on  peut  faire  commencer  l’intégrale  à zéro,  pourvu  qu’on 
divise  le  second  membre  par  a,  et  l’on  a ainsi 

_ n* 

* V TT : 

CT"'''' co%2nx  dx  — e 

, 2 m 


Pour  donner  un  nouvel  exemple,  reprenons  la  foi - 
mule  (i  a)  du  n"  498,  où  a désigne  une  quantité  positive  ; 
en  y remplaçant  \!a  par  f«  (i  -f-  *),  il  vient 

m [i  + -x)' 


/•-r-30 
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i4o 

les  deux  membres  de  celle  formule  soni  développables  en 
séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières de  «,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  « comprises 
entre  — i et  -t-i;  en  outre,  ces  séries  demeurent  évidem- 
ment convergentes  quand  a désigne  une  quantité  imagi- 
naire de  module  inférieur  à i,  donc  la  formule  précé- 
dente subsistera  dans  la  même  hypothèse.  Soit  a = p ^ — i, 
P étant  réel  et  inférieur  à i;  on  aura 

V'-^  i/x  r= 

J-  CO  «/  ( I -(-  P I j 

— ('  — pV— l) 

égalons  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, il  viendra 


j>  -t-  oc 

g—{t  — ‘‘/"''■ï‘cos(2pm’x’)  dx  ; 

— 30 


»/(I-i-p’j 

P v^» 


/ e ('  sin  (?.p  — T ’ 

J-OC 

OU,  en  posant  (t  — p')  — pt,  •2pin'‘  — v, 

.-'‘"’sin  (vx>)  ./.r  = y/- ; 

ces  formules  supposent  p ]>  o. 


Formule  de  Cauchy. 


')()0.  Soient  Z = pe“'^  ' une  variable  imaginaire,  et 
f [z)  une  fonction  de  cette  variable  qui  reste  continue 
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el  qui  ail  une  dérivée  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
de  Z dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à une  quantité 
donnée  R.  On  a 

tlz  = c“ ' df  y'  — I P c'“ ' ~ ' du, 

el,  par  suite, 

/{z)  dz  =.  O (p,  u)dp  + \|i  (p,  u)du, 
en  faisant,  pour  abréger, 

y(p, 

On  a vu  (n"  463)  que  celle  expression  de  f(z)  dz  est 
la  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  p cl  w;  on  a donc  (n"  462),  en  désignant 
par  (5o  el  oi®  des  valeurs  initiales  quelconques  de  p et  de  oi, 


f \f  :?>-)- 

• '(J.  L 


? (p- 


d(t> . 


^'ous  prendrons  p,  = o el  nous  écrirons  a au  milieu 
de  o>o  ; en  outre,  comme  la  fonction  J {z)  reste  continue 
pour  les  valeurs  de  z dont  le  module  ne  surpasse  pas  R, 
les  intégrales  de  la  formule  précédente  auront  des  va- 
leurs 6nics  si  l’on  fait  p = R,  o}  — x -h  2t:.  Mais  notre 
liypolhèse  relative  à la  continuité  de  J {z)  implique  la 
condition  que  celle  fonction  ait  la  même  valeur  pour 
ti)  = a et  w=^a-(-a7:,  p restant  le  même.  Il  s’ensuit 
que  le  premier  nieuibre  de  notre  égalité  est  nul  ; d’ailleurs, 
la  fonction  ^ (p,  w)  étant  nulle  pour  p = o,  puisquey'(j) 
ne  peut  être  itiGnic,  on  aura  simplement 


f 


(R, 


AJ  ] f / W = O f 
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ou 


K 


=r  O, 


ou  encore 

(') 


/ 

Z dcsignaiit  la  valeur 


Z/{Z)r/w  “ O, 


Z = Rc"’V-‘. 

La  formule  (i)  ne  dill'ère  que  dans  la  forme  de  celle 
que  nous  avons  clablic  au  n”  382,  et  l’analyse  qui  nous 
y a conduit  est  au  fond  la  même  que  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  au  numéro  cite.  Si  l’on  désigne  encore 
ici  par  F (z)  une  fonction  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée,  pour  les  valeurs  de  z dont  le 
module  n’est  pas  supérieur  à R,  par  x une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  soit  également  com- 
pris entre  o et  R,  on  pourra  supposer 

F(z)-Ffn 
r{z)  = — ^ - 

dans  la  formule  (i)  (n“  382),  et  celle-ci  deviendra 


r 


[F(Z}— F(a-)]r/w  = o 


OU 

(2) 


.'ï'iff-f-a  2.  /'îüT-f-a  y 


mais  on  a 
Z 


•r 

Z 


z> 


Z^“‘ 


^ Z 
ZM  Z — X ’ 


d’ailleurs  on  a,  si  m n’est  pas  nul, 

J.  2--''“  = iT-X  ^--1- 
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V T H-  « y 

Z 


/»3TT-4-«  ^U.  /»3TT-i-« 

- (iu\  = I “ r/w  *4-  I 
- .r  f n / 

A a IV-  t-'a 


Z — ^ 


le  module  de  — s’annule  pour  u = 00  , cl  l’ou  a,  en  con- 
R'*  r r > 

sécjuencc, 

Z— 

la  formule  (2)  devient  donc 


(3) 


F 


I Z 

Z - ^ 


F(Z)rfu. 


Celle  formule  de  Cauchy  ne  didère  pas  de  la  for- 
mule (12)  du  n°  382,  de  laquelle  nous  avons  conclu  le 
développemenl  de  la  fonction  F (x)  en  série.  Diffcren- 
tions-la  p fois  par  rapport  à x,  ou,  si  l’on  veut,  par  rap- 
port au  module  de  x;  la  différeiilialion  pourra  être  exé- 
cutée sous  le  signe  j'y  dans  le  second  membre,  et  l’on 
aura 

Pour  x = o,  les  formules  (3)  et  (4)  donnent,  en  écri- 
vant Re“''~‘  au  lieu  de  Z, 


/*  2 “ -f-  a 

(5)  F(o)  = -L  / f(rcW-.),/„, 

F-“J{o)  = I .2.  . .^.R-^ — I c-/*‘'V-'f(Rc“V->),/„ 

Eulin , si  l'on  désigne  par  x une  constante  et  qu’on  applique 
les  formules  (5)  et  (6)  à la  fonction  F(s)  = #(x  -t-  «), 
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011  aura,  en  écrivant  r au  lieu  de  R, 


(7)  f (j- -4- ']do>, 

i .2.  . -li  ,-f‘  --  I 'jrfa. 

2 TT  / 


Les  formules  (y)  cl  (8)  subsistent  pour  toutes  les  valeurs 
de  r telles  que  la  fonction  -f  ( jr  -f-  re'"^~'}  reste  continue. 


501.  Les  formules  précédentes  pcrmeltcnl  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d’intégrales  déiinics;  nous  allons 
en  présenter  des  exemples. 

1°  Soit 


F(^)  = 


I 


cette  fonction  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à i.  La  formule  (5)  don- 
nera donc,  en  faisant  a = o et  en  supposant  R <[  1 , 


r/m 

- ,JU- 

I — Rc'"V-' 

r ‘~  (i  — R cos  -t-  \/ — I R sinu  ^ 

^1^,  1 — 2 R cosu  -H  R’ 

d’où,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, 

I — R rosu 

I — O w = 2 ir, 

I — 2 R cosM  -t-  R’ 


» U 


sinu 

I — 2 R cosw  -f-  R’ 


f/u  ~ o. 


11  faut  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  évi- 
dente; car  les  éléments  de  l'intégrale  qui  répondent  à des 
valeurs  de  ta  complémentaires  à air  sont  égaux  et  de 
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signes  conlraires.  Quant  à la  première  formule,  elle 
cesse  d’ètre  exacte  lorsque  R est  ^i,  et  dans  ce  cas  sa 
valeur  est  nulle;  on  a,  en  clTet, 


I — R cos  M 
1 — 2 R cosu  -t-  k’ 


I — — cosw 
R. 

I-  Îcosu  + A 


Si  l’on  multiplie  par  dut  cette  identité  et  qu’on  intègre 
ensuite  de  o à air,  la  première  des  intégrales  du  premier 
membre  sera  égale  à air,  dans  l’hypothèse  de  1“ 

seconde  est  donc  nulle,  et  l’on  a 


xOTT  i--^cosu 


a I 

: — --  cosu  ■+-  - 

R R 


du  = O; 


dans  le  cas  de  R = i,  l’intégrale  est  évidemment  égale 


a”  Soit 


F(ï)  = f; 


la  fonction  F (z)  reste  continue,  quelle  que  soit  z,  et  si 
l’on  fait  a = o,  R = rn,  la  formule  (5)  donnera 

J O 

d’où 

Ç c'" cos  (ni  sinu)  du  = air, 

do 

Ç c"' cos  (/«  sinu)  du  = o ; 

J O 


' cos  (/«  sin  u)  du  = o ; 


l’élément  de  la  première  intégrale  prend  les  mêmes 
valeurs  quand  on  donne  à co  deux  valeurs  complémen- 
taires à air;  il  s’ensuit  que  si  l’on  arrête  l’intégrale  à 

II.  lO 
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w = TT,  on  aura  la  moitié  de  la  valeur  totale;  en  d’autres 
termes,  on  a 

cos  (msinw)f/o.  = w. 

formule  que  Poisson  a obtenue  par  une  voie  différente 
dans  le  XIX'  cahier  du  Journal  de  l' École  Poh  tech- 
nique. 

y Posons  encore 

F (z)  = log(i  -f-  z)  = log  (i  -t- 

tü  étant  compris  entre  — tt  et  -f-tr.  Si  l’on  fait 


I -k-  Z — rt' 


on  aura 


d’où 


I -4- P cosoi  = rcosi}»)  P sin  eo  = r sin  iji , 


P sinu 


r=\ji  -(-  2 P cosw  + p’,  '1'  = arc  tang  - 


l^a  fonction  F (z)  n’est  continue  (n'*  375)  que  si  le  mo- 
dule P est  inférieur  à i;  alors  cosij;  est  toujours  positif, 

et  Tangle  (J/  qui  est  compris  entre  — 2 2 enlie- 

remeni  déterrai  né  par  sa  tangente.  Supposant  donc  R<C  * ! 
la  formule  (5)  donnera 


x: 


^ log  — i)</w  = 0, 


c’est-à-dire 


I log  ( I -t-  2 R COSw  -4-  R’)  = O, 

/ Rsinu  \ , 

arc  tang = o. 

^ \ ° i-i-  R cosw  / 
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Emploi  des  infcgrales  définies  pour  représenter  les 
coefficients  des  sénés  qtà  procèdent  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'une  variable. 

502.  Los  intégrales  définies 

(i)  f cos/jcos/r 

d O 

sont  nulles  toutes  les  deux,  lorsque  i et  / désignent  dos 
entiers  inégaux.  En  effet,  si  l’on  fait  leur  somme  et  leur 
difl'érence,  on  trouve  , 


(Ix,  I sini.r  sin/rr/.f 
•y  O 


(=) 


X 


cos  (i  — y)  xdx. 


f -i-  J)  X1I.T, 


et  il  est  évident  que  ces  intégrales  sont  nulles,  puisque 
cos  (i  — j)  xdx,  cos  (i  + j)xdx  sont  les  dill’crcnticlles 
des  fonctions 

sin(i — j).r  sinf/-t-y).r 

i—j  ’ n-y  ’ 


qui  s’annulent  pour  x = o et  pour  ar  = tt. 

Mais  si  l’on  a / = i,  la  seconde  des  intégrales  (2)  s’an- 
nule seule,  et  la  première  se  réduit  à / dx  ou  .à  î:; 

do 

donc  les  deux  intégrales 


(3) 


cos  ix  cos  jx  dx. 


9, 

V 


T 

sin/x  sinyj-rfx 


sont  égales  à l’unité  ou  à zéro,  selon  que  les  entiers  1 
et  j sont  égaux  ou  inégaux.  Cette  conclusion  suppose 
pourtant  que  l’on  n’a  pas  i = / = o;  dans  ce  cas,  la  pre- 
mière intégrale  (3)  est  égale  à a et  la  seconde  est  nulle. 

503.  Cela  posé,  soient  f(x)  cl  F (x)  deux  fonctions 

10. 
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de  X,  et  supposons  «ju’on  saclie  que  ces  fonctions  sont 
développables  en  séries  convergentes  de  la  manière  sui- 
vante : 

(4)  - A,  -t-  A,  cos.r  -(-  A: C0S2.r . -f- A/ oos/.r , 

(5)  F(.r)=  Bisinx  + B.sinax  Bjsin  3x-(-.. .-+-B,sin/x 


il  restera  à dclcrmincr  les  coefficients,  ce  que  l’on  peut 
faire  aisément  comme  il  suit. 

Multiplions  la  formule  (4  ) par  - cos/av/.r  et  Intégrons 

K 

ensuite  de  o à t;;  d’après  ce  qui  précède,  tous  les  termes 
du  second  membre  de  la  formule  résultante  seront  nuis, 
à l’exception  du  terme 

■y. 

A;  X - I COSix  COii-Tll.v, 

lequel  est  égal  à A,-;  oti  a donc 


(6) 


'■=-  r 

^ J O 


/{x)  C0S('xc/.r  ; 


cette  formule  subsiste  pour  t = o,  parce  que  nous  avons 
eu  soin  de  représenter  par  -Ao  cl  non  par  A»  le  premier 
terme  du  second  membre  de  la  formule  (4)- 

Multiplions  de  même  la  formule  (5)  par  - sin  et 

intégrons  ensuite  de  o <à  7:5  les  termes  du  second  membre 
de  la  formule  résultante  seront  nuis,  à l’exception  de 


2 

B,  X - I sm  (X  sm  ixc/x, 


dont  la  valeur  est  égale  à 13, q on  a donc 
2 

{’])  B,  = - I F(x)sin/xrfx. 

''  Jo 
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uOi.  Les  fonctions  f{^),  fp’c  nous  venons  de 

considérer  sont  Tune  paire  et  l’autre  impaire]  elles  ne 
constituent  donc  qu’un  cas  particulier  des  fonctions  pé- 
riodiques. Désignons  généralement  par  ,7  (,r)  utte  fonc- 
tion dévclopjtable  en  une  série  convergente  procédant, 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  dex;  le 
développement  aura  la  forme 

(8)  ^ ^ • 

I -t-  B|  sin  j:  -t-  Bj  sin  ix  -t-...  -i-  B,  sinij:  -t-..., 

et  il  est  facile  de  déterminer  les  coefficients.  Effective- 
ment, on  reconnaît  facilement  que  les  intégrales 


I 


r 


cos/j'  cosyxr/x, 


I 

TT 


sin  ix  sin  Jxdx, 


sont  égales  à l'unité  ou  h zéro,  suivant  que  les  en- 
tiers /et  j sont  égaux  ou  inégaux;  dans  le  cas  de  i=j  = o, 
la  première  intégrale  est  2 et  la  seconde  est  zéro;  on  voit 
aussi  que  l’intégrale 


sin  ix  cos  Jxdx 


est  toujours  nulle.  D’après  cela,  si  l’on  multiplie  la  for- 
mule (8)  par  - cos /xr/x,  puis  par  - sin /xr/x , et  qu’on 

TT  TT 

intègre  ensuite  de  x ■=  o à ,r  = ar,  on  aura 


(i))  A,  = - I ^ (x)  cosixdr f 

I 

(10)  B,  = - j ^(x)sinixdx-, 

O 

la  formule  (9)  n’est  pas  en  défaut  pour  / = o et,  dans  ce 
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cas,  elle  donne  le  double  A,,  du  terme  indépendant  de  x 
dans  le  développement  de  .T (ar). 

11  y a souvent  avantage  à introduire  les  exponentielles 
imaginaires  dans  les  développements  en  série  que  nous 
considérons.  Ainsi  la  formule  (8)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

/=-(-QC 

/=-« 


alors,  en  multipliant  par  e~‘^'‘~'dx  et  intégrant  en- 
snite  de  O à arr,  on  aura 


^'“**"*  .JT 

Ç ^ ilx  = ^ A, — I 

/=— » 

l’intégrale  J'  ~‘r/x  est  égale  à a::  si  l'on  a / = /, 

mais  elle  est  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  /;  par 
conséquent,  on  a 


-.U 


^ (x)  (ix , 


formule  où  l’indice  r peut  avoir  toutes  les  valeurs  entières 
comprises  entre  — oo  et  + oo  . 


Remarques  sur  le  changement  de  variables  dans  les 
intégrales  définies. 

505.  Soit  l’intégrale  définie  / f[x)dx.  Si  l’on  veut 
substituer  à x une  autre  variable  /,  telle  que 


et  que  l’on  fasse 
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on  aura  (n”  416) 


c/jr.  c'/„ 


en  désignant  par  la  valeur  de  t qui  répond  à t = /q- 
Ensuite,  si  l’on  fait  x = X et  que  l’on  nomme  T la  va- 
leur de  t qui  répond  à x = X,  on  aura 


Cette  formule  est  exacte,  mais  elle  exige  dans  les  appli- 
cations des  précautions  sans  lesquelles  on  pourrait  être  con- 

duitàdesrésultatsdéfectueux.Dansl’intégrale J f[x)dx, 

la  variable  x varie,  dans  le  meme  sens,  depuis  la  va- 
leur Xo  jusqu’à  la  valeur  X,  tandis  qu’il  n’en  est  pas 
nécessairement  ainsi  à l’égard  de  la  variable  t dans  l’in- 
tégrale^ F (t)dl\  en  efl'et,  pendant  que  x varie  dans  le 

même  sens  de  Xo  à X,  t varie  de  à T,  mais  elle  peut 
être  tantôt  croissante,  tantôt  décroissante.  On  évitera  cet 
inconvénient  eu  décomposant  l’intervalle  de  Xo  à X en 
plusieurs  autres,  au  moyen  de  valeurs  intermédiaires. 


de  manière  qu’en  désignant  par 


^1  » J » • • > 


les  valeurs  correspondantes  de  (,  cette  variable  croisse  ou 
décroisse  constamment  entre  les  limites  de  chacun  des 
nouveaux  intervalles.  Alors  la  formule  (i)  deviendra 

(2)  r /{x)dx=  f F{t)dt-h  J F(t)dt  -t- ...+  I [t'jdf, 
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celle  iransformallon  esi  indispensable,  parce  que  F(f) 
ne  désigne  pas  la  mente  Jonction  analytique  dans  les 
diverses  inlcgralcs  de  la  formule  (a). 


50G.  Exemple.  — Un  exemple  irès-siinple  éclaircira 
ce  qui  précède.  Considérons  l’inlégrale 


où  X esl  posilif.  Nous  nous  sommes  occupé  au  n”  446  de 
la  diflcrentielle  el  nous  avons  moniré  qu’elle 

V I -+- 

pouvailêlrc  ramenée  à la  forme  elliplique,  au  moyen  de 
la  substitution 


I _ i I _ i _ 

— - = 2<  - = — al  ‘ \Tr— t', 

-.3  » 


qui 


i donne 


(Jx 


,r> 

I rit 


y I -4-  a*  a — t • 

La  fonction  désignée  par  F(l)  au  numéro  précédent 
a donc  ici  pour  valeur 

?.  y a v'f  — r ' 


el  l’on  voit,  par  les  formules  précédentes,  que  le  ra- 
dical 1 — f‘  doit  être  pris  positivement  quand  X esl  I , 
cl  négativement  dans  le  cas  contraire. 

Soit  T la  valeur  de  t qui  répond  à x = X.  Si  l’on 
a X I,  l croît  de  o à T quand  x croît  de  o à X;  alors 

on  a 


{') 


tir 

y/  I -t-  x^- 


1 ,u 

v'f— 


Mais  si  X est  > I , r croît  de  o à i quand  x croît  entre  les 
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mûmes  limites;  ensuite  x eontinuanl  à croître  de  i à X, 
t décroît  de  i à T.  Ou  a donc 


ou  peut  intervertir  les  limites  de  la  dernière  intégrale  du 
second  membre,  en  changeant  le  signe  de  cette  intégrale; 
elle  devient  alors 


V I 2 V 2 


-I-  ' r"" 

yjt—t'  2 J/2  J, 


^t—l' 


Jr‘  — r r* 

T X X 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  X i , 

r/j  _ I r'  ,lt  I Ç^tlt 

X v'ïj..  ^ 

011  voit  que  celte  formule  (2)  est  irès-diflérente  de  la  for- 
mule (1)  qui  SC  rapporte  au  cas  de  X 1 . Les  formules  (i) 
et  (2)  s’accordent  à donner  pour  X = i 


507.  On  peut  toujours,  par  une  substitution,  ramener 
une  intégrale  définie  à une  autre,  dans  laquelle  les  limites 
de  l’intégration  soient  deux  quantités  choisies  arbitraire- 
ment. 

Par  exemple,  si  l’intégrale  proposée  est  / J^{x)  dx, 

Jx, 

x„  et  X étant  des  quantités  finies,  et  que  l’on  pose 


t étant  une  nouvelle  variable,  t,  et  T des  ijuantités  finies 
quelconques,  il  est  évident  que  l’on  aura  t = f,  pour 
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X = x^  et  t = T pour  x — en  conséquence,  la  sub- 
stitution donnera  un  résultat  de  la  forme 

Si  l’on  emploie  la  substitution 

X X, 

X~'x, 


I — t. 

I — t, -h  i 


on  aura  t = pour  x = x,,  et  f = -h  oo  pour  x — Xx 
par  conséquent  notre  substitution  donnera 

r /{x)c/x=  f 

Jx.  Jt, 

et  si  l’on  prend  t„  ~ o,  on  aura 

' f{x)dx=l  F{t)dt. 

O 

Il  est  évident  que  la  substitution  inverse  ramènera  l’in- 

X 

F (t)  dt  à la  forme  / f (x)  dx, 

0 »/X, 

508.  Pious  avons  vu  qu’une  intégrale  indéfinie  peut 
être  écrite  à la  manière  des  intégrales  définies,  en  fixant 
à volonté  la  valeur  à partir  de  laquelle  on  fait  com- 
mencer l’intégration.  Et  l’on  peut  ajouter,  d’après  ce 
qui  précède,  qu’une  intégrale  indéfinie  peut  être  rem- 
placée, d'une  infinité  de  manières,  par  une  intégrale  dé- 
finie dont  les  limites  peuvent  être  prises  à volonté.  Car, 

soit  l’intégrale  indéfinie  J f[x)  dx\  on  a 
J'/{x)dx  = j'  /{x)dx  + C, 

C étant  une  constante  arbitraire.  Ecrivons  a au  lieu  de  x 
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SOUS  le  signe  J' du  second  membre,  il  viendra 
C/{x)ilx=  C /(a)//a-f-C. 

I J (oc)  doc  est  l’intégrale  déGnie  de  la  différentielle 

y(a)  doc  prise  entre  les  limites  X(,  et  dès  lors  on  peut 
lui  appliquer  les  transformations  dont  il  a été  parlé  an 
numéro  précédent. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  iudéGnie 
J' X*-'  tr‘  dx, 

où  nous  supposerons  l’exposant  n positif.  Cette  intégrale 
est  égale  h 

P X r*  x 

I x“-‘ e~‘dx -i- C ou  I a*"'e  -(- C, 

«/O  4/0 

C étant  la  constante  arbitraire.  Si  l’on  pose 

xTxztx,  dx  = xdt. 


'e—dt  4-  C, 


elle  deviendra 

f 

«/  O 

ou,  en  faisant  sortir  x"  du  signe  J'  » 

J-"  / 4- C. 

Considérons  encore  l’intégrale  elliptique  de  premièic- 
espèce 

dx_^ dx 

Jo  \/(c  — '>c-ï(c  — /•'X  I V'(l  — a'J(l  — 
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un  faisant,  comme  dans  rcxcmple  precedent, 


elle  deviendra 


X =:  /X,  dx=:  xtlt. 


x,lt 

y I — jM'')  (l  — X’x'/’) 


Sur  les  valeurs  multiples  que  peuvent  avoir  les  intégrales 
prises  entre  deux  limites  déterminées. 


509.  Nous  avons  démontré  au  n”  46(î  fjne  l’on  a 


quelles  que  soient  les  quantités  x,,  x^,.  . . x„_,,  pourvu 
cependant  que  la  fonction  / (x)  reste  continue  (juand  x 
varie  entre  les  limites  de  chaque  intégration.  Cette  for- 
mule exprime  que  l'intégrale 

f^/{x)  d.r 

dx, 

a la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  manière  doni  on 
fait  varier  x,  pour  l’amener  de  la  valeur  initiale  x„  à la 
valeur  Gnale  X. 

Mais  cela  suppose  essentiellement  que  la  fonction  J {x) 
reprend  la  même  valeur  quand  x reprend  la  même  va- 
leur, et,  en  outre,  que  celte  variahlc  x varie  d’une  ma- 
nière continue  pour  passer  de  la  valeur  x„  à la  valeur  X. 
Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  et  que  l’on 
passe  de  X,  à X en  suivant  deux  chemins  différents,  l’in- 
tégrale peut  avoir  des  valeurs  très-différentes. 

De  là,  par  exemple,  les  valeurs  multiples  des  expres- 
sions 

arcsinX,  arctangX,  arcsi'cX, 
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qui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  des  intégrales 

_ rfr  Hx  dx 

\i  I — x^  Jo  ' X v'x’  — I 

ces  intégrales  dépendent  non-seulement  de  la  valeur  de  X, 
mais  aussi  de  la  manière  dont  a;  varie  pour  passer  de  la 
limite  o à la  limite  X.  Il  importe  de  présenter  à ce  sujet 
quelques  explications. 

310.  Considérons  d’abord  l’intégrale 


dont  la  limite  supérieure  X est  une  quantité  quelconque 
comprise  entre  — i et  -+-i.  Faisons  d’abord  varier  x, 
dans  le  même  sens,  de  o à X;  le  radical  — x'  peut 
être  pris,  au  départ,  avec  le  signe  -I-  ou  avec  le  signe  — , 
à volonté;  mais,  comme  ce  radical  ne  s’annule  pas  dans 
l’intervalle  de  o à X,  il  faut,  pour  la  continuité,  lui 
maintenir  constamment  le  même  signe.  Choisissons  le 
signe  -h  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X soit 
positif;  désignons  par  a la  valeur  de  notre  intégrale  ainsi 
définie,  et  posons 

dx  1 


les  crochets  dont  nous  faisons  usage  servant  à indiquer 
que  X varie  constamment  dans  le  même  sens,  en  passant 
de  la  limite  o à la  limite  X.  Soit  K la  valeur  que  prend  a 
quand  ou  a X = -i-  i , on  aura 


= K. 


La  variable  x ayant  crû  de  o à sa  limite  supérieure  -t- 1 , 
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faisons-la  décroîlre  de  -4-  i à o,  et  prenons,  entre  ces 

limites,  rinlégralc  de  la  différentielle  savoir  : 


Ç si  l’on  maintenait  au  radical  y/V- 

J I V I — 


le 


signe  -I-,  l’intégrale  dont  nous  parlons  aurait  p>our  va- 
leur — R,  car  ses  elémenls  seraient  égaux  et  de  signes 
contraires  aux  éléments  correspondants  de  la  précédente 
intégrale.  Mais,  le  radical  \J~T- — s’étant  annulé,  il 
est  naturel  de  changer  son  signe,  et  alors  on  aura 


f = K ; 

V'i—  r’J 


la  variable  x est  redevenue  nulle;  supposons  qu’elle  con- 
tinue à décroître  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  sa  limite  in- 
férieure — I ; le  radical  x’  devra  garderie  signe  — , 

puisqu'il  ne  s’annule  jias,  et  l’on  aura  encore 


car  les  éléments  de  cette  intégrale  et  les  éléments  de  la 
précédente  sont  égaux  chacun  à chacun  et  de  même 
signe. 

Mais,  pour  ,r=  — i,le  radical  \J  i — x’ s’annule  de  nou- 
veau,  et  on  doit  lui  rendre  le  signe  -I-  quand  x vieul  à 
croître  de  — i à o;  on  aura  donc 


= K, 


et  si  l’on  fait  croître  de  nouveau  x de  o à X,  on  retom- 
bera sur  la  valeur  ». 

Il  résulte  de  là  que  si,  pour  passer  de  o à X,  on  fait 
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croître  x de  o à -1-  i,  qu’on  fasse  décroître  ensuite  cette 
variable  de  -f- 1 à — i,  et  qu’on  la  fasse  croître  enfin 
de  — i à X,  l’intégrale 


aura  la  valeur  4 + a. 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  le  faire, 
on  fait  d’abord  décroître  x de  o à — i,  qu’on  la  fasse; 
croître  ensuite  de  — i à -l-i,  décroître  de  + i à o,  et 
croître  enfin  de  o à'X,  on  aura,  comme  il  est  facile  de  le 
voir. 


et  alors  la  valeur  de  notie  intégrale  sera  — 4K-f-a. 
Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  quand  x a atteint 
la  limite  X de  l’intégration,  le  radical  y/7— x’  a la  va- 
leur 4-  y/i  — X*. 

Ou  voit,  d’après  cela,  que  l’intégrale  considérée  aura 
la  valeur 

4^î^  4- 

où  n désigne  un  entier  positif  ou  négatif,  si  x,  en  variant 
de  o à X,  passe  par  chacune  de  scs  limites  4-  i et  — i 
un  nombre  de  fois  égal  à la  valeur  absolue  de  n. 

Supposons  que,  après  avoir  atteint  un  nombre  rb  n de 
fois  les  limites  4-  i et  — i,  x ait  repris  la  valeur  zéro;  .à 
ce  moment  faisons-la  croître  de  o à 4- i , l’intégrale  de 

fi.r 

la  différentielle  "T'-  ' relative  à cet  intervalle  sera  égale 

V I — x'  ° 

à 4- K;  faisons  décroître  ensuite  x de  4- i à o,  nous 
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aurons  encore  une  intégrale  corrcspoiitlanlc  égale  à -|-K, 
car  dx  et  \Ji  — x'  sont  ici  négatifs-,  faisons  croître  en- 
fin X (le  o à X,  le  radical  y'i  — x*  ne  s’annulant  pas,  on 
doit  lui  conserver  le  signe  — ; par  conséquent,  l’intégrale 
relative  à ce  nouvel  intervalle  sera  — a. 

Doue,  si  pour  passer  de  o à X la  variable  x atteint 
l’une  des  limites  -f-i,  — i une  fois  de  plus  que  l’autre 
limite,  la  valeur  de  l’intégrale 


sera 

(4«  -t-  2)  K.  — », 

et  quand  x aura  atteint  la  limite  de  l’intégration,  la  va- 
leur du  radical  \jT—  x*  sera  — \f\  — X’ . 

Nous  avons  sujtposé  X positif;  mais  il  est  évident  que 
l’on  a 


pourvu  que  les  valeurs  successives  de  x variant  de  o 
à — X soient  respectivement  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  valeurs  de  X variant  de  o à -H  X. 

11  résulte  de  celte  analyse  que  si  l’on  pose 


X et  X*  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  la 

variable  11,  cl  que  ces  fonctions  auront  la  période  4 K.» 
qui  ii’csl  autre  chose  que  la  circonférence  2Tt.  Nous  ne 
retrouvons  que  des  résultats  bien  connus;  mais  il  était 
très-important  de  montrer  comment  ces  résultats  peuvent 
être  tirés  de  la  considération  des  intégrales. 
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I — - - se  ramène  à celle  ijuc 

0 — ' 


nous  venons  d’étudier,  parle  cliangement  de  x en-;  il 

n’y  a donc  pas  lieu  de  s’en  occuper^  mais  nous  devons 
considérer  l’intégrale 

dx 
I + 


f 


dont  la  dilTérentielle  est  rationnelle. 
Posons 


[f  .".]=■■ 


les  crochets  indiquant,  comme  précédemment,  que  x 
varie  de  o à X,  toujours  dans  le  même  sens  ; soit  aussi 


Pour  passer  de  a:  = o à x = X,  on  peut  faire  croitre  x 
de  O à -H  00  , changer  le  signe  de  cette  variable,  la  faire 
croitre  de  nouveau  de  — oo  à o,  et  la  faire  varier  enfin 
dans  le  môme  sens  de  o à X;  ou  bien  on  peut  faire  dé- 
croître X de  o à — 00  , puis  de  -f-oo  à o,  et  la  faire  varier 
dans  le  même  sens  de  o à X. 

Si  l’on  fait  d’abord  croître  x de  o à H-  oo  , puis  de  — oo 
à o,  comme  on  a évidemment 


= K, 


la  valeur  de  l’intégrale 

r*  dx 

Jo 

sera  évidemment  aK-i-a.  Si,  au  contraire,  on  fait  dé- 

II.  Il 
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croître  j:  de  o à — oo  , puis  de  -I-  oo  à o,  ou  aura 
t!x 

1 + X' 


et,  par  conséquent,  la  valeur  de  notre  intégrale  sera 
— aK  + a. 

Il  résulte  de  là  que  cette  intégrale  aura  la  vali'ur 
2/jK  -4-  a, 

si  T varie  de  o à X en  passant  par  les  deux  infinis  un 
nombre  de  fois  égal  à la  valeur  absolue  de  l’entier  n.  On 
voit  enfin  que  si  l’on  pose 


/•"  H.r 

i/=  I , 

Jo 


X sera  une  fonction  bien  déterminée  de  ii,  et  que  cette 
fonction  aura  la  période  de  aK  = tr. 


De  la  double  période  des  Jonctions  elliptiques. 

512  . Les  considérations  qui  précèdent  permettent 
d’établir  facilement  une  propriété  fondamentale  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  avons  nommé  fonction  elliptique  de  première 
espèce  (n"  f35),  l’intégrale 


X'o 


H.r 


1 — .e’  y^i  — k‘x' 


dx 


où  A’ est  I ; la  différentielle  — — reste 

— /'x> 

réelle  tant  que  la  variable  x est  comprise  entre — i et-t-i. 
Intégrons  cette  différentielle  entre  les  limites  o et  i,  en 
supposant  que  x croisse  constamment  de  l’une  des  limites 
à l’autre,  et  prenons  les  radicaux  positivement;  désignons 
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par  K l’intëgrale  ainsi  obtenue,  que  Legendre  a nommée 
intégrale  complète,  on  aura 


Lorsque  x est  comprise  entre  i et -ou  entre  — i et 
la  dilTérentielle - est  imaginaire,  et  elle 

V I — X'  y I — k-x- 

est  égale  au  produit  de 

H.r 

y'x’  — I y I — X’x’ 

par  \f—i . Intégrons  celte  dernière  différentielle  en  faisant 
croître  X de  i .à  j et  en  prenant  les  radicaux  positivement; 
si  l’on  nomme  K'  l’intégrale  ainsi  obtenue,  on  aura 


I 


Il  est  facile  de  la  i-amener  aux  limites  o et  i ; posons  ef- 
fectivement 

k'^  = i — k‘  ou  X’  -t-  X’’  = I , 


et  employons  la  substilutiorr 


X 


^ _ k'^trtt 

X y'  I — X''/’ 


Les  limites  de  l’intégration  relatives  à t seront  i et  o; 
si  on  les  permute  entre  elles  en  cbangeaut  le  signe  de  la 
différentielle,  puis  qu’on  remeltela  lettrex  au  lieu  de  t,  il 
viendra 

dx 

y/|  — j’yi  — X'’jr’ 

I I . 
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Les  modules  k,  k'  onl  été  nommés  par  Legendre  modules 
complémentaires i pari;illemenl,  les  deux  inlégrales  ellip- 
tit^ucs 


dont  les  modules  sont  A et  A',  ont  été  appelées  par  lui 
fonctions  complémentaires , et  il  en  résulte  que  K et  R' 
sont  deux  inlégrales  clliptùjues  complètes  complémen- 
taires. 

513.  Cela  posé,  faisons,  conformément  aux  notations 
du  n°  -438, 


et 

x = sinam»,  — j’  = cosaniH,  f — A’j:’ =:  ùaniM. 

Soient  X une  valeur  de  a:  comprise  entre  — i et  -f-i , et  a 
la  valeur  correspondante  de  u,  quand  on  intègre  en  fai- 
sant varier  x dans  le  même  sens  de  o à X,  et  en  prenant 
positivement  les  deux  radicaux  \J i — x’ , \fi  — A’x*-,  on 
aura 

(i)  X = sinamx,  f — X’— cosam*,  — X'X’  = Aam *. 

Supposons  X ]>  O et  intégrons  la  différentielle 
- en  faisant  croître  x de  o .à  i,  en  la  fai- 

— x'  I — k’x' 

sant  décroître  ensuite  de  i à zéro,  et  en  la  faisant  dé- 
croître de  nouveau  de  o à — X.  L’intégrale  relative  au 
premier  intervalle  sera  égale  à K;  dans  ledeuxième  inter- 
valle, le  radical  y/i  — x’  devient  négatif,  après  s’èire  an- 
nulé, et  l’intégrale  correspondante  est  encore  égale  à K -, 
enGn,  dans  le  dernier  intervalle,  le  radical  yji  — x’  reste 
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néÿjatir  et  l’intégrale  correspoiidanle 


est  éviilemmcnt  égale  à a.  D’après  ecla,  et  en  remarquant 
que  — A’x*  reste  positif,  on  voit  que 

/ — X = sinam  (2K  + a), 

(2)  1 — I — X’ = cosam(2K  + a) , 

( T’X*  = Aain(2K -4- a); 


il  est  évident  qu’on  aurait  obtenu  les  mêmes  formules  en 
supposant  X<^o.  En  les  comparant  aux  précédentes,  et 
en  écrivant  u au  lieu  de  a,  on  a 


Ssinam(2K  + «)  == — sinamu, 
cosam (2K -I- «)  = — cosamw, 
( iani(2K -i- = Aam«. 


Ainsi  sinamu  et  cosam  u ne  font  que  eliangcr  de  signe, 
quand  on  ajoute  à la  variable  la  constante  a K ; il  en  ré- 
sulte que  ces  fonctions  ne  cbangi’ront  pas  si  l’on  répète 
deux  fois  celte  addition;  on  a donc 


(4) 


I sinam  (4k -+-«)=  sin  am  «, 
I cosam (4 K -e  «)  — cosam «, 


ce  qui  exprime  que  les  fonctions  sinamu  et  cosamu  ont 
la  période  4K-;  la  dernière  des  équations  (3)  exprime 
(]ue  A am  u a la  période  2 K. 

514.  La  valeur  X étant  toujours  positive  et  infé- 
rieure à I,  supposons  que,  pour  passer  de  o à X,  on 

fasse  croître  la  variable  x de  o à ^ et  qu’on  la  fasse  dé- 
croître ensuite  de  ^ ^ X,  les  radicaux  ^1 — x"  et  — A”x* 
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étant  toujours  pris  au  départ  avec  le  signe  De  o à i. 
l’intégrale  de  la  différentielle 

,lr 

y I — .r}  y I — k‘.L‘ 


est  égale  à K;  de  i à ^ cette  différentielle  est  imaginaire 
et  a pour  valeur 


y/-i 


dx 

y^x’  — I y/ 1 — X'x’  ' 


le  radical  — Â’jt’doit  toujours  être  pris  avec  le  signe 4-, 

mais  le  signe  de  — i est  indéterminé;  nous  sommes 
libre  de  prendre  le  signe  4-,  au  départ,  à cause  de 

l'ambiguité  du  signe  de  y — i . De  i à l’intégrale  de  la 
précédente  diflerenticlle  sera  donc  K'y  — i (n**  312); 
X décroissant  ensuite  de  j à i,  le  radical  yT — A'j.'*  qui 

vient  de  s’annuler  doit  être  pris  avec  le  signe  — , et  l’inté- 
gralc  relative  à l'intervalle  que  nous  considérons  sera 
encore  K'y' — i.  11  reste  à faire  décroître  x de  i à X ; 
alors  la  différentielle  redevient  réelle, le  radical  y^ i — A’x* 
demeure  négatif,  mais  rien  ne  détermine  le  signe  de 
y i — x’  qui  vient  de  passer  de  l’imaginaire  au  réel.  Je 
placerai  le  signe  ambigu  ± devant  ce  radical,  et  alors 
l’intégrale  relative  au  dernier  intervalle  que  nous  consi- 
dérons sera,  en  mettant  les  signes  en  évidence. 


comme  X est  <[  i.  ilx  est  négatif,  et  la  précédente  inté- 
grale a évidemment  pour  valeur  ± (K.  — oc).  Ainsi, 
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quand  j:  passe  de  o à X en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  ado|)tée,  on  obtient  une  intégrale  dont  la  valeur  est 

K -t-  aK'  1 ± (K  — a). 

et  l’on  a 

^ X = sinam[  K + ' ±(K. — j:  |. 

(5}  ± — X=  — cosam[K  4- 1 ±{K  — a)  [. 

I — I — A-X' = Aam[K 2KV — i±(K  — a)]. 

le  signe  ambigu  db  devant  être  partout  remplacé  soit 
par  -h,  soit  par  — ; quel  que  soit  le  signe  qu’on  adopte, 
on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  au  même  lésultat. 

La  comparaison  des  formules  (5)  aux  formules  (i) 
donne,  en  remplaçant  d’abord  le  signe  ± par — et  remet- 
tant U au  lieu  de  2, 

I sinain'sK't/ — i -t-  u'  = sinami/, 

(6)  cosam (aK'^  — I -t- h)  = — cusainu, 

' Aani(aK'^ — i-(-ü)=: — Aam». 

Remplaçons  u par  « -)-  2 K dans  la  deuxième  de  ces  for- 
mules et  par  u -(-  aK'çA-i  dans  la  troisième,  on  aura,  à 
cause  de  cette  même  formule  et  do  la  deuxième  équa- 
tion (3), 

\ cosam  ( aK aK' ^ — t -I- k)  = cosamw. 

(7)  j 

' ^am  — i-t-«)  = AamH. 

La  première  formule  (6)  montre  que  sinamn  admet 
la  période  aK'y/ — i;  les  étjuatiuns  (7)  expriment  que 
les  fonctions  ros  am  u , Aamu  ont,  l’une  la  période 

aK-t-aK'y/ — 1,  l’autre  la  période  4 V — *• 

.Si  l’on  remplace  le  signe ± par-t-dans  les  forinules(5). 
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la  comparaison  aux  formules  (i)  donne 


l sinam(2K  + — i — j<)=sinamu, 

(8)  I cosam  (aK.  + aK' I — a)  = cosama, 

( A am  (aK  4- a.K' I — «)  — — Aaina. 

Or,  il  est  évident  que  si  x varie  de  la  même  manière  de 
O à +X  et  de  O à — X,  l’intégrale  de  la  différentielle 

— T aura,  dans  les  deux  cas,  des  valeurs 

y I — x’  I — X'x’ 

égales  et  désignés  contraires;  tandis  que  la  valeur  de 
— X’  ou  celle  de  yfi  — A’X'  sera  la  même.  Il  s’ensuit 
que  sinamu  est  une  fonction  impaire  de  u,  c’est-à-dire 
une  fonction  qui  change  de  signe  avec  u en  conservant  la 
même  valeur  absolue,  tandis  c|ue  cosarau  et  Aam  u sont 
des  fonctions  paires.  Cela  posé,  changeons  u en  — u dans 
les  formules  (8);  supprimons  ensuite  la  demi-période  aK, 
en  changeant  les  signes  des  seconds  membres,  on  retom- 
bera sur  les  équations  (6),  (]ui  ont  lieu  ainsi,  pour  le  cas 
de  u positive  et  pour  celui  de  u négative.  On  serait  arrivé 
aux  mêmes  résultats  en  partant  de  rhvpothèsc  X<o. 

On  voit,  par  cette  analyse,  que  les  foiu'lions  sinamw, 
cosamu,  Aamn  ont  la  propriété  singulière  d’être  dou- 
blement périodiques  ; la  première  fonction  admet  les  pé- 
riodes 4 K.  et  a R' y/ — t,  la  deuxième  les  périodes  4 X 
et  a K 4- aK'y»— -I  ; enfin  la  troisième  a les  deux  pé- 
riodes a K et  4X'y/— I.  Pour  établir  cette  proposition, 
nous  n’avons  considéré  que  les  valeurs  réelles  de  la  pre- 
mière fonction  sin  am  u,  mais  nous  ne  saurions  développer 
davantage  ces  considérations  sans  sortir  des  limites  que 
nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  III. 

THfcORIE  DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


Des  intégrales  Eu/ériennes  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

515.  Li’gendre  a désigné  sons  le  nom  d’intégrales  eu- 
lériennes  les  deux  intégrales  définies 

JxP-'  (i  — dr,  Ç e~‘  xP~'  dx, 

O J O 

qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et  qui 
ont  fait  depuis  l’objet  des  recherches  d’un  grand  nombre 
de  géomètres.  La  théorie  de  ees  intégrales  a une  grande 
importance,  et  nous  nous  proposons  de  la  développer  dans 
ce  Chapitre,  qui  servira  de  complément  au  précédent. 

La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et  q : nous  la  désignerons  par  la  notation  B (/),  q)\  la 
deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p, 
et  nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole 
T (p).  On  aura  en  conséquence 

(0  ^(P,'l)=  f xP-' [i  — x'p-' dr, 

J O 

(2)  V(p)=r  e—xP‘dx, 

Jq 

e.  désignant  ici,  comme  à l’ordinaire,  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 
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Les  fonctions  B [p,  q)  sont  dites  intégrales  eulériennes 
de  première  espèce,  et  les  fonctions  F (p)  intégrales  de 
seconde  espèce.  Pour  que  ces  fonctions  restent  Gnies,  il 
faut  et  il  sufGt  que  les  paramètres  p elq  soient  positifs,  ou 
au  moins  que  leqr  partie  réelle  soit  positive,  s’ils  sont 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  écrire  au 

lieu  de  x’’,  et  ainsi  des  autres. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B une  autre  forme  qu’il 
est  utile  d’indiquer.  Si  l’on  pose 


X 


y 

■ ï 

1+7 


I X 


I , dr 

, dx  = ■ — - , 

' +.r 


dans  la  formule  (1),  l’intégrale  relative  à y devra  être 
prise  entre  les  limites  o et  oc  ; on  aura  donc,  en  remet- 
tant X au  lieu  dej^, 


(3) 

ou  encore 


/•*  xf-' 

B fü,  17)  — I , — tlx 

. /”  xP-' dx  xP-'dx 

B ( «,  17  ) =:  I — — 1-  I : 


si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x par  - » dx 

par  — les  limites  qui  étaient  i et  00  deviendront  i 

cto;  on  pourra  les  renverser  en  cliangeant  le  signe  de 
l’intégrale,  et  l’on  aura 


ou 

(4) 


xP~'  dx 


X?-'  dx 
(i  -+-'x^»’ 


^(p<PI)=  I 


xP  -‘  4-  xl/-‘ 


Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B(/7,9)  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  (piautités  p el  q dont  elle 
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dépend,  en  sorte  que  l’on  a 

B [p,  y)= 

au  surplus  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur  la 
formule  (i),  car  si  l’on  y change  a:  en  i — x,  on  trans- 
forme immédiatement  B (p,  q)  en  B [q,  p). 


RéducLion  des  intégrales  de  première  espèce  à celles 
de  seconde  espèce. 


516.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B(p,</) 
peuvent  s’exprimer  par  des  fonctions  F,  en  sorte  qu’il 
n’y  aura  plus  à s’occuper  que  de  ces  dernières. 

Si  l’on  désigne  par/n  unecoustante  positive  et  que  dans 
la  formule  (a)  du  n”  515  on  pose  x = nix',  il  viendra 


(0 

d’où 


dx' , 

' dx' , 


formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui 
va  nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons 
en  vue.  Effectivement,  on  a d’après  cette  formule 


I I F®  , 

- — — I e-'.'+’i’  x'P*r  ' dx' -, 

donc  la  formule  (3)  du  ti”  515  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 

[ P»  P» 

'B{p,q)=— / xP-'dxl  dd . 

) d U do 


Il  est  permis  d’intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  l’on 
peut  écrire 
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mais,  d’après  la  formule 
égale  à F(p)  ; donc 


I^TÉGRAL, 


g-i'x  j.p-1 


ou 

{2) 


B(/>, = -IJ'’.!—  n x'i  ■'  rfj', 

r(/P4-y;X 


B(/'.  7) 


ce  qui  est  le  résultat  atmonré.  Nous  passerons  maintenant 
à rexamen  des  principales  propriétés  des  fonctions  de 
deuxième  espèce. 


Première  propriété  des  fonctions  F. 

5i7.  En  intégrant  par  parties  la  différentielle 
X'’-' X on  a 


j xP-'  e-‘  dx  — — xP~'  C-’  + {p  — i)J'  e‘  xP~'  dr. 

Si  1 'on  a />  > I,  la  partie  intégrée  disparait  aux  deux 
limites  o et  ao  , et  l’on  a 


•rP~'  dx  (p  — 


.fP  * ilr^ 


c’est-à-dire 

(1)  r(/;)  = (p— i)r(/>  - t); 

celte  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonc- 
tions F;  on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 
m un  entier  inférieur  à p, 

(2)  r{p)  = (p  — i)(p  — 2). . .(p  — i>i)  r(p  — m), 

d’où  il  suit  que  si  la  fonction  F est  connue  pour  toutes 
les  valeurs  de  V argument  p rompriscs  entre  o et  1 ou. 
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plus  gf'néralempnl,  comprises  entre  deux  entiers  consé- 
cutifs, la  même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes 
les  autres  valeurs  réelles  de  l’argument. 

Si  P est  un  nombre  entier  et  que  l’on  fasse  m =z  p — 1 
dans  l’équation  (2),  il  viendra 


r(/>)  = 1.2.3...  (/>—  I)r(i); 


mais  comme  l’intégrale  J' e ■'r/x  est  égale  à 


on  a 

(3)  f c V/.r=r{i)  = i; 

J O 

donc 


— e ■'-l-const., 


(4)  r(/;)  = i.2.3...(/j  — i). 

en  sorte  que  si  p est  un  nombre  entier  supérieur  à i, 
r (p)  se  réduit  au  produit  des  p — 1 premiers  nombres 
entiers,  résultat  déjà  établi  au  n"493. 


Deuxieme  propriété  des  fondions  F. 

f)18.  La  propriété  que  nous  allons  établir  permet  de 

réduire  à - rintervalle  d’une  unité  dans  lequel  il  suffit 
2 * 

d’effectuer  le  calcul  de  la  fonction  F d’après  la  première 
propriété;  elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  répondent  aux  valeurs  de  l’argument,  com- 
prises entre  ^ et  i,  lorstju’on  connaît  les  valeurs  relatives 

aux  limites  o et  -• 

2 

Si,  dans  la  formule  (2)  du  11°  316,  on  fait  q — \ — p,  p 
étant  supposé  ici  compris  entre  o et  1,  il  viendra,  a 
cause  de  F (1)  = 1, 

r(p)r(i  — p)  = B(/i,  \ — p). 
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et,  à cause  de  la  formule  (3)  du  n“  515, 

jrP-'  dx 

Mais  nous  savons  (ii“  489)  <jue  l’intégrale  conteuue  dans 
cette  formule  a iiour  valeur  — : on  a donc 

* sin/j  TT 


(0 


r(/')r(i-A^)= 


sin  pi: 


Telle  est  la  formule  tjui  exprime  la  deuxième  propriété 
de  la  fonction  F.  Si  l'on  y suppose  f}  = elle  donne 

d'où 

(2)  r^lj  = vr. 

Celte  formule  ne  diffère  pas  île  celle  que  nous  avons 

établie  au  n”  i97.  Effectivement,  si  l’on  fait  n = - dans 

2 

la  formule  (2)  du  n”515  cl  qu’on  écrive  x*”  au  lieu  de  x, 
on  aura 


Troisième  propriété  des  fonctions  F. 

519.  Si  l’on  suppose  q = p dans  la  formule  (1)  du 
n”  515,  il  viendra 

{,)  'rfx. 

On  voit  que  le  coefficient  de  dx  sous  le  signe,  j*  prend 
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des  valeurs  égales  quand  x reçoit  les  valeurs  ^ -t-  A cl 
- — h également  distantes  de  il  s’ensuit  que  dans  la 
formule  précédente  on  pourra  prendre  ^ au  lieu  de  i pour 

limite  supérieure,  pourvu  qu’on  double  le  résultat.  Ou 
aura  ainsi 

t 

B = d.. 

® ®/"i  t f/ y 

ÎM  Ion  lail  maintenant x =z  - \i  y . ffx  =rz  — -7—^1 

2 2 V..  - ^ 

les  limites  de  l’intégrale  relative  à y seront  i eto;  en 
renversant  ces  limites  et  changeant  le  signe  du  résultat, 
on  aura 

c’est-à-dire 

(2)  *(/'•/')= 

et  si  en  faisant  usage  de  la  formule  (2)  du  n"  51(>.on  rem- 
place les  B par  leurs  valeurs  en  F,  puis  qu’on  se  rappelle 

que  F = il  viendra 

I 

(3)  r(/,)r(/. -4-i)  = ^-r(27.). 


Cette  équation  (3)  exprime  la  troisième  propriété  des 
fonctions  F ; elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup 
plus  générale  que  nous  établirons  plus  loin. 
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Raprêsentation  de  la  fonction  log  F (x)  par  une 
intégrale  définie. 

S20.  Si  l’on  différentie  la  formule 


£00 

c““  a'-'  rfa, 


et  qu’on  représente  par  F' (x)  la  dérivée  de  F(x),  il 
viendra 


£00 

a‘~‘  \ogada. 


la  caractéristique  log  désiguant  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (1)  du  n”  516,  où  l’on  fait  p = i,  donne 


si  l’on  multiplie  cette  formule  par  dx  et  qu’on  l’intègre 
ensuite  entre  les  limites  i et  oc,  on  aura,  comme  nous 
l’avons  dit  au  n°  494, 


En  remplaçant  log«  par  cette  valeur  dans  l’expression 
précédente  de  F'  (x),  on  obtient 


a'-'  f/a 


/■ 


dz  ; 


on  peut  intervertir  Tordre  des  intégrations  et  écrire 
r'{x)=  I * e-“a*-'f/«— 

La  première  des  intégrales  qui  figurent  dans  la  parenthèse 
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rfxl 


est  r (a:);  la  deuxième  a pour  valeur  (n^SlG) 
On  a donc 


OU,  en  divisant  par  F (x). 


(•) 


rflogr(j) 

t/x 


fl..-, 


si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  dx  et  que  l’on  intègre  ensuite  entre  les  limites  i et  x, 
il  viendra,  à cause  de  logF  (i)  = log  i = o. 


(2)  \ogr{x)=:£"^(x-,]c-‘-^l 


4-z 


I -+- 


log(i  -h  t) 


On  peut  simpliGer  cette  expression  de  log  F (x)  en  0{)é- 
ranl  comme  il  suit  ; en  faisant  x = 2,  il  vient,  à cause  de 
log  F (2)  = log  I = O, 


(3) 


Z (1  4-  z)“’  j 
log(i-Hz;  JT’ 


et  si  l’on  multiplie  l’équation  (3)  par  x — i,  puis  qu'on 
la  retranche  ensuite  de  l’équation  (2),  il  viendra 


(4) 


logr(x)=  J |^(a:_,){l 


+ z)-- 


■g 


(h 


log(n-aj" 


enGn,  si  l’on  pose  log  (i-f-  z)  = a,  z = e“  — i,  l’intégrale 
relative  à a devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o 
et  00  , et  l’on  aura  définitivement 


(5)  logr(x)  =£  j'(.r  - ~ ■ 

II.  12 
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Développement  de  la  fonction  logF  (x)  en  série. 

521.  En  tlificrenlianl  la  formule  (5)  du  numéro  précé- 
dent, on  a 


(') 


'/lop 

d. 


(Cl- 

Jo  V “ I — tr““  / 


et,  en  différentiant  de  nouveau, 
r/Mopr(.r) 


Jo 


Remplaçons  le  facteur  — P®*"  valeur 


nous  aurons 


rf’logrjx)  -^  P 

^ ■ Jo 


atix  ■ 


-h  f ~ 

J O 


ou,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule (i) 
du  11”  616, 


(a 


rf’logrf.r^  1 


rf.r*  x’  (x-t-  2)’  (x-4-  3)’  ’ 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  qui  reste 
convergente,  quel  que  soit  x. 

Si  l’on  intègre  les  diflérents  termes  de  la  formule  (2) 
multipliée  par  dx  entre  les  limites  1 et  x,  on  aura 

r/loprfr) 


-H 


(3) 


dx 
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et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  conver- 
gente comme  relie  d’où  elle  est  tirée  par  l’intégration. 
Quant  à la  quantité  — C,  elle  est  évidemment  égale  à la 

valeur  que  prend  pour  x = i la  dérivée  et  j’ 

a,  par  l’équation  (i), 


on 


(4) 


cette  quantité  C est  connue  sous  le  nom  de  constante 
d' Euler  ; nous  verrons  tout  à l’heure  comment  on  peut 
calculer  sa  valeur. 

Si  l’on  intègre  entre  les  limites  i et  .r  la  formule  (3) 
multipliée  par  rfx,  il  viendra,  .à  cause  de  log  F (i)  = o, 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  conver- 
gente comme  celle  qui  figure  dans  la  formule  (3).  On 
peut  se  débarrasser  aisément  de  la  constante  C;  si  en 
elfet  on  pose  x = a dans  la  formule  (5),  il  viendra 


(<i)  o = - C -+-  (1  - log  -f-  - log  -h.  . .■+•  - 


log 


w-Hl 


et  si  l’on  retranche  de  l’équation  (5)  le  produit  de  l’équa- 
tion (6)  par  X — I,  on  aura 


logr(x)  = j^(.r  — i)  log  Y — log  J j 

-t-  ^(x— i)log|-log:^^j  -H... 
F/  ,,  m + l , x-l-m  — il 


1 2. 
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OU,  pour  abréger, 


/TI  33 

(8)  logr(.r)=  2 j^(x-i)log(^n-^^  — log^n- 

ni  = i 

Désignons  par  log(i  4- e„)  la  somme  des  termes  qui 
suivent  le  dans  la  série  (7)  ou  (8)  ; comme  celle 

série  est  convergente,  la  quantité  e,„  s'annulera  par 
m = 00  , et  l’on  aura 

logr  (a:)  = j^(.r-  1)  log  y _ log  y j-4- . . . 

r,  m -h  } X 4-  /»/  — 1 1 

4-|(x— l)log— ^ log J 4- Iog(l  4- U), 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

, , {t  .7..  . .m)  m’-'  / I , 

»'(')  - .^[.7ï7):7.Tr4:7;r37)  (■  + -m) 

le  faeteur  sc  réduisant  à i pour  m = 00  , on 

peut  le  supposer  compris  dans  1 4-  r,„  et  écrire 
, , , , f I . a . . . m ) m'~'  , . 


c’est-à-dire  que  l’on  a 


(lo)  r(j)  = lim 


(t  .7. . ,m)  m‘- 


j-(x  4-  I). . .(x  4-  ni  — 1) 


t pourm  = ». 


Remarquons  encore  que  la  formule  (6)  donne  pour  la 
constante  d’Euler 


(m)  C = lim^l  4- ^ 4- ^ 4-..--I- ^ — logm^,  pourni=(». 
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Développement  de  la  fonction  /o^r(i-f-x)  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
— i et  -h  i- 

522.  Si  l’on  change  X en  x-<-i  dans  la  formule  (a) 
du  n°  521 , on  aura 

<fMogr(i4-x)  _ I , » 

//j;’  (j;  4- 1 / ( J + a)'  (•*  + 3]’  ” ' ’ 

et,  en  dKTérentiant  n — 2 fois, 

■ r/"logr(i-f- j)  _ (— I)"  r I 

I.2.../J  </.v“  n + (-C  + 2/ 

posons  généralement 


on  aura,  pour  x = o, 

I rf"  logr  (i -I- x) S" 

I . 2 ...  « </x"  ' rt  ’ 


si  « est  i,  et  l’on  a d’ailleurs,  pour  x=  o, 


f/logr(i  -I-  x) 
(Ix 


C,  logr(i  4- x)  = o; 


la  formule  de  iVIaclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs 
de  X comprises  entre  — i et  4- 1, 

(i)  logr(i  4-x)  = — Cx  4- S,  — — S, 4-S,  ^ — 

Cette  formule  n’est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce 
que  les  sommes  S décroissent  peu  rapidement,  mais  on 
peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes;  si  à la  dernière 
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cqualiou  on  ajoute  la  suivante, 

o = — log(i-Hx)  + x—  — -+-^  — -^4-..., 
il  viendra 


; logr  (l  -4- -r)  = — log(l  4-x)+(l  — C)x 


-I-  ^ {S,  — l)x’  — ^ (S,—  Ox*  -l-...; 


les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidement, 
mais  on  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  En  chan- 
geant a:  en  — x dans  la  formule  précédente,  on  a 


(3) 


I logr(i  — x)  = — log(i  — x)  — (i  — C)x 


-4- ^ (S,  - l)  X’ -f-  ^ (S,  - i)x^ -t- . . . . 


( 2 

Mais  on  a 

r(n-x)  = xr{x),  i'(x)r(i-x)  = 
et,  en  multipliant, 


r(i  xjr  — xl  = 1 

' ' ' ' sins-r 


d’où 


logr(i  -4- x)  -+-  logr(i  — x)  = log 


sin  jT.T 


Ajoutant  cette  équation  avec  l’é-quation  (a),  retranchant 
ensuite  l’équation  (3),  et  divisant  le  résultat  par  a,  il 
viendra 


logr(.+x)=-log^--log  — -H(.-C)x 

(4)1 

D’après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonc- 
tion r sera  connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  1 ar- 


Digitized  by  Google 


CHAPITBE  III. 


l83 

gumciit.siron  connaît  celle  fonclion  pour  les  valeurs com- 

. I I I 

prises  entre  o et  ->  ou  entre  - et  i,  ou  entre  i et  i H — i 
r 2 1 2 

ou  etc.;  or  l'équation  (4)  permet  de  calculer  très-rapi- 
dement logr(i-)-ar)  pour  les  valeurs  de  x comprises 

entre  o et  -•  Dans  son  Traité  des  Jonctions  elliptiques, 

Legendre  a donné  avec  seize  décimales  les  valeurs  de  S, 
depuis  « = a jusqu’à  n = 35. 

Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  j:  = i et  x = ce  qui 

donne  F (x  -|-  i)  = i et  F (x  -t-  i)  = -^ y tt,  on  aura  deux 
équations  qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C; 

on  trouve,  en  observant  que  log  h log  (i  — x)  — u 

pour  X = I , 

1 - c = ^ log  2 -+- 1 ( s,  — I ) -e- g ( .Si  — 1 ) -I-  ^ ( s,  - 1 ) , 

quatorze  sommes  S suffisent  pour  obtenir  C avec  quinze 
décimales  ; on  trouve  ainsi 


15) 


0 = 0,57721  5664g  oi532  8; 


nous  ferons  connaitre  plus  loin  un  procédé  plus  expé- 
ditif pour  calculer  celle  constante,  et  qui  n’exige  pas  le 
calcul  préalable  des  sommes  S. 


Évaluation  de  la  Jonction  - dans  le 


<!x 

un  nombre  commensurable. 


cas  ou  X est 


S23.  La  fonction ^ ^ peut  s’exprimer,  sous  forme 

finie,  par  un  nombre  limité  de  termes,  toutes  les  fois 
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que  X csl  uu  nombre  commensurable.  Si,  en  elTet,  on 
ajoute  les  deux  équations  (i)  cl  (4)  du  n”  521,  il  viendra 

tlx 

ou,  en  posant  e~“  = 2, 


(0 


,l  lot!r(.r)  J,  _ l"  I — 

iU  i — Z 


tJf, 


si  l’on  A X ■=  — * m et  n étant  entiers,  et  que  l’on  fasse 
Z = a",  ou  aura 


f/loer(ar)  — a“-'  / «i\ 


la  dillérentielle  sous  le  signe  J est  ici  une  fraction  ration- 
nelle, et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s’exprimer 
par  des  quantités  algébriques,  logarithmiques  ou  circu- 
laires. Par  exemple,  ou  aura 


f/  logr(x) 
Jx 


(I  a 
1 + * 


= — C-f-  log4  ^|)ourx=  • 


Si  la  quantité  x se  réduit  à un  nombre  entier,  la  for- 
mule (i)  donne 


W J.  r — 
dx 


+c  = I (,  -h  Z -h  z’-h.  . . -h  Z’-’}  <h, 

Jo 


c’est- à dire 


</logrfx)  ^ 
dx 


I 

_) (_ 


2 


3 


1 


la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule est  connue  sous  le  nom  de  suite  harmonique. 
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Recherche  du  minimum  de  la  Jonction  F (jr). 


tion 


o2i.  La  formule  (2)  du  n°  521  montre  que  la  fonc- 

rf’  loi;  r f . . , , , , 

est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  la 


variable  X supposée  réelle  et  positive;  en  conséquence, 

, . . rflopr(x)  r'(x) 

la  fonction  


ou 


est  constamment  crois- 


dx 

santé;  d’ailleurs  on  voit,  par  la  formule  (3)  du  même 
numéro,  que  cette  fonction  est  égale  à — ao  pour  x = o, 
et  à -I- 90  pour  x = -|-oo.  11  suit  de  là  que  la  dérivée 
F'(x)  ne  peut  s'annuler  qu’une  seule  fois,  et  par  suite 
que  la  fonction  F (x)  n’offre  qu’un  seul  minimum.  Ce 
minimum  a lieu  nécessairement  pour  une  valeurdex  com- 
prise entre  1 et  2,  puisque  l’on  a F (2)  = F (1);  quand  r 

est  inQnimcut  petit,  la  fonction  F (x)  - J—  = " 

est  Inünie;  quand  x croît  jusqu’à  00  , F (x)  décroît  jus- 
qu’à ce  qu’elle  ait  atteint  son  minimum,  et  elle  croit 
ensuite  jusqu’à  00  . 

Si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  de  x qui  répond  au  mini- 
mum de  F(i-l-x),  il  suffira  dedétermi lier  la  racine  positive 

11,.  . T-//  \ c/locri'i -l-.r) 

unique  de  l équation  1 ( 1 -I-  x)  = o ou ~ 

Cette  équation,  d’après  In  formule  (2)  du  11°  522,  est 


O — — (t  — f*}  — 0 — (^1  — I ) X*  -t-  ...  ; 

I -t-  X 

et  ou  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise 
entre  0,4  et  o,5  ; on  trouve  ensuite  par  les  méthodes  d’ap- 
proximation connues 

I -t-  X = 1 ,4616321 ...  ; 
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el  on  obtient,  par  la  formule  (a)  ou  (4)  du  n°  522, 


d'où 


logvul(;r  (i  +-  jt)  = 1,947239-* , 
r(i  + x)  = o,8856o32. 


Remarque  sur  l'inteqiolnlioti  de  la  fonction  numérique 

I .2.3. . .(x — 1). 

525.  Puisque  l’on  a 

r(j:)=  1.2.3. . .(x—  i), 

quand  x est  un  nombre  entier,  la  fonction  F (x)  peut 
servir  à l’interpolation  de  la  suite  dont  le  terme  général 
est  1 .2 .3 ...  (x  — i).  La  formule  précédente  exprime  en 
effet  ce  produit  par  le  moyen  d’une  fonction  continue 
de  X dans  laquelle  la  variable  est  susceptible  de  recevoir 
toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (8)  ou  (10)  du  n“  521  fournil 
un  mode  d’interpolation  beaucoup  plus  général,  puis- 
qu’elle permet  d’exprimer  le  produit  i.2.3...(x  — i) 
par  une  fonction  continue  de  x,  dans  laquelle  la  variable 
peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quelconque. 
Comme  ce  résultat  est  d’une  extrême  importance,  il  n’est 
pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les  considérations 
les  plus  élémentaires  conduisent  immédiatement  aux  for- 
mules dont  nous  parlons,  lorsque  l’on  eberebe  à inter- 
poler la  fonction  numérique  i . 2. 3. ..  (x  — 1). 

Soient  donc  x et  m deux  nombres  entiers  positifs, 
les  X — I fractions 

m m m 

■ , >•••?  ? 

m -I-  I m -H  2 m + X — i 

tendront  vers  l’unité  si  m tend  vers  l’infini,  x restant 
constant;  il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces 
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X — i fractions,  et  l'on  aura 


[m  -i-  i){m  -h  2). . .[/Il  -t-  J — i) 


+ «« 


£,„  étant  une  quantité  qui  s’annule  pour  m=  ao  . Multi- 
pliant les  deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre 
par  1 . a . . . r;i  et  chassant  le  dénominateur  i -f-  e„,  il  vient 


(t  . 2 . 3 . . ./n)  ni*—' 

I . 2 . 3 J:  — I ) 


(l  -t-  «,), 


et  en  multipliant  les  deux  membres  par  1 . a.3 . . . (x  — i), 
on  a 


I .2.3.  . .(x — l)  = 


(i  . 2. 3 . . .m)  m*-' 

X [x  -h  i).  . .(in  + X — I 


(1  + »«) 


OU 

1.2.3... (x 


1)  = lim 


( I .2.3.  . .ni)  ni*-‘ 
x(x  -f-l)...(w  4-x  — i) 


(pourra  = 00). 


C’est  précisément  la  formule  (10)  du  n°  521  dans  le  cas 
de  X entier,  et  l’on  en  déduit  sans  difficulté  la  formule  (8) 
du  môme  numéro. 

Dans  les  recherches  qu’il  a entreprises  sur  cet  objet, 
Gauss  a pris  la  formule  (10)  du  numéro  cité,  pour  l’ex- 
pression générale  delà  déGnitionde  T (x),  et  M.  Liouville, 
adoptant  ensuite  le  même  point  de  vue,  est  parvenu  à plu- 
sieurs résultats  intéressants  ('*');  on  voit,  par  ce  qui  pré- 
cède, combien  cette  marche  est  naturelle.  D’après  l’ana- 
lyse que  nous  avons  développée , le  second  membre  de 
la  formule  (8)  du  n"521  est  une  série  qui  reste  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par 
conséquent,  dans  la  même  hypothèse,  le  second  membre 
de  la  formule  (10)  du  môme  numéro  tend  vers  une 
limite  déterminée.  Mais,  pour  JustiGer  la  nouvelle  déG- 


(*)  Voir  8ur  ccl  objet  une  Sole  de  M.  Liouville,  insérée  au  tome  XVIt, 
série,  du  Journal  de  Mat)umati(iues  pures  et  appliquées. 
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nition  des  fonctions  F,  il  est  nécessaire  d’établir  que  la 
même  chose  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
imaginaires  de  x.  On  voit  d’abord  sur  la  formule  (lo) 
(n°  521  ) que  F (x)  est  infinie  lorsque  x est  égal  à zéro 
ou  à un  nombre  entier  négatif  quelconque;  ce  cas  étant 
mis  de  côté,  je  dis  que  la  série  de  la  formule  (8)  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  le  terme  général  dans  lequel 
on  suppose  m supérieur  au  module  de  x — i est 


ou 

2/n’  ' 

€„  désignant  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = ac  ; il 
résulte  de  là  qu’à  partir  d'un  rang  sullisamment  éloigné, 
les  termes  de  la  série  décroissent  comme  les  termes  de 

la  série  2"^’  cette  série  est  toujours  conver- 

gente, et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  dont 
nous  nous  occupons  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. 


Démonstrations  nouvelles  des  propriétés  de  lu 
Jonction  F(x). 


526.  Les  propriétés  de  la  fonction  F établies  plus  haut 
découlent  immédiatement,  comme  on  va  voir,  de  la  for- 
mule (lo)  du  n”  521. 

Première  PRorniÉTÉ.  — On  a 


r(x)  = 


( 1 . 2 . . . m ) 

x(x-|-l)...{x-*-/7l  — l) 


(l  + tm). 


, , (i  . 1. , m]  ni’  , , . 

= {x”+ ,) . . (' + *-)' 
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d’où,  en  divisant, 

r(j  -t-  i)  _ ^ m * ■+■ 
r (j-j  ‘ i -H  »i  I -I-  «„ 

et,  en  faisant  m = 00  , il  vient 

r (j:  4-  i)  = xr  (x), 

ce  qui  est  la  première  propriété  de  la  fonction  T. 

527.  Deuxième  propriété.  — Si  l’on  multiplie  entre 
elles  les  deux  équations 


r(i  — x)  = 
il  viendra 


r(x)r(i-x)  = 


x(x4-l)...(x-i-m  — i) 

(1.2..  ^ ^ 

(l  — x){2  — x)...(»/  — x)  '"•)> 


si  l’on  fait  m = co  , le  numérateur  du  second  membre 
de  celte  formule  se  réduit  à i et  le  dénominateur  à 

-siiiûx,  à cause  de  la  formule  connue 


(uo/rmon  Traité  de  Trigonométrie^  édit.,  p,  244); 
on  a donc 

TT 


r(x)r(i-x)  = 


Sin  jr.r 


OU,  en  multipliant  par  x. 


r(n-x)r(i-x)=^ 


528.  Troisième  propriété.  — La  troisième  propriété 
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de  la  fonction  F n’a  été  démontrée  au  n“  SI  9 que  dans 
un  C.1S  particulier  ; nous  allons  l'établir  ici  dans  toute  sa 
généralité. 

Soient  X une  quantité  réelle  ou  imaginaire  quel- 
conque, Il  et  t deux  entiers  positifs  5 si  dans  la  for- 
mule (9)  du  n"521  on  remplace  x par  x-f-  -■>  il  viendra 


I .2..  .■  tu) m 


donnant  ensuite  à i les  n valeurs  o,  1,  2,. . n — i,  et 
multipliant  entre  elles  les  égalités  résultantes,  on  obtient 


r(x)r(x  + l)r(x-^^)...r(x+''^-‘) 


(1.2... ni)"m  ’ n”" 
n.v  {^n.r  1) . . . («j:  -+-  mn  — I 


('  •«) > 


£,„  désignant  toujours  une  quantité  qui  s’annule  pour 
m = ao  . Mais  l’équation  (9)  du  n^fiSi  donne  aussi,  en 
remplaçant  x par  nx  et  en  écrivant  mn  au  lieu  de  m, 


r(„x)  ^ - ( 

/?.r  ( /?x  I ) . . . { // j:  4-  mn  — i ) ^ 


\ t ) 
«1/1 


et  l’on  a par  les  deux  équations  précédentes 


r(j:)r(x4--)i 

/ 

( n — ! \ 

. . r .r  -4- I 

\ "I 

V «y 

(1.2..  . m , 



(1.2.  . .mn)  m * 


c„  désignant  encore  unequantitéqui  s’annule  pour  m =ao  . 
La  limite  du  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonc- 
tion de  n indépendante  de  x;  en  la  désignant'par  <f  (n), 
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on  aura 


(0  r (j;)  r H-  r ^ .r  + ^ j . . . r (^x  4-  = /!-"  r («x)  T («; , 

la  fonctioD  <f(n)  étant  déünie  par  la  formule 
(l  .2.  . .mi" /!“•+' 

o(/j)=hm  "^7  (pourm=oo). 


(i.2...m/7)m  ^ 


Si  l'on  fait 


1.2.3. 


on  pourra  écrire  aussi 


en  posant,  pour  abréger, 

A,  = |i.„IiMi"; 

on  a aussi,  en  changeant  ni  en  2m, 

A,  = ii,„Ei^, 

>{»  ( 2 //f/l  ) 

puis 

A.  = i^  = limfi-<.^îîlt:lim[i^^ 

A,  [,|;(m«;’j  !f(imn] 

Li}>(am)J  i|((2m/a) 

• 1 •il'  ['H'”)?  !•  ['{'('”'*11’  > 1 

mais  les  quantités  lim  tf- — L et  lim  V- sont  égale 

^ ^(am)  4i(2mn)  ° 

à At;  donc  on  a 

A,  = A"“'  et  f(n)  = ^nA"~'i 
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quaut  à la  constante  At , sa  valeur  est 


= litn 


(i  .2.3. . .m)’?.’"'*"’ 
• ^ 
(1.2.3..  .2m)/;i’ 


= lim 


v/' 


/ 2244 
^12  3 5 


2/n  — 2 

1 

2 m — I 2 m — 1 


d’après  la  formule  de  Wallis  (n”492),  la  quantité  sous 
le  radical  a ]x>ur  limite  4 ^ ou  2 7i;  on  a donc 


par  suite 


et 


A,  = v^> 


(j,(/l)  = n’(2jr) 


n — I 

(2)  r(.r)r^x  + ^j...r^x-4-^-^^  =(2,t)  ’ >r(«.r). 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  troisième  propriété 
de  la  fonction  F;  en  y faisant  n = 2,  il  vient 

r(j-)r^x  4-  ^ j = îr’2-’'+'r(2j;), 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu 
au  n°  S19. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la 
formule  (2)  est  directe  et  indépendante  des  autres  proprié- 
tés de  la  fonction  F.  Pour  déterminer  la  constante  Aj , on 

aurait  pu  se  servir  utilement  de  la  relation  F = y'n  ; 

ainsi,  en  faisant  x = ^ et  n = 2 dans  la  formule  (1),  on 
aurait  eu 

yw  = - Ÿ {2)  = — v'a A,,  d’où  A,  = y^âïr, 


Digitized  by  Google 


CBAPITSE  111. 


comme  nous  l’avons  trouvé  autrement.  Enfin  on  jK-'iit 
obtenir  très-simplement  la  fonction  comme  le  fait 
Legendre,  en  se  servant  de  la  deuxième  propriété  des 
fonctions  F ; posons  en  eflet  x = o dans  la  formule  (i), 

après  avoir  remplacé  F (x)  par  ^ et  F(«x)  par 

rf/?.r-+-i)  . , 

» il  viendra 

nx 

i,W=r(i)r(|)...r(i:^). 

ou,  en  renversant  les  facteurs, 

multipliant  ces  deux  valeurs  de  - et  observant  que 


’ ' ' ' sin  — 


9 on  aura 


v’(")  = 


^ TT  , ( //  — ï ) TT 

sin  — sin  — • • • sin 

n n n 


mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  relie  expression  est 


égal  à , donc 

a'*”' 


= /i(  27t)"“‘  et  ip  (n)  = ^ (2tt) 
comme  nous  l’avons  trouvé  plus  haut. 


AppUcuüon  de  la  théorie  des  intégrales  eulériennes  à lu 
détermination  de  quelques  intégrales  définies. 

529.  Si  m désigne  une  quantité  positive,  on  a (n°516) 

(i)  f = 
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Celte  formule  subsiste  quand  m est  une  quantité  ima- 
ginaire dont  la  partie  réelle  est  positive,  mais  cette  pro- 
position exige  une  démonstration.  Remplaçons  m par 
a — l ^ — I , et  désignons  par  R et  •!>  le  module  et  l’ar- 
gument de  la  valeur  que  prend  alors  l’intégrale  précé- 
dente, on  aura 

(2)  — C 

J Ü 

et  il  est  évident  que  cette  expression  restera  iinic  si  a est 
une  quantité  positive.  Posons 


(3)  r = atangŸ, 

(f  étant  un  angle  compris  entre  — ^ et  -l-^:Rcos‘l’  etRsind> 

seront  des  fonctions  continues  de  respectivement  égales 
à la  partie  réelle  du  second  membre  de  la  formule  ( 2)  et  .à 
la  partie  que  multiplie  y/ — i . Pour  avoir  les  diirérentlelles 

de  ces  fonctions,  on  pourra  dilTérentier  sous  le  signe  J' les 

intégrales  qui  expriment  leurs  valeurs,  et  il  est  évident 
qu’on  obtiendra  le  même  résultat,  d’une  manière  plus 
simple,  en  exécutant  la  düTérentiation  sur  la  formule  (2). 
On  a ainsi 


(4)  R. 


fl  logR 


ti  y (i 

mais  l’intégraliou  par  parties  donne 


rf'lA  a y/ — I r*  , f—, 

flf/  COS’fJg 


i)x  yP 


e-‘— p r 

= I e~^-'^-‘^‘xP-'dx, 

a — / y — 1 a — t\  — 1 J 

et  comme  la  partie  intégrée  s’annule  aux  limites  o et  00  , 
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à cause  de  fl  > O,  on  a 

r =:  R v=7 

•/u  a ’ 

ce  qui  réduit  1 équation  (4)  à 

‘l<f  COSf 

Égalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  vient 

rflogR  _ _ sin  ^ rf<^ 
dff  P cos^.’  ~d^  ~P' 

d ou 

I D C 

•ogR— — /» J ~~  =logcos/’y-l-const., 
const. 

Or,  lorsque  r ou  ip  est  nul,  on  a = o,  R = ^ 

^'—P°i  R = — cosf», 

aP  ^ 

et,  par  conséquent,  la  formule  (2)  devient 

(5)  / e-'-  ar/--  de  - coiP^ef9\ ^ 

Ja  ^ ’ 


et  l’on  peut  écrire  aussi 

(6)  / e-—''J-"‘jiP-'dx= , 

J O ( (7  / y/  _ I j/' 

ce  qui  est  précisément  la  formule  ( i ) , dans  laquelle  ou  fait 
m = a — fy' — *•  Mâ's  comme  l’expression  (a — t i f 

est  susceptible  de  plusieurs  valeurs,  quand  p est  fraction- 
naire, il  faut  bien  remarquer  que  l’argument  de  cette 
puissance  doit  être  obtenu  en  multipliant  par  p l’argu- 
ment de  a — ty  — I pris  entre  les  limites  — -et  -+-• 

‘ 2 2 

i3. 
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La  formule  (5)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


(7) 


r 


f 


' J r(») 

e~‘^coit.rax  = — — cosi’f  cospf 

r(/^)  . , 

= -77-  sinf 7 cos/77, 

’ . , rf/7) 

jrf-i  e~“  sxntxilx  — — — cos'’7  sin 777 

= __^_sin^7Sin/77, 


où  les  trois  quantités  a,  l,  ^ sont  liées  entre  elles  par  la 
relation  (3). 

530.  Nous  avons  admis  que  les  intégrales  qui  figurent 
dans  CCS  formules  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées; 
c’est  ce  qui  a lieu  eircctivement  quand  la  quantité  a est 
positive,  comme  nous  l’avons  supposé.  Mais  il  n’est  pas 
évident  qu’il  en  soit  de  même  lorsque  a est  nulle,  c’est-à- 

dire  lorsque  y = ^>  < ayant  une  valeur  finie;  dans  ce  cas, 

les  formules  (7)  ne  subsistent  que  si  p est  inférieur  à 
l’unité.  Pour  le  prouver,  il  nous  suffira  de  considérer  la 
deuxième  des  intégrales  (7);  ce  que  nous  allons  dire  s’ap- 
plique à la  première,  avec  les  cliangcments  convenables. 
La  quantité  t étant  supposée  positive,  soit 

{ — / xi'~' e~‘“ iinlx (fx, 

wx 

ou,  en  faisant  la  substitution  x = 

t 
7» 

— hit) 

(t mi:'/-' e sinzrf;; 


il  est  évident  que  l'intégrale  contenue  dans  la  deuxième 
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formule  (7)  est  la  somme  de  la  série  convergente 


— "1  + «1  — «1  . 


dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  et  décroissent  indéfiniment  quand  on  a a ^ o. 
Mais  lorsque  a est  nulle,  u„  se  réduit  à l’expression 


U, 


-4-  TO7t  /-‘sin»rfz, 


qui  ne  devient  nulle  pour  w = 00  que  si  l’on  a />  < i. 
Dans  cette  hypothèse,  la  série 

U*  — U,  -1-  Uj  — U J . • • 

est  convergente,  et  je  dis  qu’elle  a pour  somme  la  valeur 
que  prend,  pour  «=  o,  la  somme  de  la  série  précédente. 
En  effet,  si  s et  S désignent  les  sommes  des  deux  séries, 
et  S„  les  sommes  formées  par  les  //  premiers  termes, 
r„  et  R„  les  restes  correspondants,  on  aura 

S — s — (Su  — J„)  + (R„  — r,)  ; 


la  différence  S„  — s„  s’annule  avec  a ; d’ailleurs  R„  et  /•„ 
tendent  l’un  et  l’autre  vers  zéro,  quand  n augmente  in- 
définiment ; donc  S — s s’annule  pour  a=  o. 

D’apres  cela,  les  formules  (y)  donneront,  pour  a = o 

jr 

ou  O — ~l 

‘ 2. 


(8) 


^ , , r(/^l 

■J-f-'  cos  t J- (U  = cos 

tr 


2 


xP~'  sin  tx  (l.r 


Zip) 

te 


pourvu  que  p sou  compris  entre  o et  i. 
Si  l’on  remplace  F (p  ) par  sa  valeur 


r(i  — />)  sili/<ir 
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Jans  la  dernière  formule,  il  viendra 


/■ 

i/o 


2/r  r(i  — i>)  cos 


l’intégrale  reste  finie  pour  p =0,  cl  l’on  a 

(9) 

.'o  2 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  au  n°  i9-4. 

531.  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d’intégrales  définies  ; nous  allons 
présenter  quelques  exemples. 

Remarquons  d’abord  que  les  équations  (8)  ne  suppo- 
sent aucunement  la  formule  d’Euler  d’où  nous  avons  tiré 
la  deuxième  propriété  des  intégrales  culéricnnes,  et  il  est 
très-facile,  au  contraire,  d’en  déduire  cette  formule.  Ef- 
fectivement, multiplions  la  première  des  équations  (8) 

par  — et  intégrons  ensuite  de  < = o a / = 00  ; 1 in- 
tégration pourra  être  exécutée  sous  le  signe  j 1 dans  le 
premier  membre,  et  l’on  aura 

I f ' — f/r  xi’-'f/.r  = r(/))cos—  I , 

.'o  LA  ' J 2 I -h 


mais,  comme  x est  positif,  l’intégrale  / 


O 

COSt.r 


(ilesl  égale 


" Jo  > + 

à (n“  -496)  ; le  premier  membre  de  la  formule  pré- 
cédente se  réduit  donc  à — T [p),  et  l’on  a 


t-'clt 

J.  1 + 
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posant  I =jr~  ’ et  mettant  ap  — i au  lieu  dep,  il  vient 

J P”'  f/x  TT 

I -l-x  sin/>7r’ 

ce  qui  est  la  formule  démontrée  au  n”  489.  Notre  ana- 
lyse suppose  ici  que  p est  compris  entre  o et  mais  la 

formule  précédente  subsiste  pour  les  valeurs  de  p com- 
prises entre  o et  i,  car  l’intégrale  du  premier  membre 

reste  la  même  quand  on  change  x en  - et  p en  i — p. 


532.  Soit  q un  nombre  compris  entre  o et  i,  et  sup- 
posons p~^  q.  Multiplions  chacune  des  équations  (7)  par 


n-'  lit  = ai  t.angî-'  ç 


do 


et  intégrons  ensuite  de  t = o à i = -f-oo  ou  de  ç = o 
à y = dans  les  premiers  membres,  l’intégration 

pourra  être  exécutée  sous  le  signe  ^ et  l’on  aura 


.rf-'  tr-‘ 


xr-'  e— 


^ n cos/x  dt  1 dx  = cosl^J-'  ç sin»~'  tf  cospif  d<^, 

rt 

J'  ll~'  sin  fx  rf/J  f/x  = j'  cosi‘~^~'  f sinî~'  y sin  »/ y. 


D’après  les  formules  (8),  les  intégrales  relatives  à t 
qui  Ggurent  dans  les  premiers  membres  des  précédentes 
équations  ont  respectivement  pour  valeurs 


X7 


r(<7)  . i/ir 
— — sin  — : 
xv  2 
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CCS  premiers  membres  sont  donc 

/•  » 

r(7)cos  — / xP-’i-' 

<7  tr  * 

T[q)sïn  — / jrf-?-' c-*' rf.r, 

^ */o 

OU 

r(/»  — ‘/)r(7)cos^  r(/>  — 7)r(y)sin  ^ 

fiP-i  ’ «r-î 

on  a donc 


Si  l’on  suppose  q = P — i , on  aura  F — q)  = i, 
r [q)  = et,  par  suite, 


I Ç sin'^’y  cos/jyrff  =:  ■ — — sin^, 
('»)  j % 

f I siaf-\sinpyc/fz=  — —^cos^, 


dans  ces  formules  (12),  le  nombre  p est  supposé 

Dans  les  formules  (i  1),  q doit  être  <^i  ; mais  comme 
les  membres  de  chacune  d’elles  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  q toujours  égales  entre  elles,  l’égalité  aura  lieu 
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encore  pour  q = \\  on  a ainsi 


(.3) 


I COS/’“^f  COS/#y  r/y  = O, 

J O 

\ 


U: 


cosi’~’  y sin/j  ^ </(])  = 


/j  — i 


Ces  formules  supposent  encore  p'^i  \ il  faut  remarquer 
qu’on  peut  en  tirer  les  formules  (ta)  par  le  changement 

de  f en  ^ — J,  et  inversement. 


Si  l’on  remplace  r (fl)  par  . ’’ , dans  la  se- 

‘ w ' 1 sinçTr  r(i  — y) 

conde  équation  (il)  et  que  l’on  fasse  ensuite  q = o,  il 

viendra 


(>4) 


cos/>->!Î?ZLT,/ 


SIDljl 


5T 


dans  cette  formule,  p doit  être  positif  ; mais  l'intégrale  a 
une  valeur  constante  indépendante  de  p.  ^ 


533.  D’après  ce  qu’on  a vu  au  n”  529,  on  peut  écrire 


et,  en  multipliant  par  la  fonction 
supposé  positif. 


r*V-' 


(l-fx^/— l)" 


OÙ  a est 


I i—' e~' dz 

(i-f-x»)"  ~r(n)  + 


Multiplions  encore  de  part  et  d’autre  par  dx  et  in- 
tégrons de  X—o  à x = aoj  l’intégration  pourra  être 


Digitized  by  Google 


ao2 


CALCUL  IKTÉGIVAL. 


exécutée  sous  le  signe  J*  dans  le  second  membre,  et  Ton 
aura 

(.5)  r rr 

Jo  (>+-^’)*  r[n)X  Uo  (,  + xv-rrJ“ 


f/z. 


On  a aussi 

I _ I r* 

{i+xv/=rr~i^j„ 

et,  en  multipliant  par  xf~' 
xP-<  d.r  dr  r* 


e-r^i+xd-Ojy^ 


ir  n 

:")Jo 


(i+xvCT7)"  r 
intégrant  (le  X = O à .r  = oo  , il  vient 


I g-/  g(a+,-jr}j^/-,  . 


'.fit  , f*rf“  _ l 

/ 7 I I •r/’-'<rC'+-7)*v-'f/x 

Jo  (n-.ry/-,j'‘  r(«)J„  y 

Uesignons  par  F(7 ) * valeur  de  chaque  membre 

delà  formule  (i  6),  la  formule  (i  5)  deviendra 
I j'’~'  (cosffx  -h  ^ — isin«.r)./x  I 

Ja 


(I  -f-x’)* 


[r( 


X*> 

(G+ 


égalant  entre  elles  les  parties  afl’ectées  du  facteur  ^ — i , 
et  faisant  ensuite  p =o,  on  aura 


/®  sin  n.r 


~ dx  = - — 

r [r 


I /•“ 

I H 


e~‘  dz. 


La  valeur  de  H est  donnée  par  la  formule  (i6).  On  a, 
pour  le  cas  de  />  = o, 

H /*°°r  r * sin  -t- -S  — J 1 

“=A  U — J 
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or  le  facteur  entre  crochets 


f 


' sin  (n  -4-  Z — jr).T 


ao3 
dx  est 


égal  à 4-  ^ ou  à — ^ (n“  493),  selon  que  y est  infé- 
rieur ou  supérieur  à a 4-  z ; donc  on  a 


r a Z 

r* 

1 J— 

/ j'-'e-r  dy 

L •/O 

et,  en  dilTércntiant  par  rapport  à a, 
rfH 


fia 


= -h  z)’-‘ 


En  différentiant  aussi  l’équation  (17)  par  rapport  à n, 


on  a 


i 

J O 


cos /IX 


dx  : 


I 

("))Vo 


z’-'e~‘dz. 


et  on  obtient  enfin  la  formule  suivante  que  nous  voulions 
établir  : 


{■ 


„ cos  a.rdx  tt  ' 

J O (i+^’r'^iï'T'OJVo 


Z"-'  (/I  -t-  z)"- 


où  n désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  « 
est  un  entier,  on  a 

i = n — ( 

. 1'^  cos nxtlx 7r<r-*  ^ T (2// — 1 — /)  . 

Jo  (i  -+-x'j"~  2=—  r(//J  ^ F(i  4-  i)  r{«  — /)  ■ 


Pour  n = I,  on  retrouve  la  formule 
cos /IX //x  ir 

O 

déjà  obtenue  au  n”  496.  Pour  « = 2,  on  a 

X 


cosnxdx 


tJx  -a  , , 

— = 7^  (i  4-  a)  e-‘. 

I 4-  x’)i  4 ' 
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534.  La  formule  (i8)  va  nous  conduire  à d’autres  in- 
tégrales déCnies  qui  ont  quelque  importance. 

Reprenons  la  première  formule  (7),  savoir 


r 

*j  rt 


xP- 


cos  tx  dx 


r(y>) 

nP 


COSfç  COS/>y, 


OÙ  l’on  a 

multiplions-la  par 


t = «tangy, 


dt 


ady 


cos’f  (H-a’tang’(f)" 

Cl  intégrons  ensuite  de  / = o à t = » ou  de  qj  = o à ^ ; 

en  effectuant  l’intégration  sous  le  signe^ » dans  le  pre- 
mier membre,  on  aura 

TT 

O)  r-r  r-  cos, rd,  l ^ rf^)  p cosP-ycosp^y  ^ 

Mais,  d’après  la  formule  (18),  l’intégrale  relative  à t qui 
figure  en  facteur  sous  le  signe  j'i  dans  le  premier  membre, 
a pour  valeur 

ou,  en  mettant  ofj'  au  lieu  de  z,  xdy  au  lieu  de  dz. 


Tk-i:-' 


Si  donc  on  multiplie  par  xP~'e~"‘dx  et  qu’on  intègre 
de  O à 00  , on  obtiendra  un  résultat  dont  la  valeur  sera 
celle  de  l’intégrale  contenue  dans  le  premier  membre  de 
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la  formule  ( 20)  ; on  a,  par  conséquent, 

» oc  r /*  30 


2o5 


_ /'*  * r /*  • 

îïvio  [io 


I 4-  (ly 


r f /)  ) r ’ cos'’“'  9 cos  /»  9 rf?  _ 

Jo  (1  + «’tang=9/  ’ 


dans  le  premier  membre,  l'intégrale  relative  à x a pour 
valeur 


V [2 n + />  — I ) 


donc 

/ T 


cos^~’cns/J9f/9 
( I 4-  «’  tang'f  i" 


= Tnf~' 


rf2«  -I-  />  — 

r (p)  p’(7ô" 


r"~'  ( I -i-  .r  V'~'r/r 
(«4-14- 


Lorsque  « = i,  l’intégrale  qui  figure  dans  le  second 
membre  se  réduit  à 


I /’*  r''-'dr  _ I r(«lr(/j) 

2’''-^/’-'  J ^ (1  4-/)"^''  “ 2'"+/’-*  r (n  -(-  ’ 

on  a donc 


’ îT  r ( 2 « 4-  « — I ) 

Jg  r /r  y r ^„)  r y,) 

ou,  en  faisant  />  4-  an  — 2 — r/, 

T 

Cette  formule  (22)  a été  démontrée  pour  la  première  fois 
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ao6 

par  Cauchy.  Dans  le  cas  de  q — p,  elle  se  réduit  .à  une 
formule  obtenue  par  Poisson,  savoir  : 

7C 

(23)  J lOSl’ffCOSpfJf=~p 

Si  l’on  fait  n = i dans  la  formule  (ai),  l’intégrale  du 
second  membre  se  réduit  à 


(/r  I 

-t-  7.jr)P+'  ip  [n  H-  ’ 

ou  a donc 

, co»P <(  cosp  If  d If  7t  nf~' 

Jo  cos'y  + n’ sin'Ÿ  2(a-+-i)/'’ 

ce  qui  se  réduit  à la  formule  (a3)  quand  on  suppose 

« = I . 


Sur  i évaluation  approchée  du  produit  i . a . 3 . . . x, 
quand  x est  un  grand  nombre. 

S3o.  Le  logarithme  du  produit  des  x premiers  nom- 
bres entiers  peut  être  exprimé  par  une  série  qui  procède 
suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  x.  Cette 
série  célèbre  est  celle  de  Stirling,  et  elle  a fait  l’objet  des 
recherches  d’un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels je  dois  spécialement  mentionner  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmstcn  et  M.  Liouvillc.  Mais,  parmi  les  démons- 
trations diverses  qu’on  possède  de  cette  formule,  je  ne 
crois  pas  qu’il  y en  ait  de  plus  simple  que  celle  que  j’ai 
présentée,  il  y a quelques  années,  à l’Académie  des 
Sciences,  et  que  j’ai  reproduite  en  partie  dans  la  troi- 
sième édition  de  mon  Cours  d' Algèbre  supérieure.  J’ai 
montré  que  la  formule  connue  de  Wallis  suffit  pour  éta- 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  III. 


ao; 

blir  complètement  celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est 
si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  en  ({uelquc  sorte 
être  regardée  coiuine  une  transformée  de  la  première. 
Ces  développements  se  rattachent  essentiellement  à la 
théorie  des  intégrales  culériennes,  et  je  crois  utile  de  les 
présenter  ici. 

536.  La  formule  de  Wallis  est  (n”  192) 


TT  _ 2 a 4 4 

â”“7'3'3  5 


2T — 2 2JT—  2 1.x 

(pour  .r  = 35  1, 

IX  — 2 2X  — I 2X  — I 


et  elle  prend  la  forme  très-simple 


[y(2X)]* 


(pour  .r  = X ), 


ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

(P0“’’ ■^  = =o)> 

(f  ^2XJ 


si  l’on  désigne  par  y (cr),  soit  l’expression 
1.2.3. . .X 
\jl  TX  > 

soit  le  produit  de  cette  même  expression  par  une  exponen- 
tielle de  la  forme  a'',  a étant  une  constante  quelconque. 
La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  e la  base 
des  logarithmes  népériens,  on  pose 


[ . 2 . 3 . . . .r 


y 2 7TC  ' X * 

On  tire  de  la  formule  (2) 


(3) 


OU 
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la  caractérislique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. Or  on  a,  x étant  > i , 


log 

d'où 


/ I \ I I I ( — t)*-' 

( I H ) — ; -4-  -r—  — ...-+■  h 

\ X j 3-  nx“ 


n — I I — II" 


donc 


(5) 


log 


I2X' 


i(x) 


I I 


2/J  («  -I-  l)  X" 


I2x’  12X*  4°'^‘  " 2n[/l  + \)  x" 


-h.... 


Dans  cette  série,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs:  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  n au  précédent  est 


-h  n — 2 X ’ 

«* 

ce  rapport  est  égal  à - pour  n = 2,  mais  il  est  inférieur 

à ^ pour  toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à 2;  donc, 

lors  môme  que  x se  réduirait  à i,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à partir  du  deuxième 
terme.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  l’on  a 


ou 

(6) 


log 


?(j) 

y(x-+-i) 


l)  I2X=’ 


T ^ f l'jx’ , 
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Mais  on  peut  assigner  une  limite  (Je  — ^ , inférieure 

? V-»-  + ') 

à la  précédente,  et  comme  elle  nous  sera  utile  plus 
loin,  il  convient  de  l’indiquer  ici. 

Si  l’on  multiplie  la  formule  (5)  par  x -f-x,  il  viendra 


{jr  -h  l)  log 


?(-^)  _ 

y [x  -i-  l)  (ix  I20x^ 

(n  — 3)  { — l)"*' 


) « («  -I-  1)  x"“' 


dans  cette  série,  le  terme  en  — manque;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  — au  terme  en  — ^ a pour  valeur  absolue 

.V"  X"-' 

(/r  — i)(«  — 2)  I 


(«  — i)(n  — 2)  2 («  — 4) 

ce  rapport  est  égal  à ^ pour  n = 4»  mais  il  est  inférieur 

à - pour  n > 4-  Donc  les  termes  dimintient  à partir  du 
deuxième,  lors  même  que  x serait  égal  à i,  et  on  a 


ou 

{7) 


{x  4- 1 ) log  <;  — î- , 

” y(x  + 1)  ^ I2X 


« ( x) 


® y(x  -1-  l)  I2x(x  + l) 

La  formule  (6)  montre  que  l’on  a 


(8) 


60  étant  un  nombre  positif  inférieur  .à  — ; on  aura  aussi, 

1 2 

en  cLangeant  x en  x 4-  i , x 4-  2, . . . , 2 x — i , et  en  dé- 

II.  i4 
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signant  par  0, , 0, , . . . , ô^_, , des  nombres  compris  entre 


0, 

Mulliplions  etilre  elles  les  égalités  (8)  et  (9)  ; comme  la 
somme  des  x fractions 


_0,  0, 

■ + I { j:  -f-  2 


9,-, 


(2x  — ip 

est  moindtc  que  ^ X x ou  que  — — ? ou  aura 

a(jr) 


(10) 


<f(2X) 


6 étant  un  nombre  compris  entre  o et  et  par  suite 


('■) 


f(2x) 


(pour.r  = »] 


Si  maintenant  on  divise  la  formule  (i)  par  la  formule  (11), 
il  viendra 


(12) 


ÿ(x)  rr;  I (pour .r  = as), 


c’est-à-dire,  à cause  de  la  formule  (2), 

(i3)  I . 2. 3 . . . .r  = y 2n-  c"  ' x'*^^  ( I -f-  e^), 


ï,  désignant  une  quantité  positive  qui  s’annule  pour 
X = 00  , et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  limite 
supérieure. 
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ai  I 


(>4) 


r(x-i-i)  = I.2.3...r; 


et  je  dis  qu’on  peut  obtenir,  par  ce  qui  précède,  une  ex- 
pression exacte  de  la  fonction  r(x-hi),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  mcinc,  une  expression  du  logarilbmc  népérien 
logF  (jr-l-  i)  lorsque  x est  cuticr.  On  a d’abord,  par  la 
formule  (a), 

(i5)  log  r (x-f- 1)  = — logaTT  — X |x  -I-  logx  -I-  logç(x), 

et  on  a ensuite  identiquement 


Iog,(x)=log^-^^^ 


log 


4- i) 
?lx-(-al 


y[x  -t-  m) 

+.  log-  — . -I- log^(x  4- OT  -t- il; 

f[j:  -(-  «/  -t-  I)  ' 


mais  si  l’entier  in  croît  indéliiiiincnt,  ( j-  m -)-  i)  tend 

vers  l uiiité,  d’après  la  formule  (la),  et  son  logarithme 
tend  vers  zéro  ; on  a donc 


i6) 


2 1.8 

y(x  -t-  III  -t-  ij 


ou,  d’après  la  formule  (4), 


m « 

(■7)  •%’?(■')  =-■  [(•'■+-  y K'  (■  + - >]  • 

ni  =0 

et  l’on  aura  en  conséquence 

/logr(x-f-l)=;^loga7r  — x -f  ^x -|-  ^ j logx 
fi8)<  "•  = « 


-2  K 


x-l-m-t- 


i)l„g(,4- 

7.1  X+llll 

'4- 
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Cette  formule  (i8),  qui  a été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de  la 
simple  formule  de  Wallis. 

5Î18.  Comme  la  quantité  logij)  (x)  est  positive,  la  for- 
mule (i5)  nous  donne  d’abord 

(19)  logr(.c  H-  l)  ^ log27r  — X -i-  ^ j logx. 

Ensuite  nous  aurons,  par  la  formule  (16),  à cause  de 
l’inégalité  (7), 

or,  la  fraction  -7-^ - sc  décompose  en 

’ (x -t- m)  (x -t- /«-(- 1) 

I I 

■r  m X -t-  m -t-  I ’ 


donc  on  peut  écrire 



\x  2 X 3 / 

La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  foi  - 
mule  a pour  somme-,  et  l’on  a en  conséquence 

logo(x)<-^^, 

puis 

(20I  logr(x  H-  1)  -<1  - log27T  — X -h  (j'-h  — I logj:  

Les  formules  (19)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 
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que  nous  voulions  irouver.  En  revenant  des  logarillinics 
aux  nombres,  on  obtient 

/ —J 

I I .a.3. . ^ > 

à , — X +■  — J 

' I . 2. 3.  . .4:  V 2 jr  e ‘^*4: 


Extension  des  Jbrmules  précédentes  au  cas  oit  x nest 
pas  un  nombre  entier  positif. 

o3U.  L’analyse  préciklente  suppose  que  x est  un  entier 
positif;  mais  le  second  membrederequation  (i8)du  n'^oSt 
est  une  fonction  dans  laquelle  x est  susceptible  de  rece- 
voir une  valeur  quelconque;  eu  exceptant  le  cas  où  x est 
un  entier  négatif,  la  série  qui  figure  dans  la  formule  citée 
est  toujours  convergente;  car  ses  termes,  ainsi  qu’il  est  aisé 

de  s’en  assurer,  décroissent  comme  ceux  de  la  série  ^ —■ 

nr 

Cela  posé,  je  dis  que  la  formule  dont  il  s’agit  subsiste, 
quel  que  soit  x,  en  se  conformant  à la  définition  générale 
que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  F.  Cette  définition 
est  exprimée  par  la  formule  (8)  du  n“;il21,  qui  donne,  en 

remplaçant  X par  x-+-i  et  en  écrivant,  sous  le  signe 
m -t-i  au  lieu  de  m. 


ogr(a:+l)=2 


Pour  prouver  l’identité  des  valeurs  de  logr(x-f-i) 
données  par  la  précédente  équation  et  par  la  formule  (18) 
du  n"  î)37,  il  suffit  de  les  dillérentier  deux  fois;  nu  tire 
de  l une  et  de  l’autre 

m =■* 

rf’ logr(j 1) I 

rfjr’  ^ (x  -H  m -(-  I J’  ’ 
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Jes  seconds  membres  des  deux  formules  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales;  en  conséquence  ils  ne  peuvent 
dillércr  que  par  une  fonction  linéaire  de  j*;  mais  comme 
ils  sont  égaux  par  les  valeurs  entières  cl  positives  de  x,  il 
s’ensuit  <jue  leur  dill’ércnce  se  réduit  nécessairement  à 
zéro. 

Formule,  de  Stirling. 

oiO.  11  est  facile  d’expiimer  la  fonction  logip(x)  par 
une  intégrale  définie.  On  trouv<-,  en  dilVérentiant  deux 
fois  de  suite,  la  formule  (i^)  du  n*’  537, 


— y Fioefi-t-- 

2 X L ‘ ' X -f-  «/  / X + //I 


rf'logy(oj_  ^ l_  ^ y, I 

r/x’  X 2X-  ^ (X  -H-  w)’ 

rn—tt 

Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  z, 

I r*  I /** 

-=  e-*-r/a,  -=/  e-**arfa; 

* Jo  Jo 

si  donc  la  variable  x reste  positive,  on  aura 

m =.0 

et,  comme  la  quantité  ^ e”'"®  est  égale  à 


iP  Ine®  fx) 
dx 


) on  a 


>/Mogy(x) 

dx^ 


a 

% 


,u-. 


intégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fonctions  logo  (.a) 
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rflospl-r) 

dx 


s’annulent  pour  x = oo  , il  vient 


(■) 


logi>(x) 


f/a. 


En  portant  cette  valeur  de  log^lx)  dans  l’équation  (i5) 
du  n"  S37,  on  aurait  une  expression  de  logr(x-f-i) 
qui  a été  donnée  par  Caueliv. 


«Î4I.  De  là,  on  peut  tirer  la  formule  de  Stirling,  mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  transformer  la  for- 
mule ( I ) ; l’équation 


donne 


r(i  -I- J")  r(i  — — 


TfX 

Sin  7TX 


loj'  r{  I -H  x)  -4-  logr(l  x)  logTTX  — log  sinTTX, 

el,  en  diirérciitiani, 

rflogr(i-f-x)  ^logrfi — jr)  î cos  TT  .r 

tLr  (tx  X.  sinTTX 

d’ailleurs  on  a,  par  la  formule  (i8)  du  n°  537, 


f/logr  (i  -f-x) 
dx 

el,  en  cliangcant  x en  — x. 


C -|-  ( I 


f/Iogr(i  — x) 

dx 


Si  donc  on  porte  ces  valeurs  dans  l’équation  (a),  on 
aura 

_ __  1 ^ 

X-' a’ — x‘ 3- — x‘"*”'  ' X ^ 
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Celte  formule  n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la 
valeur  de  col~x  en  une  série  indéiinic  de  fractions  sim- 
ples , et  que  nous  avons  démontrée  au  n“  491  ; nous 
aurions  donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ; 
mais,  outre  qu’elle  est  établie  par  ce  qui  précède  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  il  n’était 
pas  sans  intérêt  de  la  rattacher  aux  formules  que  nous 
avons  données  dans  noire  théorie  des  fonctions  F. 

-■ 5 la  formule  précédente  deviendra 


Sil’c 


t pose  ; 


(3) 


/ 1 I I \ 

â\l  — 2 -I-  a’’ 


et  on  aura,  par  la  division, 

I I a’ 


4 rn'iz'  ■ 


( a /«  n )’  ( 2 «UT  )• 


(2OT  r) 


,q=0- 


4 


dont 


(■)„  désignant,  pour  abréger,  la  quantité  y- 

la  valeur  est  comprise  entre  o et  i.  Donnons  à m les  va- 
leurs I,  2,  3,...  jusqu’à  l'intini,  ajoutons  ensuite  tous 
les  résultats,  et  remarquons  t[ue  si  l’on  pose 

M =r  K Ml  = * 

m = 1 /M  s i 

O sera  nécessairement  compris  enlie  o et  i;  on  aura,  à 
cause  de  la  formule  (3), 

)rn^  » m =:  «e 

= 2 y ^ ’V  ' H-... 


y - qr  aea’"  y ' 


(2/n  jr)" 
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et  si  l’on  fait  * 


0 étant,  nous  le  répétons,  une  (juaiitité  comprise  entre  o 

et  I. 

Ce  résultat  remarquable  est  dîi  à Caucliy;  la  fonction 
de  »,  qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (5), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  a comprises 
dans  la  formule  a.=.ikT:  \j — i,  A étant  un  entier  positif 
ou  négatif,  mais  différent  de  zéro;  il  en  résulte  c[ue  cette 
fonction  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  a dont  le  module  est  inférieur  à ar,  en 
sorte  que  l’on  a,  dans  celte  hypothèse. 


la  formule  (5)  subsiste  pour  toutes  les  réelles  de  a,  et 
elle  fait  connaître  l’expression  du  reste  de  la  série  (6), 
lorsque  l’on  s’arrête  au  terme  du  rang  n. 


Si2.  Les  coefficients  B,,  B,,  Bj,.  . qui  figurent  dans 
les  formules  (5)  et  (6),  sont  connus  sous  le  nom  de  nom- 


Digitized  by  Google 


C*LCÜL  INTÉGRAL. 


ai8 

bres  de  Bernoitfli;  l’équalion  (4)  fait  coimaîtrc  l’expres- 
sion générale  (lu  n‘""'  nombre  de  Bernoulli  ; mais  celte  ex- 
j)ression  contient  la  transcendante  ::  et  en  outre  la  somme 
d'une  série  indéfinie.  Il  est  facile  de  calculer  successive- 
ment les  nombres  B qui  sont  tous  rationnels;  à cct  efl’et, 
considérons  l’équalion  (6)  où  nous  supposerons  a air 

pour  la  convergence  de  la  série;  si  l’on  remplace 

I -t-  c* 

par  la  valeur  égale  . il  viendra 


remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 
on  a 


1 . 2 


= (- 

x(. 


a» 


1 . a 


I . a . . . ( a //  -f- 1 ) 

B 


+ 


■■■') 


I . 2 . . . 2 // 


y 


les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  des  séries  con- 
vergentes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d’èlrc  conver- 
gente quand  on  réduit  ses  termes  à leur  valeur  absolue, 
car  la  série  (6)  reste  convergente  quand  on  remplace  a 
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par  o£  y/ — I,  puisque  la  seule  condition  de  convergence 
est  que  le  module  de  a soit  inférieur  à ar;  il  s’ensuit 
que  si  l’on  cllectue  le  produit  des  deux  séries  qui  (igurcnl 
dans  le  second  membre  de  l’équation  précédente,  et  qu’on 
ordonne  le  produit  par  rapport  aux  puissances  de  a,  on 
reproduira  iJenti([uemcnt  la  série  contenue  dans  le  pre- 
mier membre.  En  procédant  ainsi  et  en  égalant  de  pai't  et 
d’autre  les  cocllicicnts  de  a’",  on  trouve 


B. 


I .2...(2/l -t- 1)  2 1.2  . .2/1  1.2.  ..(2// — 1)  1.2 

I B. 


I.2...(2« — 3JI.2.3.4 

(_  B, 

I 1 . 2 . . . 2 // 


1.2. ..(2// — 2/x4-l^  l.2...2p 


équation  qui  déterminera  B„  si  l’on  connaît  B,,  B,,..., 
B„_,  ; en  y faisant  successivement  « = i,  2,  3,...,  011 
obtient 


, H B,  : 

3 2 


l^^B, 

1 2 


B, 


B,  = c 
fv5_4 

2.3.4 


B,  -t-  B,  = O, 


I I 8_  8.7.(>  8.7.fi.54„ 

K _ B, f -,  B,  -t-  ' , ^ ; B,  - B.  O. 

g 2 2 2.3.4  2.3.4.5.t) 


d’où  l’on  tire 


®'  = 6’ 

®-=3^’ 

B,= 

42 

B — 

“'”2730’ 

R — ’ 
®’-6’ 

I 

3Ô’ 
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La  suite  des  nombres  de  bernoulll  est,  comme  on  le  voit, 
d’abord  décroissante,  mais,  à partir  de  B,,  elle  devient  in- 
définiment croissante. 

643.  Revenons  maintenant  à la  formule  (i),  qui  donne 
l’expression  de  logy  (x).  Cette  formule  sc  réduit,  en  fai- 
sant usage  de  l’équation  (5),  à 

= e— «Wa  + ... 

-4-{— l)"-'  / 

I.2.. 


)n , r*ee-“'«’"rfa. 


Or  on  a 


£ 


I . 2 . 3 . . . ( U — I ) 
x/* 


pour  tonte  valeur  de  l’entier  p;  eu  outre,  comme  la 
quantité  O reste  comprise  entre  o et  i,  l’intégrale 

0e““'^a’"i/acstpositiveetiuférieureà  / e"" 

O v O 

c’est-à-dire  inférieure  à — -"‘^^.^7— - j on  pourra  donc  la 

, .1.2. 3..  .2/1  . 

représenter  par  & — » en  désignant  par  0 une 

quantité  comprise  entre  o et  i.  D’après  cela,  la  valeur 
précédente  de  logo(x)  devient 


I logï(.r): 

f -l-(-i)"0 


A 1 _ 1 + . . . + ,)-■ g"-  - - 

1.2  X 3.4  {2n  — i)2/»x“-‘ 


(2/»  -t-  i)  (2/ï  2)  x’*"^' 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l’équation  (i5)  du  n°637, 
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on  aura  pour  toute  valeur  positive  de  .r, 

i . / ^ ' X / ' \ 1 B,  I B,  I 

^ logr(x+,)=-log,«-x+(^x  + -jlogx+— 4-... 

< 

I 


+ (->)-' 


[2n  — i)  9.H  X-' 


■ i)"9 


1 

(2n  -t-  l)  (an  -i-  a)  x^ 


la  qiianlité  6 qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous 
devons  le  répéter,  toujours  comprise  entre  o et  i. 

Si  l’on  prolonge  à Tiulini  la  série  du  second  membre, 
on  a la  formule  de  Stirling,  savoir  : 

j logr(x-t-i)  = ilog2,r-x-H  ^^x-t-ljlogx+ A +... 

( 


(->)"- 


I 


(2« l)  2/1  x’' 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  série  est  divergente,  quelque 
grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à x;  en  effet,  la  va- 

B**  I 

leur  absolue  du  ternie  général  ( — 1)"~'  , - -, 

° ' ' (an— i)2«x="-' 

est  égale,  d’après  la  formule  (4),  au  produit  des  deux 

quantités 


I 2 3 

2ltx  27TX  215X 


2/1  — 2 I / I I \ 

I 1 ~ ^ -f-  , , , j , 

2 7TX  27r^x\  2*"  3’**  / 


La  seconde  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite  

2n'x 

quand  n augmente  indéfiniment;  la  première  expression, 
au  contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car  elle 
est  un  produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à i sont  eu 
nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
supérieurs  à i,  et  môme  à telle  quantité  que  l'on  voudra, 
peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  11  ré- 
sulte de  là  que  les  termes  de  la  série  (lo)  croissent,  à 
partir  d’un  certain  rang,  au  delà  de  toute  limite,  et  en 
conséquence  cette  série  est  divergente. 
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St4.  Mais  il  est  très-remarquable  que  la  série  de  Stir- 
ling, malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très- 
exact  et  très-commode  pour  calculer  logl'  (x-f-i),  et  l’ap- 
proximation que  l’on  peut  obtenir  par  cette  voie  est 
d’autant  plus  grande  que  x est  plus  considérable.  Kllee- 
tiveincnt,  si  x est  supérieur  .i  i,  les  termes  multipliés  par 
les  nombres  B dans  la  formule  de  Stirling  vont  d’abord 
en  décroissant,  et  l’on  voit  par  la  Ibrmule  (9)  que  l'crrcui 
commise  en  faisant  usage  de  la  formule  (10)  est  toujours 
moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des  termes  nô- 
gligcs.  On  aura  donc  la  plus  grande  approximation  pos- 
sible en  s’arrêtant  au  terme  qui  précède  le  terme  mini- 
mum, et  ce  terme  minimum  lui-même  donnera  une  limite 
supérieure  de  l’erreur  que  l’on  aura  (ommise.  Par  exem- 
ple, si  l’on  néglige  complètement,  dans  la  formule  (10), 
les  termes  multipliés  parles  coelTicicuts  B,  l’erreur  coni- 

....  . n,  I , I . 

mise  sera  positive  et  inlerieurc  a ou  a 1 a cause 

‘ 1 . 2 X 1 2X 

de  B,  = g;  on  aura  donc 

^ logr  (x  -t- 1)  1 log  2JT  — X -I-  ^x  -)-  1 j logx, 

(il)'  ^ ^ 

I log  r(x  -t-  I ' - log  2rr  — X -I-  ^x  -t-  - j logx  -4-  -- — , 

ou,  en  revenant  des  logaritiimes  aux  nombres, 

i r(.r -I  l)>  v^27rc--'x''’‘»i 

f r (x -4- I ) <^  y 27re~*x*''' = c'’*, 

comme  nous  l’avons  déjà  trouvé  au  n”  538. 

En  parlant  de  ces  formules,  ou  peut  obtenir  deux  li- 
mites du  nouibrc  de  Bernoulli  B„,  dont  l’une  nous  sera 
utile  dans  ce  qui  va  suivre.  Eu  posant,  pour  abréger, 
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on  a,  par  la  formule  (4)^ 


_ n _ 

" «ÏO— I— î-«  * ‘ —2’ 


d’où  l’on  lire 


aa3 


B,+,  {7.n  -h  i)(  J. n -h  1)  S B„ t .t.  3.  . .7, fl  S-,, 

B.,  l\n‘  S..,  B,  S,  ’ 

mais,  comme  décroît  quand  fi  augroonle,  on  a 

B,  + ( ^ {7/1  -h  1)  (7  fl  -i-  7.)  B,  ^ I . 2 . 3 . . . 2 n 

~b7  ~ ’ b|  ^ a’*-'  ’ 


ou,  à cause  de  B,  = 


I 


(.3) 

(<4) 


Brt+i  Bfl 

{•ill  -h  l)  (7fl  -\  7)  4’^‘ 

I r(2/)-f-l) 

Il  •*  * 

(2  (2  7T/"^- 


La  formule  (i4)  donne  une  limite  supérieure  de  B„;  on 
aura  une  liruiie  inférieure  du  même  nombre  eu  rempla- 
çant S,„  par  I,  clans  son  expression  exacte;  il  vient  ainsi 


(.5) 


B„; 


l’(  2n  -+-  1) 

2l,-i 


Si  l’on  remplace  F (an  i)  [>ar  sa  limite  supérieure, 
tirée  des  inégalités  (la),  dans  la  foi-mule  (i4))  et  P“*' 
limite  inférieure,  dans  la  formule  (>5),  ou  aura 


(16) 


(2.r 


B„  2 


le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B„  est  ~ e“". 
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54ü.  Les  formules  que  nous  venons  d’établir  ont  été 
données  par  Caucby;  elles  pernieltenl  de  déterminer  fa- 
cilement l'approximation  avec  laquelle  on  peut  calculer 
logF  (x-t-  i)  par  la  formule  de  Stirling. 

Désignons  par  h„  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette 
série  qui  dépend  du  coefficient  B„,  on  aura 

_ B„ i_  (a«  — i)  in 

(a« — B,  {2/« + 2) 

la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  à cause  de  l’iné- 
galité (i3), 

'<■■+1  (?■/?  — 1)  in  ^ 

H,  4 

et  l’on  aura,  à plus  forte  raison. 


Donc  u„^i  sera  inférieur  à n„  tant  qu’on  aura  n <[  3x  ou 
« = 3x.  Ainsi  quand  X est  plus  grand  que  i,  la  série  de 
Stirling  est  décroissante  dans  les  premiers  termes,  et  si  x 
est  un  nombre  entier,  ce  décroissement  aura  certaine- 
ment lieu  jusqu’au  terme  de  rang  3x,  lequel  sera  lui- 
méme  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  e„  la  valeur  absolue  de  l'er- 
reur commise  en  s’arrêtant,  dans  la  série  de  Stirling,  au 
terme  multiplié  par  B„,  on  aura,  comme  on  l’a  vu, 


^ B,^,  I 

CT  — , 

(2/ï  -t-  l)  (2«  -t-  2)  X"""*-' 

et,  à plus  forte  raison,  à cause  de  l’inégalité  (i3). 


- ^ 
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et  enfin,  à cause  de  la  première  des  inégalités  (i6). 


(>7) 


(i 


[ait 

X 


limite  qu’il  est  facile  de  calculer  par  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que  si  x est  entier,  le  décroissement  des 
termes  de  la  série  a toujours  lieu,  jusqu'à  ce  que  n soit 
égal  à 3x;  si  l’on  fait  n =;3x,  la  formule  (17)  devient 


1 

2 


i J-. 

’ x~  ’ 


et,  parce  que  x est  au  moins  égal  à 1 , on  aura,  à plus  forte 
raison, 


mais  on  a 


■ /3\'  ^ -J 


donc 


e”  _ 0, 39340;)..., 
‘«<",393409...^^^  > 


OU,  en  prenant  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  mem- 
bres, 

(18)  logtj,  < 1,594844  ^ (3,3942331)  X. 

Pour  X = I , on  a déjà 

iogi,<4, 9890775, 


/ ^ ' 

et  par  conséquent  Sj  ; pour  x = 10,  on  a 

•%’«:.<  27 >"Î7' 75. 

et  l’on  voit  que,  dans  cet  exemple  de  x=io,  on  peut 
II.  i5 
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pousser  le  calcul  de  logP  (a: + i)  jusqu’à  la  vingt-sixième 
décimale,  en  s’arrèiaiii  au  terme  multiplié  par  Bjo- 

La  formule  (17)  montre,  comme  nous  l’avions  an- 
noncé, que  la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer 
généralement  log  F (x -1-  i)  avec  une  approximation  qui 
sera  d'autant  plus  grande  que  x sera  plus  considérable. 

;ii6.  On  obtient  des  formules  utiles  en  différentiant 
une  ou  plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling;  mais  comme 
eette  dernière  renferme  une  série  divergente,  il  en  sera 
de  même  de  celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependant 
celles-ci  peuvent  servir,  comme  la  formule  de  Stirling, 
pour  le  calcul  numéri(|ue;  c’est  ce  que  nous  allons  éta- 
blir. A cet  effet,  remarijuoiis  que  la  quantité  0,  qui 

figure  sous  le  signe^ dans  le  dernier  terme  du  second 

membre  de  la  formule  (7),  est  indépendante  de  .r;  on 
aura  donc,  en  différentiant  p.  fois  cette  équation. 


. logo  (.e)  B, 


lOg?  / 

~ 1.2 

, 1 

+ — / 
I.2.3...2// 


— ... 

B„ 


{-l}" / 


puis,  en  procédant  comme  nous  l’avons  fait,  pour  dé- 
duire la  formule  (8)  de  (7),  on  trouvera 


iogof.rl r (p -t- 1)  I ^r(p-t-3)  I 


,h:f^ 


-B.- 


*’l^}  ' l'l5) 

r f P 2 /?  — I ) t 

l'(2«-+-l)  — l 

r ( P -f-  9 « -(- 1 ) I 


r;2n-(-3)  j.pi-an-t-1 
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6 désignant  comme  0 une  quantité  comprise  entre  o et  i . 
Quand  X est  suflisammcnt  gr.ind,  les  termes  du  second 
membre  vont  d’abord  en  décroissant,  comme  dans  la 
série  de  Stirling,  et  l’erreur  commise  ({uand  on  s’arrête  à 
un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme  suivant  et 
de  même  signe  que  ce  terme;  dans  le  cas  particulier 
de  ^ = I,  on  a 

, </logp(j:)  B|  I B,  I 

1 »/x  2 x’  4 ar* 

(20)  < „ 

I -I. 

( 2«  X “ 2«  -t- 2 X 

On  tire  de  la  formule  (i3)  du  n"  Î137,  par  la  différen- 
tiation, 

rflocr(x-l-l)  , I c/logipf.r) 

TL- J ' = logxH 1 y.l_, 

f/x  t.X  f/x 

' ' rfx"  x.“-'  2x“  ' d.rl^ 


(21) 


on  aura  donc 

1'  i/lo';  r (x  4-  7)  , I B,  1 

l — 1 ’ = logx  -t-  — 1 4. . . . 

1 llx  ° X 1 


I 


B„4.|  I 
2 7/4-2  x”’"*-’’ 


et,  pour  P > I, 


{-iK 


logr(x  4- 1)  r(fi— 1)  rfu)  ^ ^ ri'';x4-t) 

_ 2i, 


//x“ 


l’i3) 

B r(,u4-2/i-i) I 

' ' “ r ( 2 « -h  I ) -U  1-  a M — I 


+ ! , 

r(2/l4-3)  ^//-ean-t-i 

0 désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  com- 
prise entre  o et  i . 

i5. 
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S47.  Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  fournis- 
sent un  moyen  très-simple  de  calculer  la  constante  d’Eu- 
ler, constante  que  nous  avons  désignée  par  C.  Nous  pren- 
drons pour  point  de  départ  la  formule  (2)  du  n”  323,  qui 
suppose  X entier  et  qui  devient,  en  cliangcantxen  x-t-i. 


: IH h 

2 3 


I <yiogr(jr  -+■  I ) 


Jæ 


iplaçant  - 


/logrfx  1) 
llx 


par  sa  valeur  tirée  de  la  for- 


mule (21),  il  vient 

C = — logx !- 

\23  XI  IX 


A 

ix^ 


A + Al 

4x‘  ' 2«j;’' 


et  l’erreur  commise  en  s’arrêtant  au  ternie  qui  dépend  de 

sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  ; — — 

’ T (2«  -|-2)X"-^- 

En  remplaçant  les  nombres  B par  leurs  valeurs,  dans  la 

formule  précédente,  on  trouve 


i C = — logx L H !_ 

J \ 2 3 X I 2X  I2x’ 


691 

St'tGox'’ 


I20x‘  252X*  24OX*  l32x'* 

et,  si  l’on  s’arrête  au  dernier  des  termes  écrits,  l’erreur 
commise  sera  moindre  que  • Ainsi  en  faisantx=  10, 
on  a la  formule 

„ / iiiiiiii  i\ 

C — (i-t ^ I 

\ 234567  ® 9 '°  / 


0,01 
1 2 


0,000  I 

I 20 


0,000  001 


— loc  10.^ 

20  1 2 120  2O2 

, 0,00000001  0.000000000  1 0,000000 000 6qi 

240  |32  32760 
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qui  donnera  la  valeur  de  C avec  quinze  décimales  exactes: 
en  prenant 

log  I O = a,3o3  585  o<)2  g<)4  “45  68 

on  trouve  sans  difficulté  la  valeur 


C = o,5'7  ai5  6t>4  c)oi  53a, 

déjà  donnée  au  n“  î)22. 

5i8.  Nous  avons  fait  connaître  au  n“5i2  une  formule 
qui  permet  de  calculer  successivement  les  nombres  B, , 
B,,  Ba,. . . ; on  peut  obtenir  généralement  pour  B„  une 
expression  débarrassée  de  transcendantes,  mais  qui  est  un 
peu  compliquée.  Nous  croyons  utile  toutefois  de  la  faire 
connaitre,  en  terminant  ce  Chapitre. 

Les  nombres  de  Bernoulli  sont  définis  par  la  for- 
mule (6),  qui  peut  s’écrire  comme  il  suit  : 


I I 

a 2 


Or  on  a identiquement 


_B^ B, 

1.2*  I .2.3.4 

B, 


1 . 2 . . . 2 /» 


'-4-.  , 


I I 2 

e-  4-  1 e*  — I c”  — I ’ 


si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par 
leurs  valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  pré- 
cédente appliquée  aux  cas  de  a.  — z et  de  a=2z,  il 
viendra 


(24) 


• > , , B,  , , B, 

= (2’—  1) * 4-  (3‘—  t) r.—T  z’  — ... 

<4  4-1  2 ' 1.2  1.2. 3.4 


B, 


1 .2 . . .2/1 

série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le  mo- 


Digilized  by  Google 


33o 


CALCUL  INTÉGRAL. 


dule  nst  inférieur  à 7i;  on  a donc,  par  la  formule  de  Ma- 
claurin, 


(35, 


e‘  I 


dz“—' 


(pour  î = o). 


• t f ‘ r • ^ ““ 

La  première  dérivée  de  la  fonction  - est  7 r 

' -I- 1 ( f*  I ) 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l’on  aura  généralement 




e*  -f-  I _ A,  H-  A,  ci”-»'  H-  A,._, 

A, , A,, . . . , A,„_,  étant  des  coefficients  indépendants  de 
Z ; il  y a plus  : l’équation  (ï4)  tuontre  que  la  première 

dérivée  de  la  fonction  est  une  fonction  paire  de  z, 

qui  ne  change  pas  quand  on  y change  z en  — z ; il  s’en- 
suit que  la  même  chose  a lieu  pour  toutes  les  dérivées 
d'ordres  impairs.  Mais,  par  ce  changement  de  z eu  — z, 
l’expression  précédente  devient 

A,,.,  c( A,e* 

(f*H-  i)>“  ’ 

il  faut  doue  que  l’on  ait  généralement  A,„_,  = A, , et,  par 
suite, 

e‘-t-i  _ A,  ..-I- A„_, [<•("+')* -I- A 

1 — (?  4-  l)'" 

Cela  posé,  on  a 


I _ >-■ 

c*  + I I 4-  e~‘ 

z=e-’  — e-“-h  e-“  — ...4-  (—1)'*“'  <r~'‘*4-..., 
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d’où 


r’  ■ 


tlz-"-’ 


■ zzz  — i’"-'  e-‘  <■-"  — 3 


,2fl—  ^—5»  . 


-f-  (— e~i^‘  4-...  ; 


mais  un  a aussi 


(c*  4-  l)“=:c'"*  4 4-.. 


ln[7.n  — I )...(?.//  — '4-l)  ,, 

^ — ! 1-  ! «K’"-')' 4-... 


4-  a /»  f*  4-  I , 


el  en  multipliant  entre  elles  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  aura,  à cause  delà  formule  (a6), 


A,  [e(«-')‘4-  r*]  4-.  . .'4-  A.-, [d"-*-')' 4-  4-  A„  e”' 


= [- 


X 


■xn('in  — f)...{in  — / -f-  ' 1 

1 . 2 ...  I 


tr('«  ’J’ 4-...4-2«c‘ 4- I 


Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
entière  de  e';  par  conséquent,  si  l’on  elfectue  le  produit 
indiqué  dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des 
termes  contenant  de.s  puissances  positives  de  e‘;  en  écri- 
vant que  les  termes  en  ef’"“  .“1*  sont  égaux  dans  les  deux 
membres,  on  trouve 

A,  — — 


et,  pour  les  valeurs  de  p supérieures  à 1 , 


7) 


{p-.)“-4-. 
,2;i(2« -I  t.,.| 


2«  — J 4-  I 


-{f*-'-) 


(_  , 1^*-'  — 


I .2.  . . I 

— O.  J ^ n — 


I.2...((a  — l) 
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mais  les  formules  (a5)  et  (36)  donnent 

?.***—  Il/  I \ 

( — I )" B.  = — ■ ( A,  + Aj  + Aj  +...+  Ai^i  4-  - A,  j • 

an  a’*  ' \ ’■  / 

on  a donc 


i)’2=— '(a’"—  i) 


an  2='~‘  -f- 


an  (an  — i' 


-4-( — i)*~'  j^(n — i)’"-' — an(n  — a)’"-'-f-...-+-( — 1 

4--f— ij"|  n’"-'  — an(n  — 1 )'—  ,7.-.  1. 

2 L l...(n  — l)  J 


enfin,  si  l’on  réunit  les  termes  en  — 1)’"  * . . . , 

on  aura 


(28) 


a’"“'(a’" — i)  I / I an\ 

i B,=  - n’"-'  — iH h"  — I 

an  2 \ 2 I y'  ' 

r an  I 2n  (an  — i)l,  , 

-H  H 1 — (n  — 2;»^' 

I I 2 1.2  J 

12n  an(2n  — i)  i 2n(2n  — l)(2n  — 2)1, 
IH 1 ' i H ^ '■ 

I 1.2  2 1.2.0 


(n  — 3 


formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est 
évidente. 
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CHAPITRR  IV. 

DK  LA  QUADRATURE  ET  DE  LA  RECTIFICATION 
DES  COURBES. 

De  la  quadrature  des  courbes  planes, 

5i9.  L’opération  qui  a pour  objet  l’intégration  d’une 
dilTércntielle  donnée  f[x)dx,  est  souvent  désignée  sous 
le  nom  de  quadrature-,  cette  opération  est  effectivement, 
comme  on  l’a  vu,  celle  qu'il  faut  exécuter  quand  on  veut 
connaître  l’aire  comprise  entre  la  courbe  dont  J (x)  e.st 
l’ordonnée,  l’axe  des  abscisses  et  les  deux  ordonnées  qui 
répondent  à des  abscisses  déterminées. 

Pour  avoir  l’aire  comprise  entre  deux  courbes  don- 
nées CMD,  C'M'D'  et  les  ordonnées  CC'A,  DD' B qui 
répoudenl  aux  abscisses  Xo  et  X,  on  remar(|uera  querelle 
aire  est  la  différence  des  deux  CDBA,  C' D' BA.  Si 


l'on  désigne  par  jr,  y'  les  ordonnées  MP,  M'P  des  deux 
courbes,  qui  répondent  à l’abscisse  variable  x,  l’aire 
demandée  sera,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangu- 
laires, 

ydx  — / fdx  = I (/  — /)  dx. 

X.  ./x,  */x. 
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Celle  foi'nuile  csl  applicable  au  cas  où  l’on  deinandc  l'aire 
d'un  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  et  sa  corde; 
alors  y'  est  une  fonction  linéaire  ax  -t-  h. 

Une  aire  |>lane  limitée  par  des  portions  de  courbes 
(juelconqucs  définies  analytiriuemeul,  peut  toujours  être 
décomposée  en  plusieurs  parties  positives  ou  négatives 
susceptibles  d’être  évaluées,  comme  nous  venons  de  l’in- 
diquer. 

Daus  les  questions  de  (]uadratures,  les  coordonnées 
rectilignes  ne  sonl  pas  toujours  les  variables  qu’il  convient 
d’employer.  En  particulier,  il  y a souvent  avantage  à 
faire  usage  des  coordonnées  polaires;  on  délcrmine  alors 
les  aires  de  certains  secteurs  formés  par  un  arc  de  courbe 
cl  deux  rayons  vecteurs.  Si  l’on  nomme  p,  o>  les  coordon- 
nées polaires,  foo  <•*>•  ^ l*-'s  valeuis  de  w qui  répondent  aux 
rayons  extrêmes,  l’expression  générale  des  secteurs  dont 
nous  parlons  sera 

X. 

Si  l’on  veut  avoir  l’aire  comprise  entre  deux  courbes 
données  et  les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  angles 
'iio,  !2,  on  emploiera  la  forniule 


où  P et  p' désignent  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes 
données. 

Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  divers 
exemples  de  quadrature  dans  lesquels  l’intégration  s’ef- 
fectue immédiatement  ; nous  en  présenterons  ici  quelques 
autres. 

550.  Paraboles.  — On  comprend  sous  la  dénomina- 
tion de  /taraholes,  les  courbes  représentées  en  coordon- 
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nées  rectilignes  par  une  équation  de  la  forme 

y-  = 

où  m et  n sont  des  exposants  positifs.  Désignons  par 
U l’aire  OMP  comprise  entre  la  courbe,  l’axe  des  ab- 


scisses et  l’ordonnée  MP  -y-  On  a,  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires, 

I n 

du  z=  y dx  ~ p'"  x"  dx, 

d’où 


I 

u = ,?\ 

*-U 


n 

r'iX  — 

x"'  dx 

O 


r»  ni 
-p  X 


xy. 


Or,  le  produit  xy  est  égal  à l’aire  du  rectangle  OPMQ, 
construit  sur  les  coordonnées  du  point  M;  on  a donc 


OMP  m OMP  m 

OPMQ  m -f-  n O.MQ  n ’ 

par  conséquent  la  parabole  partage  l’aire  du  rectangle  en 
deux  parties  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  nom- 
bres m et  n. 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété est  une  parabole;  car  la  proportion  précédente, 
savoir 

U 

XX  ~u~~ 

donne 

U = XJ,  du—ydx  = 

m + n ■’ 


tu 

n 


■ (xdy  + r«^a). 
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dx  dr  . . . , . 

m n — =o  ou  rfloc:r"  — d\oey*=o, 

X y 

Y H 

ce  qui  montre  que  le  rapport  ^ est  égal  à une  constante. 


551 . IIypebboles.  — On  désigne  sous  le  nom  à'hjpcr- 
bolcs  les  courbes  repiesentées  en  coordonnées  rectilignes 
par  une  équation  de  la  forme 

x’y"=p, 

où  m et  II  sont  des  exposants  positifs.  Supposons  que  ni 
ne  soit  pas  inférieur  à n et  considérons  la  brandie  de 


1 

' \c 

Q 

Ü 

AP  J 

courbe  située  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  et 
qui  a pour  asymptotes  les  deux  axes  Ox,  O^.  Soient 
AC  =Jo , MP  =j-  les  ordonnées  qui  répondent  aux 
abscisses  x„  et  x;  u l’aire  comprise  entre  ces  ordonnées, 
l’axe  des  abscisses  et  la  courbe.  On  a,  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires, 

I n 

du—ydx=p"'x  dx. 


d’où,  en  exceptant  le  cas  de  m = n, 


On  voit  que  l’aire  u croit  au  delà  de  toute  limite 
quand  x tend  vers  l'inGni  ; au  contraire,  elle  tend  vers 
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U = 


-nP 


m 


ijuand  tend  vers  zéro.  La  formule  précédente  exprime 
que  l’aire  indéfinie  IJ  est  au  rectangle  OPMQ,  construit 
sur  les  coordonnées  du  point  M,  dans  le  rapport  constant 
de  m à m — n. 

Celte  propriété  appartient  exclusivement  aux  hyper- 
boles, car  la  formule  précédente  donne 

f/U  = rf/j"— ■+  t f/a"), 

ni  — n 

d’où  l’on  tire 

</)  ilæ  , 

ni  — — h n — — O ou  U log  ( c"  x")  — o. 


et,  par  conséquent, 

X"  >"  = const. 

552.  Lf.mmscate.  — Parmi  les  courbes  dont  la  qua- 
drature peut  être  effectuée  rigoureusement,  au  ]>oint  de 
vue  de  la  géométrie,  il  faut  remarquer  la  leiuniscate  de 
Bernoulli.  Cette  courbe  a la  propriété  que  1rs  distances 
de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes,  dont  la  dis- 
tance est  -xa,  ont  un  produit  constant  cl  égal  à a*.  En 
coordonnées  polaires,  la  lemniscate  a pour  équation 


p’  — 2 fl'  cos  2 m, 

P désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  L’aire  u du 
secteur  déterminé  par  les  rayons  tpii  répondent  aux  va- 
leurs roo,  n de  <w  a pour  valeur 


fl 


r^i 

La  courbe  est 


/ « 

fl'  / cos2Mf/M  = — (sinau 

c'm.  2 

svmétritpie  par  rapport  h 


— sin2«„). 
l’axe  po- 
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lairc  Ox  cl  à la  pcipniKliciilairo  0>'  à cet  axe;  elle 
est  composée  cio  deux  liraiiclics  fermées,  et  les  deux  lan- 
gcnies  TT',  SS'  menées  par  le  centre  O sont  inclinées  de 


45  degrés  sur  l’axe.  Si  l’on  veut  l’aire  comprise  dans  l’une 
des  branches,  il  faudra  faire  &)»  = — 'li  fl  = 7 dans  la 

4 4 

formule  précédente,  qui  alors  donnera 
« — 

îhi'3.  Folium  de  Descaiites. — La  courbe  connue  sous 
ci;  nom  a pour  éipiation  en  coordonnées  rectangulaires 

-f-  — 3«.rr  = O, 

a étant  un  paramètre  donné.  Elle  se  compose  de  deux 
branches  infinies  qui  sc  rencontrent  à l’origine  des  coor- 


données, et  qui  ont  pour  asemptote  la  droite  représentée 
par  l'équation 

X -+-J  -(-rt  = o. 

11  convient  de  substituer  à x et  y les  cooitlonnées  po- 
laires P et  M,  telles  que 

x = ocosw,  j^  = psinw. 
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L équation  de  la  courbe  devient  alors 


Srtsinw  eoSM 

, 

sm*w  -h  Cüs’w 


et  eelle  de  l’asymptote  est 


p,  = 

sinw  -+-  custü 


L'aire  comprise  entVo  la  courbe  et  les  rayons  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  o)o  et  il  de  &>  sera 


Jr*ii  O , Ê dtang’w  --- 

II,,  3/7’  I ros’&i 

— = f - y 

la  quantité  sous  le  si;rnc  / est  la  dilférenlielle  de ' ; 

^ ” J n-tang'w 

on  a donc 

J '-.l. 

Si  l'on  veut  l’aire  de  la  surface  de  la  boucle  formée  par  la 

courbe,  on  fera  tdo  = o,  0=-?  ce  qui  donnera  pour 

, , 3rt’ 

résultat  — -• 

2 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  une  branebe  de  la 
courbe,  son  asymptote  et  deux  rayons  vecteurs,  il  faudra 
retrancher  7i  de  l’aire  //,  comprise  cntic  l'asymptote  cl 
les  rayons  vecteurs.  Cette  aire  «,  est  celle  d’un  triangle; 
elle  a d’ailleurs  pour  expression 

7/« 

I cos’m 

«1=  I -p‘da=.—  1 

X,  tango.)’ 

ou 

u,=  "l\ ! î ], 

2 L*  -+-  tangoij  1 -I-  tanglt  J 


(I  -t-  tang’oi)’ 


on  a donc 
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o’f  f — lancSl  2 — tanc6>,  1 

«I  — « = — I ' — - I • 

2 I 1 — tangU  -I  lang'll  i — taiigw,  -f-  taiig’w.J 

Si  l’on  \cul  l’aire  iiidéGnie  comprise  entre  la  partie  né- 
gative de  l’axe  des  x,  la  courbe  et  son  asymptote,  il 

faudra  faire  w = fl  = et  il  vient  alors 

«,  — il  z=  — J 
2 


on  trouve  évidemment  la  même  valeur  pour  l’aire  com- 
prise entre  la  partie  positive  de  l’axe  des  y,  la  courbe  et 
son  asymptote.  En  ajoutant  à ces  deux  aires  celle  du 
triangle  formé  par  l’asymptote  et  les  axes,  laquelle  est 

encore  égale  h on  obtiendra  l’aire  totale  - ” comprise 

entre  les  deux  branches  infinies  et  leur  asymptote.  Cette 
aire  est  égale,  comme  on  voit,  h celle  de  la  boucle 
fermée. 


la  rectjication  des  courbes. 

Gui.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
ou  gauches  ne  diffère  pas  de  celui  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

Soit  s un  arc  de  courbe  plane  compté  à partir  d’une 
origine  arbitraire;  dans  le  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  a 

tis  — ^ ; 

si  donc  on  désigne  par  l la  variable  indépendante,  par 
T les  valeurs  de  I (jui  répondent  à l’origine  d'un  arc  S 
c-t  h son  extiémité,  ou  aura,  en  supposant  que  l varie 
dans  le  même  sens  quand  on  décrit  l’arc  S, 
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Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  p cl  w,  cl  que 
l’on  désigne  loujonrs  par  t la  variable  indépendante,  on 
aura  (n“  202) 

J,, 

Des  formules  analogues  oui  lieu  pour  les  courbes 
gauclies.  Désignons  par  s l’arc  d’une  courbe  cpieleoiupie, 
compté  à partir  d'une  origine  arbiiraire  ; dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectangulaires,  011  a 

ds  = -1-  j/)  ’ -t-  dz' , 

et  quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires  r,  5,  tfi,  la 
même  dillérenlielle  a pour  expression  (n‘’2ü!)) 

ds  = ^dr’  -t-  r^dù^  -t-  r*sin^Ô  f/'î'’, 


donc  si  l’on  représente  par  t la  variable  indépendante, 
l’arc  S dont  les  extrémités  répondent  aux  valeurs 
et  T de  t aura  pour  expression 

S= 

OU 

r’ f/v’ -t- r’sin^O  r/-}’ 

O — - I **  — — (lit 


S’il  s’agit  d’une  courbe  spliéri(pie,  et  qu’on  prenne  le 
centre  de  la  sphère  jiour  origine  des  rayons  vecteurs,  on 
aura  /•  = const.,  et  la  formule  [)récédenle  deviendra 


h sili’O 
de 


dt. 


Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  différentiel,  l’expres- 
sion d’un  arc  de  parabole  et  nous  avons  été  conduit  naïu- 

II.  iG 
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rellcmcnt  à traiter  aussi  de  la  lecliGralion  de  quelques 
autres  courbes.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ici  les 
exemples,  et  nous  nous  bornerons  à en  présenter  quel- 
ques-uns qui  oflrent  un  certain  inlérôl  pour  la  géométrie 
ou  même  pour  l’analyse. 


Rectification  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole. 


555.  Considérons  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
sera  pris  pour  unité  et  dont  l’excentricité  sera  repré- 
sentée par  A.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 
rapportée  à ses  axes  seront  (n“  221  ) si ntf,  y i — A’cos^,  et 
la  différentielle  de  l’arc  sera  \ji  — A’sin’^  </(p.  D’après 
cela,  si  l’on  désigne,  avec  Legendre,  par  E (ç)  la  lon- 
gueur de  l’arc  d’ellipse  compté  à pai  tir  de  l’une  des  extré- 
mités du  petit  axe,  où  l’angle  q est  nul,  et  terminé  au 
point  qui  répond  à une  valeur  quelconque  de  ip,  on  aura 

(i)  E{<f)=  i v'i— Â’sin’(f  rfy, 

•/o 


et  l’on  peut  écrire  aussi  (n“  221  ). 


(»)  k(t) 


Jr? 

O v'>- 


■ X ' sin’ 


— X 


Jrf  sin’ij>rf()i 

a V'i— ^'sin’if 


Si  l’on  considère  en  même  temps  une  hyperbole  dont 
le  demi-axe  transversc  soit  A et  le  demi-axe  non  trans- 


verse y/l  — A’,  les  coordonnées  de  la  courbe  rapportée 

à ses  axes  pourront  être  représentées  ( n"  222)  par 

, I,,  X y/ 1 — X’sin^Ÿ  ...  , 

(i — A ) tang  ç et ; désignant  alors  par  T (y) 

l’arc  d’hyperbole  compté  à partir  de  l’axe  des  sommets 
où  f est  nul,  et  terminé  au  point  qui  répond  à une  valeur 
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(3) 


Y 


cos’y  y'  I — X’  sin’ç  ’ 


et  l’on  peut  écrire  aussi  (n"  222), 


(4) 


I , . ■ sin’ 

r“='X  7,=-“ 


(I  ^ 


tangy  1 — X’sin’y. 


f__  rfy 
I — X’  siu’y 


Les  formules  (2)  e£  (4)  montrent  que  l’arc  d’ellipse 
E (ç)  et  l'arc  d’hyperbole  T (ç)  s’expriment  par  le  moyen 
des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième  es- 
pèce, cl  réciproquement  ces  intégrales  elliptiques  peu- 
vent s’exprimer  au  moyen  d’un  arc  d’ellipse  et  d’un  are 
d’hyperbole;  il  convient  de  se  rappeler  que  la  partie  algé- 
brique langy  y/i  — A’siu’ip  contenue  dans  la  formule  (4) 
est  égale  h la  tangente,  à l'extrémité  de  l’arc  ter- 

minée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
courbe  sur  celte  tangente  (n“222). 

Legendre  a désigné  par  la  notation  F (ç)  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce;  ainsi  l’on  a 


Jr?  rfo 


ou 

(51 


Jr  ? rf» 

en  faisant,  pour  abréger,  comme  au  n°  438, 


(6) 


= — X’  sin’y  ; 


mais  l’illustre  auteur  a adopté,  pour  fonction  de  deuxième 
espèce,  l’arc  d’ellipse  E(^),  et  de  là  la  dénomination  de 
fonctions  elliptiques  appliquée  aux  transcendantes  que 

16 
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nous  considérons.  La  forniiile  (2)  donne 


I7J 


sin’o  dy 
Ay 


= ^[F(î)-E(y)]. 


en  sorte  (jue  la  fonction  que  nous  sommes  convenus  de 
choisir  pour  constituer  la  deuxième  espèce  des  intégrales 
elliptirptcs  s'ex[)riine  au  mo\en  de  l’arc  d’ellipse  et  de  la 
fonction  de  première  espèce. 

La  formule  (4)  donne  aussi,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (2), 


(8)  r (y)  =(l—  X')  F(y)  — E (y)  -I-  iy  tangy. 

iJoG.  On  peut  développer  eu  série  les  arcs  d’ellipse  et 
d’hypeibole,  ou,  ce  tpii  revient  au  même,  les  fonctions 
F(^)  et  KlCf)  ( 11”  483).  On  a,  parla  formule  du  hinùme. 


1 I , . t . S I . s . î)  , . 

— =IH X'Sin’y  H ; X'sill'q)  -t , ■ . /.‘Sliry  -4- . . . . 

ay  2 2.4  2.4.0 

Ay  = I — - X’sin’y  '-y  X'siii' v X'sin'y  — . . . , 


1.3.5 


2.4 


et,  par  conséquent, 


(9)  ( 


1 r P 1 . 3 r y 

F (y)  -- y -I- - X’  j sin’y  rfy X‘ ^ sui'yrfy 

1.3.5  r f . 

,^X-  sm'yrfy  + ..., 

2 4 ‘>  rfo 

1 T'' . ' • 

E(y)  = y X’  I sin=yrfy /'*'/  sin’yrfy 

2 rfo  ' ^ '‘J  J a 


Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  toujours 
convergentes  à cause  de  /.  <1,  et  on  verra  plus  loin  qu’on 
peut  toujours  diminuer  ce  module  autant  qu’on  le  veut; 
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la  prcmièn:  formule  ne  diffère  pas  de  lune  de  celles  que 
nous  a\ons  douuce  au  n“  183  5 les  inlégiales  contenues 
dans  les  seconds  membres  sont  données  par  les  formules 
du  n“  luü. 


Lorsiiue  9= -y  les  fonctions  F(o),  E((p)  sont  les  mlé- 

gralfs  complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce 
de  Legendre;  nous  les  représenterons  par  F,,  R,.  On  a 
(nO.WH) 


i: 


sin*”tp  rtç 


^ 1.3. 5. 

(IQ  = 


2.4.6..  . O.  i 


2 


(10) 


et,  par  conséquent, 


r 

3 

I 1 .3.5^ 

k’  ‘1 

L'" 

(;)  '■*  kh 

1 ^‘  + 1 

U-  4-6y 

) X* +...], 

3 

1 1.3  \ 

* 1 

[-( 

vî)  “ (ïTl) 

3/.‘-  1 

i,ï74.fi) 

1 5X«-...J, 

la  seconde  des  formules  (lo)  donne  la  longeur  du  qua- 
drant de  l’ellipse. 


Du  c/iangement  du  module  dans  les  fonctions 
elliptiques.  — Théorème  de  Landen, 

, So7.  Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce  consiste  en  ce  ([uc 
chacune  de  ces  fonctions  peut  être  transformée  d’une 
iiiGnité  de  manières  différentes  en  une  autre  fonction 
elliptique  de  meme  espèce  dont  le  module  est  à volonté 
plus  petit  ou  plus  grand  que  le  module  de  la  proposée.  11 
en  résulte  que  l'on  peut  former  diverses  séries  de  mo- 
dules, indéfinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  termes  s’ap- 
prochent respectivement  de  zéro  et  de  l’unité,  et  qui 
répondent  à des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce 
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égales  entre  elles.  Nous  ne  saurions  entreprendre  dans  cet 
ouvrage  le  développement  de  l'iinporlantc  théorie  de  la 
transjhrmniion  des  fonctions  ellipli<jues  5 mais  nous 
croyons  utile  cependant  de  faire  connaître  la  première 
échelle  de  modules  découverte  par  Legendre,  ce  qui  nous 
permettra  d’établir  le  curieux  théorème  de  Landen  rela- 
tif aux  arcs  d’hyperbole. 

Soient  k une  quantité  donnée  comprise  entre  oet  i, 
ç un  angle  variable,  et  posons  comme  précédemment 

Aij.  z=  I — / - sin’y , 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  -f-.  On  peut  déterminer 
un  angle  dp,  qui  satisfasse  aux  deux  équaiiotis 

(i)  sin(2^i — = cos(2®,  — ç)  = Ay, 


qui,  en  outre,  varie  d’une  manière  continue  avec  (f  et 
s'annule  en  même  tenqrs  que  lui.  Puisque  A(fest  positif, 

I angle  2 if, — ç restera  toujours  comprts  entre  — - 
et  4-^5  si  l’on  désigne  par  dJ  l’angle  compris  entre  o 
et  - qui  a A siii^  pour  sinus,  on  aura 


tt  -4 


en  sorte  que  ç,  est  déterminée  sans  ambiguïté  lorsque  est 
donné  j réciproquement  la  valeur  de  ip  est  entièrement 
déterminée  quand  (p,  est  donné.  Ces  doux  angles  varient 
simultanément  de  o à -t-  00  ou  de  o à — 00  ; quand 

ç = 7;,  est  nul  et  on  a y,  = - • 

Si  l’on  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multi- 
pliées par  — sintp  et  -+-  costp,  puis  par  -I-  cosep  et  -|-sinç. 
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il  viendra 

cos2f  1 = rosf  Af  — X sin’f , 
sin  2f,  = siny  ( X cosy  -i-  Ay), 

d’où 

i 

■1  cos’f,  = 1 — X sin’^  ■+■  cosoA^, 

{=•) 

1 sin’çi  = I -1-  X sin’^i  — C0S(fA^, 

( 2 sin  f,  COS  y,  — siny  (/*  cosy -H  Aÿ). 

La  première  des  équations  (i)  donne  aussi 

sin  ?.y, 


langy  = 


/ — f-  COS  2 y I 


(4) 

et  si  l’on  pose 


taDg(Ÿ  — ?,)=  langy,, 


- J = v'i  — X I siii’», 

I A 


on  aura  encore 


2 sin«,  cosy, 
siny  = — ■ • 

I -h  ^ yi 


cos  y = 


I I— T 

I A _ 

Aç  _ 

\ A,  y, 

Ensuite,  la  première  des  formules  (i)  donne  par  la  dif- 
férentiation, en  faisant  usage  de  la  seconde  formule, 

2 </y,  fi  9 

4 cos  y + A y A y 

ou,  à cause  de  la  troisième  formule  (a)  et  de  la  pre- 
mière formule  (a), 

fi 9,  t -h  i>'  fi  ^ 

A, y,  2 Ay 
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et,  puisque  o cl  ç,  s’annulent  en  ni6me  temps,  ou  aura 


(G) 


\/ 1 — A \ sin'^, 


\ -^  k ({9 

^ X V'i  — 


ce  qui  est  l’importante  formule  découverte  par  Legendre. 
Si  l’on  pose 


F(X„ 


•^1  yi 


l’équation  (6)  deviendra 

(7)  = 


Désignons  par  F,  (l),  F,  (/>i)  les  fonctions  complûtes 
de  modules  h et  l,  ; lorsque  y est  égal  à z,  l’angle  (f,  a la 

valeur-;  d’ailleurs  on  a évidemment 
2 

F(X,r)=.2l'  (x,  =2F.(X  ), 

donc 


(S)  F,(X,)  = (.  + X)F,(X). 


5*)8.  D’après  ce  qui  précède,  les  modules  A et  A,  peu- 
vent être  ramenés  l’un  à l’autre;  ces  modules  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation 


(<)) 


2 v^  X- 

?+^x  ’ 


et  si  l’on  désigne  par  A',  A'  les  tuodules  complémentaires 
de  A et  A’,,  c’est-à-dire  — A*  et  y 1 — A’,  on  aura 


(10) 

d’où 

(>') 


I — X 

7+x’ 


X 


I — X'. 

1 "4"  /’ , 
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la  formule  (lo)  donne 


(12) 


(.  + /) 


-,  d’où 


24.9 


II  résulte  de  là  f|ue,  si  l’on  considère  une  suite  infinie 
dans  les  deux  sens, 

{ 1 3)  ...  i,  ^1,  ^ 3,  • ■ • » 


dans  laquelle  le  terme  /<„  = k est  inférieur  à i,  et  dont 
chaque  terme  se  déduit  du  précédent  par  la  formule 


('4) 


a v''t  y 
i-t-X? 


le  terme  k„  tendra  vers  l’unité  si  /n  tetid  vers  + 00  , et 
il  tendra  vers  zéro  si  m tend  vers  — 00  . On  peut  donc 
ramener  une  fonction  cHipii(|ue  de  première  espèce 
F (fi,  y)  à une  autre  F (A,,  o,),  dans  laquelle  le  module  A,- 
est  aussi  près  ((ue  l’on  voudra  de  zéro  ou  de  l’unité; 
quant  à l’atnplitude  o,  de  celle  nouvelle  fonction,  elle 
peut  être  facileinetii  calculée  par  le  moyen  des  formules 
établies  précédemment. 

Considérons,  par  exemple,  la  fonction  complète  F,  (A), 
on  aura,  par  la  formule  (8), 

F,(*)  = {i +A_,)F(A_.) 

= (i  -+-  /•—,)  (1  -+-  A_,)  F ( A_,) 


= ( I A_, ) ( I -I-  fi—,  ) . . . ( I -f-  f -i)  F ( f -i). 

Or,  si  I tend  vers  oc  , A_,  tend  vers  zéro,  et  F (A_,) 

tend  vers  la  limite  on  a donc  ce  développemctil  remar- 

quable de  la  foticlioti  complète  1-^,  (A), 

(i5)  F,  (A)  = ^ (t  + f-,]  (t  -+-  A-,)  (t  H-  A-.).. . . 
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559.  La  Iransformallou  donl  nous  venons  de  nous 
occuper  conduit  i\  des  résultats  importants  relatifs  aux 
fonctions  de  deuxième  espece.  Si  l’on  multiplie  l’é- 
quation 

f/ 9 1 I -t-  /' 

A,f,  2 


par  sin’tji,,  on  aura,  par  les  formules  (2), 


sin’f,  r/(p,  /■  f I -1- X ) sin’o  rf»  i -f- X f/ j> 

A,  y,  4 4 

et,  en  intégrant, 


> H"  , 

— ^ - COSçrflf, 


''•sin’çic/y, 

Ai'i'i 


X h -t-  X ) /’  ? sin’ç  fif 

4 Jo  ^9 


1 X 


I -h  /•  . 

-^sm^. 


Introduisons,  au  lieu  des  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce, les  arcs  d’ellipse  E (A,  f),  E (A,,  ç,)  ; comme  on  a 
(n°555) 


X 

X 


sin’ij),  1I9, 

¥1 


la  formule  (16')  deviendra,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (7), 

(17)  (1  -t-  X)  E(X|,^,)  E (X,  y)  — ^ X'=F  (X,  (f)  -I-  X sinç. 

Cette  équation  montre  que  la  fonction  elliptique  de 
première  espèce  F (A,  (p)  peut  s’exprimer  par  deux  arcs 
appartenant  à deux  ellipses  différentes. 

L’arc  d’hyperbole  est  donné,  comme  on  l’a  vu  au 
n“  555,  par  la  formule 

T (X,  y)  = X'’F  (X-,  (f)  — E (X,  9)  -f-  tang^Aïf  ; 
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en  éliminant  la  fonction  F de  cette  expression  au  moyen 
de  la  formule  (17),  il  vient 

j ^ {^>  ÿ)  = (^>  ?)  ~ 2 ^ ) E(^  ij  ?>) 

I 2/ siny  + tangy 


Si  l’on  retranche  de  celte  formule  celle  qu’on  en  déduit 
en  changeant  <p  et  en  et  4>,,  l’équation  résultante 
exprimera  le  théorème  découvert,  il  y a plus  d’un  siècle, 
par  le  géomètre  anglais  Landcn,  savoir  que  tout  arc  d' hy- 
perbole peut  être  exprimé  par  deux  arct  d'ellipse.  Réci- 
proquement, tout  arc  d’ellipse  peut  être  exprime  par 
deux  arcs  d’hyperbole;  il  est  facile  de  conclure  cette 
proposition  des  formules  que  nous  avons  établies. 


560.  Si  dans  la  formule  (17)  on  suppose  9 = it,  91=  ^ 1 

on  obtiendra  la  relation  suivante  entre  les  fonctions 
complètes  : 

(H-  -!  )E,  (X,)=  2E,(X)-  it"F,{.t). 


Remplaçant  par  h,  h'  et  A,  d'abord  par  A,,  A'  , A,^.,,  puis 
par  A._,,  A’,_,,  A,,  on  aura 

(i  4-  x,)e,(a,.,.)  = 2E,(a,)- 

(i  H-  X,_.)  E,  (/,)  = aE, {/,_,)  - It,  F. 

les  modules  A,_,,A,-,  A,^,  étant  déterminés  en  fonction  du 
module  initial  Ao  ou  A,  comme  on  l’a  expliqué  au  n“  008. 
On  a aussi  (n”  557  j 

F.(X,)  = (.4-A._,)F,(/!._.); 

si  donc  on  élimine  la  fonction  F,  entre  les  équations  pré- 
cédentes, et  que  l’on  remplace  A,_,,  A'_,  par  les  quantités 
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t'galt’s  '•  —fl  '^'^-‘,■1  il  vifiidra 

( H) ) r ( > + X' ) E, (X,_,)-  (a  -f-  X;  ) E, (X,)  4-  ( I + X-.)  E,{X,.,.)  = O, 

relation  rcniarquable  entre  les  circonféreii<;es  de  trois 
ellipses  ayant  pour  excentricités  X,_j,  h,,  A,^i. 


Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 
des  arcs  do  cercle. 

îiül.  La  recherche  des  eonrhes  algébri([iies  dont  les 
arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cercle  olTre  un  certain 
intérêt  au  jioint  de  vue  île  la  géométrie;  car  on  peut 
exécuter  sur  ces  courbes,  comme  sur  le  cercle,  tontes  les 
constructions  relatives  à l’addition  ou  à la  soustraction 
des  arcs,  à leur  multiplication  ou  à leur  division.  Euler 
s’est  l)caucoup  oceu])é  de  cette  recherche,  et,  dans  un 
Mémoire  qui  n’a  été  publié  qu’après  sa  mort,  il  a fait 
connaître  une  famille  de  courbes  possédant  la  propriété 
en  question,  courbes  qu’il  n’a  trouvées,  dit-il,  qu’apiès 
avoir  travaillé  longti'inps  sur  cette  matière. 

Les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  forment  qu’un 
cas  très-particulier  de  celles  dont  l’arc  indéiini  s’exprime 
par  un  arc  de  cercle,  et  dont  les  coordonnées  rectilignes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigonomé- 
triqne  de  cet  arc.  J’ai  fait  connaître  toutes  ces  courbes 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXX\'  cahier  du 
Journal  de  l' École  Polytechnique,  et  j’ai  montré  cpi’elles 
formaient  une  infinité  de  classes  distinctes,  comprenant 
chacune  une  infinité  de  courbes  individuelles.  Je  me  bor- 
nerai ici  à dévelojipcr  la  solution  du  cas  le  plus  simple, 
qui  comprend  les  courbes  de  la  première  classe. 

Si  l’on  désigne  par  i l’imaginaire  ^ — i,  par  g une 
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quamitc-  positive,  ji.ir  n iiii  angle  léel,  et  par  e la  base 
des  logarithmes  népériens,  puis  (juc  l’on  fasse 

i={z  — ft)"+'  (j  — b)r+'  (;  — c)7*-‘ , . . . , 


a et  ot  étant  des  constantes  imaginaires  et  eonjugnées, 
ainsi  <jnc  l>  et  S,  c et  y, , et  in,  n,  p,  7, . . . , étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
sera  donnée  par  la  formule 


(■) 


y-  = gc'  "T-  ch, 

” J T {z-t-  1."-^^ 


pourvu  que  les  constantes  ci,  l>,  c, . . . , a,  o,  y, . . . soient 
choisies  de  manière  tpie  l'intégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébri([ue.  ün  a eUèelivement 


t fz  — ' ” . 

ilx  -f-  idy  — gc‘  ° ; dz, 

et,  en  changeant  i en  — i, 

_ ■ T ( î -t  / 1" 

dx  — idr  = ge  ' ° dz. 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 

. . ..  . , 

dx^  -t-  dr’’  z=z  , d ou  dx‘  dr^  — s ) 

V'r/x-  -t-  dy  ’ 


et 


i 


dz 


dz  = i'aretangz. 


Comme  le  degré  du  numérateur  du  la  fraction 
t f I — / 1" 


— est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 

T (2  + ^ ^ ° 

uoiuinateur,  si  ^ désigne  le  nombre  des  constantes  a,  b, 
c, . . . , ou  a,  6,  y,,..,  il  suifira  de  satisfaire  à — i. 
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conditions  (n“'il9)  pour  rendre  algébrique  l’expression 
de  a:  + «y. 

Lorsque  t et  t se  réduisent  à l’unité,  notre  formule  ne 
donne  pas  d’autre  courbe  que  le  cercle;  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 

f = (z  — T = (z  — o)"-*", 

la  formule  (i)  devient  alors 


(2) 


X + /> 


{ Z — n ( Z — f )■ 
( I — a p'^z  4- 


dz 


et  une  seule  condition  suffit  pour  que  l’intégrale  soit 
algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière 
la  plus  simple,  soit  u une  nouvelle  variable,  et  posons 


Z — I a — I 

Z -+-  t (t  -f*  i 


faisons  aussi,  pour  abréger, 

(3) 


et 


put 


► _ — 0 
s — TT, . . ’ 


dz  \ ü — I 

(Z  + ()’  21  a -t-  i 

(z — i)“f/z  I (a  — fX"-*-' 

= — I 1 ij^du, 

( Z 4- /)*•*■’  2t\n+iJ 

Z (7  rt  -f-  f H — I 


Z — a a -h  i U — Ç 

D’après  cela  la  formule  (a)  devient 

rit“(ii  — 

ly  zzz  A I — , 


X 4-  I 
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en  faisant,  pour  abréger, 


A = 


£-e‘°( “ ( " ~ ‘Y*' • 

li'^  \»^  '/  \«+'7 


On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x ly  soit  algé- 
brique est 


(4) 


Cette  éi]uation  en  Ç est  du  degré  m -4-  i ; elle  a une  ra- 
cine égale  à i,  et  si  n est  inférieur  à ni,  elle  a m — n ra- 
cines nulles;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o et 
de  I est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m et  «;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
comprises  entre  o et  i,  en  appliquant  n fois  de  suite  le 
théorème  de  Kolle  à ré((ualioa 

qui  a m racines  nulles  et  « -+- 1 racines  égales  à i.  Les 
racines  nulles  de  l’équation  (4)  ne  peuvent  nous  con- 
venir, car,  pour  Ç=  o,  la  formule  (d)  donne  a = — i ou 
a=  niais  Tune  de  ces  équations  entraîne  l'autre, 
puisque  a et  a sont  conjuguées  ; les  facteurs  z — a,  z — a 
deviennent  z -t-  i,  z — /;  par  suite  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  t et  t se  réduisent  à l'unité.  Pour  ^ — i 
l’équation  (3)  donne  a=.  a,  et  la  formule  (a)  se  réduit 
encore  à celle  que  donne  l’hypotlièse  f = r = i. 

Mais  à chacune  des  racines  ^ comprises  entre  o et  i 
répondent  pour  n et  a des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l’une  de  l’autre.  Remarquons  d’abord  qu’on  peut 
supposer 

(5j  aa  = l 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à celui-là  par  un  changement  de  va- 
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riable.  Il  suffira  eflViUivcincul  d’écrire  au  lieu  de  z 

I — tz 

en  prenant  pour  £ l’une  des  racines  de  l’équation 


s — I = O ; 


parla  transformation  dont  il  vient  d’èlrc  queslion  la  for- 
mule (a)  devient 

ar  4-7r  r=  f ~±~ 0"..  dz, 

^ J {z  — a,)"*' {Z -\-i 

fl,  et  a,  ayant  les  valeurs  suivantes  : 


a,  — 


1 «s 


a — £ 

' I -4-  a» 


d'où  l’on  conclut  a,  *,  = i.  On  peut  donc  adnielire  l’é- 
quation (5),  et  de  cette  équation,  combinée  avec  (3),  on 
tire  alois 

7 v' 


(6) 


- "-tJ  i 
n-  ç 1 î 

I ^ I 


si  l’on  donne  à a et  à a ces  valeurs,  dans  la  formule  (a), 
l’expression  de  J' -t- sera  algébrique. 

fK>2.  Considérons  le  cas  de  m = i qui  répond  aux 
courbes  d’I'iuler.  L’équation  (a)  devient 

( ■J  ) X -H  /’r  = S’c®'  f dz  ; 

et  l’équation  de  condition  est 


f/*  ?"+'(>:  — i) 

lîl’ 


— O, 
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d’où  l’on  tire,  fii  faisant  abstraction  des  racines  ^ = o, 


Les  équations  (6)  donnent  ensuite  les  valeurs  suivantes 
de  a et  de  «, 


(8) 


\^n  (n  ■+■  2)  i 
«-fl  n + I ’ 

\/fi  [ « -4-  2 ) (_  _ 

«-fl  «-fl 


L’intégrale  qui  forme  le  second  inembre  de  ré(|ua- 
tion  (7)  étant  une  fonction  algébrique,  il  est  clair  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  est  {z  — a)"  (z 
En  outre,  si  l’on  prend  l’intégrale  de  manière  qu’elle 
s’annule  pour  z = a,  le  numérateur  sera  divisible  par 
{z — ri)"'*'*;  et,  parce  que  ce  numérateur  ne  peut  être 
que  du  degré  n -f-  2,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 


X -f  /r  ge^  J — -f  consl. 


Comme  la  constante  u’influe  ijue  sur  la  position  de  l’ori- 
gine des  coordonnées,  nous  la  supposerons  nulle,  et  nous 
prendrons  simplement 


(9) 


'■  + b ~ 


( Z — a 


où  g"  et  U n’ont  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  précédemment.  On  aura  réi|uation  des 
courbes  dont  nous  nous  occupons,  en  coordonnées  recti- 
lignes, en  éliminant  z entre  l'équation  (9)  et  celle  qu’on 
en  déduit  par  le  cbangement  de  i en  — 1;  mais  il  est 
plus  simple  d’employer  les  coordonnées  polaires,  et  de 
substituer  l’intégration  à réliinlnation. 

Eu  dilVércntiant  l’équation  (9),  et  en  faisant  usage  des 
Il . n 
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formules  (8)  il  vient 


(lo) 


iix  -f-  i il X : 


2 \/n  ( n -t-  2 ) 


n -t-  I 


— 


(l  — a )“•*■'( Z -4-  if 


il  faut  remarquer  que  l'équation  (9)  entraîne  l'équa- 
tion (10)  quel  que  soit  ;i;  nous  pouvons  donc  supposer 
ce  nombre  fractionnaire,  car  la  courbe  à laquelle  l’é- 
quation (9)  se  rapporte  ne  cessera  pas  d'être  algébrique. 
Ainsi  les  résultats  qui  vont  suivre  acejuièrent  une  géné- 
ralité ï)ue  ne  comportait  pas  notre  énoncé.  ' 

Multipliant  chacune  des  équations  (9)  et  (10)  par  sa 
eonjugée,  il  vient 


JT’  -4-  J’ 


..5  ’ 


d.r^  ilyi  = 


4 n ( a 2 ) f dz^ 

(n  (7— 


Désignons  par  p le  rayon  vecteur  par  tls  la 

différentielle  de  l’arc  de  courbe,  savoir  \jdx'-^dy^,  et 
prenons  ds  de  signe  contraire  a dz\  on  aura 


^ ( n -f-  2 1 
'—2:  — -+-  I 


P = . 


n -I-  I 


ds  = — 1g 


\]ri[n  -+-  2 ) 


et,  en  posant 


dz 


ces  formules  deviennent 


( \«(n-f-2)  \ 


V'ni" -I- 2) 

ds  = g 7 “ *• 


H -+■  I 
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En  différentiant  récjuatioii  (i  i),  on  trouve 
y/n  (/»  + 2 ) . 

"?  — — S 

d’où 


ftp  — — s - — ^ sin  X dX, 


(i3)  — sinX, 

ds 

et  si  w désigne  la  seconde  coordonnée  polaire,  on  pourra 
poser 


(■4) 


P du 

t— = + COS  X , 
ds 


puisque  + p’  dtù*  = ds*. 

Des  équations  (i  i),  (i  a)  et  (i4)i  on  déduit 


V^(« 


dùi  zi- 


ds  COS^ 


n I 


— ^ cosX  dX 


i/n  (n  -I-  a) 

I ^ ÇQ5  \ 


OU 

(.5) 


du  — dl  — 


n + 


dX 


J n (n  -h  2) 

H — - - cosX 

« -h  I 


Pour  intégrer  l’expression  (i5),  nous  ferons  usage  d’une 
nouvelle  variable  déterminée  par  les  deux  équations 


^n{n  2) 


H-  cosX 


i6)  cosX'= r > sinX' = 


V^/l(«-f-2) 

, . — ' cosX 


sin  X 

I 

v/«(n  + 2) 


« -I-  I /I  -t  I 

Ces  équations  sont  compatibles,  car  on  en  déduit 


cosX 


s’X'  -f-  sin'X'=  I . 
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En  différcntiant  la  seconde  équation  (i6),  il  vient 


cos  a'  dV 


+ cos). 

n H-  I 

\fn  («42) 

I 4 - ' COS/. 

n 4-  I 


- rf), 


)' 


d’où,  à cause  de  la  première  équation  (i6), 

d\ 


{„  + = 


v/n(«4-2l 
I 4-  - - - cos). 

n 4-  1 


par  suite,  l’équation  (i5)  devient 

lia  ~ dl  — («  -4-  l)  dl' . 

Intégrons  cette  équation  de  manière  que  o)  s’annule  en 
même  temps  que  ) et  il  viendra 

(17)  w = X — ,(«4- i)'a', 

d’où 

(iS)  cosw  4-  isinM  = (cosÀ  4 /sinX)  (cos).' — /sinX')""^'. 
Faisons,  pour  abréger. 


{'9) 


R 


r=  i / — 6’  4-  2Ç-f)  — 


üii  aura  par  l’ctpiation  (11) 

, , «4-10  — i,'  . . « 4 I R 

(211)  cosX  = ' J sinX=:-_.  • -•~i 

(n  4- 2)  S Vn{/i-t  2)S' 

et  les  équations  (16)  donncroui  ensuite 


|2') 


VOS/. 


(n  4-  1)  P ■ • 

' «4-1 


l/JT (n  4-  2) 

I R 

sin  X = - -•  

\/n  ( « 4-  2 ) P 
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261 

On  a,  d'après  cela, 

cos  X -+-  I sill  1 - — _ - {p  ~ g + ' R )> 

g \j n («  + 3.) 

COS  À'  — i sinX'  = ' p " /R  : 

P v^«(rt  + 3)  L //  -4- 1 J 

et  l’équation  (18)  devient  enfin 
cosw  + I sinw 

(p  — ? + 'R)[^(« 


.,)p 

n -4-1 


« -4-  I 

V«(/i-r2;J  P 

Celte  écjuaiion  (22)  se  décompose  en  deux  autres  ipii 
font  conuaîlre  coso)  et  sinw  en  fonction  de  p;  l’une  on 
l’autre  de  celles-ci  peut  être  regardée  comme  l’équation 
de  nos  courbes  en  coordonnées  polaires. 

Eu  multipliant  l’équaliou  (22)  par  p,  il  vieut 


*J" 


n -f-  I 


(p  — g r /R)|^ 


g 


k"  l"  -T-  a)]'"' 


P"~“ 


dans  le  cas  particulier  de  /i  entier,  les  valeurs  de  x et  v 
ont  la  forme  suivante  : 

F(p)  /("} 

x=— i“-!,  r ! R, 

P"  P" 

!•'  et  y désignant  des  fonctions  entières  de  p. 

503.  Dans  le  cas  général,  l'équation  (2a)  est  trop  com- 
pliquée pour  pouvoir  servir  utilement  à l'étude  des 
courbes  qu'elle  représente,  et  il  vaut  mieux  employer  le 
système  formé  des  équations  (i  1),  (16)  cl  (17),  ainsi  que 
l’a  fait  Euler, 

.TI  I on  prend  pour  unité  la  quantité  g — , les 
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(■quations  (i  i)  et  (la)  sc  réduiront  à 
« -f-  I 

P = j -4-  COSX, 

\n(n  + 1) 

ils  = dï  ; 

on  a,  par  suît(*, 

s — l, 

en  comptant  les  arcs  à partir  do  ).  = o,  et  il  vient 
n -+-  1 

P = — -f-  rosj 
V " 2) 

pour  l’équation  générale  de  nos  courbes  entre  l’arc  et  le 
rayon  vecteur.  Ces  réfîultals  sont  conformes  à ceux«{u'Eu- 
ler  a obtenus. 


564.  Dans  le  cas  de  n = i,  l’équation  (aa)  devient, 


e . , 

en  prenant  - pour  unité 


cosu  ■+■  i smu  = 
et  l'on  a 


(p  — a iR)  (ap  — I — l'R)’ 

3773  ’ 


R = s/—  p’-+-4p  — >■ 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n = i est 
représentée  par  l’une  ou  l’autre  des  deux  équations 

P*  + (ip  — a 

cosu  = — _ -, 

Sp’v'S 

sin„  = (P'  47E'  . 

3 p’  y 3 

Dans  le  cas  de  n = a,  l’équation  (aa)  devient,  en  pre- 

a • . 

liant  ^ pour  umte, 

(p  — 3 -I- (R)(3/=- I - (R)' 

cosoj  -i-  /sinu  — ... -1 

64  P* 
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R = v' — p“  -t-  6p  — I . 

I!  en  résulte  (jue  la  courbe  relative  au  cas  de  n = a est 
représentée  par  Tune  ou  l’autre  des  deux  équations 

f ‘ -t-  1 4 p’  — 8 O -4-  I 

cosw  = ‘ — . 

yp  

_ (p  _ l)  (p»+  4p  — |)yCZp.^.6p  — I 

8p>  “■ 

Rectijicalion  de  la  leniniscate  et  de  l'ovale  de  Cassini. 

oG5.  La  lemniscate  a pour  équation  en  coordonnées 
polaires  (u°  3u2) 

p! ^ eosaw ; 

il  s’ensuit  que  l’on  a 


fi 

2fl^Sin'2fA>,  P*  -î-  ^ = 4 

* rt  w* 


d’où,  en  désignant  par  s l’arc  de  la  courbe  compté  à par- 
tir d’une  origine  arbitraire, 

tlo  rfw 

as  — 7.  a^ 1 ou  ils  — a 7.  i_r:  • 

^40'  — P*  ^C'0S2m 

Si  l’on  fait 

' . / I . 

sinu  -,.r  siny,  cosîü  \ i sin’u, 

y 2 \ 2 

il  viendra 


f/<p 

as  — a — 


/ ' • 

/ I SUl’c) 

/ 2 ' 


Si  donc  on  prend  la  ligne  a pour  unité  et  que  l’on  fasse 
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coniincncor  l’arc  s au  point  où  m = o,  o,  on  aura 


Ainsi,  l'arc  de  la  lemniscnte  n'est  autre  chose  que  l'in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce  dont  V amplitude 

est  O et  dont  le  module  a pour  carré 

On  verra  plus  loin  que  les  fonelions  elliptiques  de  pre- 
mière espè<'c  peuvent  être  ajoutées  ou  retraucliéi's  entre 
elles,  multipliées  ou  divisées  algébriquement,  de  la  même 
manière  que  les  arcs  de  cercle;  il  s’ensuit  donc  que  l’on 
peut  efieetuer  sur  la  lemniscatc  des  eonslruetiotts  ana- 
logues à celles  auxtiuelles  on  est  conduit  dans  la  tliéorie 
du  cercle. 

Î)ü6.  La  lemniscatc  n’est  cju’un  cas  particulier  de  la 
courbe  connue  sous  le  nom  éé ovale  de  Cassini,  et  qui 
est  définie  par  la  propriété  que  le  produit  des  distances 
de  chaque  point  de  la  courbe  à deux  points  fixes  est  con- 
stant. l.’éipiation  de  cette  courbe  est,  en  coordonnées  po- 
laires, 

p‘ — 2rt’p’C0S2u  + «' = b‘, 

la  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  b*  le  pro- 
duit cottstant  des  distances  d’un  point  de  la  courbe  à ces 
points  fixes. 

L’ovale  de  Cassini  alTecte  trois  foi  mes  très-différentes, 
selon  que  le  rapport  - est  inférieur,  égal  ou  supérieur 

à runité:  dans  le  cas  de  - = i,  elle  coineidc  avec  la  lem- 
a 

niscate. 

Nous  supposerons  d’abord  - <[  i,  et  nous  ferons 
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b-  — a}  sin  aa  5 dans  ce  cas,  la  courbe  esl  formée  de  deux 
boucles  fermées  égales  entre  elles,  et  l’angle  a«  esl  celui 
que  forment  entre  elles  les  tangentes  menées  par  le  centre. 
Les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  valeurs  Wo  et  w, 
de  ’ü  déterminent  .sur  la  courbe  deux  arcs  que  je  repré- 
senterai par  .r(o)„,oq),  c («„,«,),  ou  simplement  par 
s(o)|),  i7('»)|),  si  ’i!d  = o.  D’après  cela,  on  trouve  faci- 
lement 


1-  (w„  «,) 

17  (w„  M.) 


-"F 

•4.. 

..VI, 

=^/  ' 


V cos  7,  V)  -J-  \J ros'  7 w — cos’  7 a , 

— . ^ nv>, 

^cos’  2 w — cos’  2 ot 

cos  2 w — ^ cos'  7 m — cos'  2 a 


f/vi; 


y cos' 2 m — cos' 7 s 


d'où  l’on  déduit 


(l)  r (v>„  M,)  -t-  7 (m„  M,)  = 2 — I 

"Jvi. 


(Itti 


(7)  r(M,,M,)  7(m.,  M,)  — 2 


’IT' 

«/  U ^ 


V cos  20)  — cos  2« 

W 

y'"coS2M  -t-  cos  7 a 


Si  l’on  pose,  dans  la  fort 

(3)  sinw  — 
et,  dans  la  formule  (2), 

(4)  sinM=r 
on  aura 

(5)  i(o>j,  M,  )-t-  7(m,,  W.)  — 

(6)  .*(m,,  M,)—  7{m.,  M|)  — 


nulc  (1), 

sin  2 sin  9» 

cos  a siniji. 

/-'  r?i 

"l. 

— siii'a  sin’ y 

6'  r^' 

" »/ 1 

•-  ■P,  '' 

— cü.s'a  sin'-} 

les  angles  j,,,  t|/o,  '''o  ou  |i,  <|'i,  W|  devant  satisfaire  aux 
équations  (3)  cl  (4). 
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Si  l'un  fait  Ug  = o,  on  aura  aussi  z=  o,  <pc  = O) 
en  écrivant  ip,  (o  au  lieu  do  p,,  u,,  les  équations  (5) 
et  (6')  donnei'ont 


(7) 

F (sin  a, 

(w)  -1-  <r(w)], 

(8) 

F (cos  a. 

(“)  — » (“)]. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  elliptique  de  pre- 
mière esjiècc  est,  quel  que  soit  son  module,  exprimable 
par  la  somme  ou  par  la  différence  de  deux  arcs  de  l’ovale 
de  Cassini,  de  l’espèce  que  nous  venons  de  considérer. 
Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est  exprimable 
au  moyen  de  la  somme  de  deux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémentaires. 
Ces  modules  ont  pour  valeui-s 


I / à’ 

= -{/  — 
?.  V n’ 

1 / f’ 

2 y 


Si  dans  l’équation  (7)  on  pose  u)  = a,  d’où  ij)  = et 

qu’on  désigne  par  S la  longueur  totale  de  la  courbe,  on 
aura 


F,  (sina)  = 


ce  qui  montre  que  la  fonction  complète  de  module  sin« 
est  exprimable  au  moyen  du  périmètre  entier  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas  de  - = i,  l’angle  a est  égal  à - et  les  arcs 
a ° ° 2 

a(o>)  sont  nuis;  on  retrouve  le  résultat  connu  relatif  à la 
leinniscale. 
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567.  Supposons  - >i  ei  posons  a’=i*sinaa;  la 

courbe  est  composée  d'une  seule  branche.  Je  désignerai 
par  s (oüo,  fi)|)  l’arc  déterminé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
répondent  aux  valeurs  Wo,  W|  de  w,  et  par  a (wj,  fo,)  l’arc 
que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux 
deux  premiers.  D'après  cela,  on  aura 


J { 0 


cos  9 U -t-  v^cos'3w  -t-  cnt’2*  ^ 
y/cOS’2w  -H  cotisa 


col’aa 

— tlu\ 


/ V C V — COS2.l>) -)- v/cOs’?w 

U.)  = — I - : 

•/w,  ^COS^9.ro  + cot’aa 

. . ’r 

par  suite,  en  supposant  >>><,,  <"i  compris  entre  o 

, . , . , > ï ' Vcot2a  + \ COS’a<u -t- cot’2  a 

(<)]  J (w„  U,)  + <r  uj  =:  2 —I  — — ! _ -dm, 

^ '-'m.  J COS=  ?.  w 


( U»)  î (ue,  W|)  — 5 («.,  0),)  = 2 


■ i:  r 
“X. 


^COS^?.w  -1-  COt*2a 

y — cot  2a-t-  \Vos’  2M-l-COt’2  a 


^COS’2w  -+-  COt’2* 


dm. 


Posons,  dans  ré([uation  (9), 


(11)  y/cos^  a 6)  + cot’ 2 a == - 

1 — 2.  sin’a  sin’^ 

sin2a 

et,  dans  l’équation  (10), 

(l  a)  \/cos’2w -i- cot’aa 

— *?.  cos*a  sin’4/ 

1 

sin  9.  a 

on  aura 

(l  3)  JT ( m,,  w,  ) 4-  <j  (u,,  m,)  — b 

1 

rf*  r/ç 

\/i  — sin’asin=Ÿ 

(l4)  ■>  (",,  01,)  — af«o,u,)  = i 

cH 

J.  I — cos’asin’J» 

T 9 

les  angles  9,,  ifo,  w»  ou  ç,,  (]/,, 

w,  doivent  satisfaire 
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équations  (i  i)  et  (12),  et,  si  l’on  détermine  l’angle  (ii'-par 
la  relation 

sin  2w'=  sinaa  sinau, 

les  équations  (i  i)  et  (12)  se  réduiront  à 

sinu'  . . sinw' 

sin  O = — 1 sin  •!>  = 

suia  cosa 

Si  — O,  on  a aussi  Ço  = 0,  ==  o,  et  les  équa- 

tions (i3)  et  (i4)  donnent 

\t5)  F (sina,  ÿ)  — -t- 5- (w)], 

(16)  F(cosa,^(.)  =--  ^{w)]‘ 


Les  modules  de  ces  fonctions  elliptiques  sont  encore  com- 
plémentaires et  ont  pour  valeurs 


sin  a 


COSX  — 


Si  l’on  fait  ai  = on  a — î et  l’équation  (i5) 

4 ^ 

donne,  en  désignant  par  S le  périmètre  total  de  la  courbe, 


F,  (sina)  = A. 

On  voit  que  l’on  est  conduit  aux  mêmes  conséijuences 
que  dans  le  premier  cas. 


Des  courbes  algchriques  dont  les  arcs  s' expriment  par 
des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce. 

.'‘JG8.  La  détermination  de  toutes  les  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  peuvent  représenter  les  fonctions 
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Llliptiques  de  première  espèce  offre  de  très-grandes  diffi- 
cultés, et  Legendre,  qui  s’est  beaucoup  occupé  de  cette 
recherche,  n’a  pu  trouver  aucune  courbe  possédant  la 
propriété  de  la  lemniscaie.  J'ai  donné,  il  y a plusieurs 
années,  la  solution  complète  du  problcinc,  en  me  bornant 
toutefois  au  cas  des  courbes  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes peuvent  s’exprimer  par  des  fonctions  rationnelles 
d'une  même  variable,  .l’ai  été  conduit  ainsi  à une  infinité 
de  classes  distinctes  renfermant  chacune  un  nombre  illi- 
mité de  courbes  individuelles  dont  les  arcs  représentent 
des  intégrales  elliptiques  de  modules  différents.  La  dis- 
cussion ultérieure  des  résultats  obtenus  a mis  en  évidence 
deux  propriétés  géométriques  remarquables  communes  à 
toutes  les  courbes  de  la  première  classe,  et  qui  peuvent 
servir  à les  définir  ; la  théorie  de  ces  courhes  devient  dès 
lors  indépendante  des  considérations  analytiques  qui  m’ont 
servi  à les  découvrir. 


569.  Théorème  I.  — Soit  n un  numhru  entier,  ou 
fractionnaire, ou  nitâne  inconnnenMirnl>/.e,  et  construisons 
le  triangle  OMP  tel  que 

OP  = \f n et  MP  = \!n  -I-  i , 

puis  imaginons  que,  le  sommet  O restant  fixe,  le  triangle 
'varie  de  telle  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  w Jormé  par 
le  seul  côté  variahle  OM  avec  une  droite  fixe,  soit  con- 
stamment égal  au  cosinus  de  l'angle 

n.MOP  — («  + i)OMP, 

le  point  M engendrera  une  courbe  [algidnique  si  n est 
commcnsurable)  dont  l'arc  sera  exprimable  en  fonction 
du  rayon  vecteur,  par  une  intégrale  elliptique  réductible 

au  module  \ / 

V « -t-  > 
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Soient,  en  effet,  MOP  = a,  OMP  = l’équaiioii  de 
la  courbe,  résullc^ra  de  réliinination  de  a et  j3  entre 

COSW COs[«a  — (n  + l)  PI, 

p’  — I p=  -I-  I 

COS  a 1—  5 cos  P = — ^ — 

y-fyjn  2 P Al  -H  I 

De  ces  deux  équations  on  tire 

R . „ R 

sina=: sinp  = j 

npy'Ai  2p  v^n -4- I 

en  faisant,  pour  abréger, 

R = y/—  p'  + 2 ( a/l  -t-  I ) p’  — I . 

Cela  posé,  on  trouve,  par  la  différentiation, 

± du—  nda.  — (ai  -(-  i)  ifp, 
rfp  = 

d’où  “ “ 

, , p=  — i2AI  + l)  r/p 

et.  par  suite,  on  aura,  pour  la  différentielle  de  l’arc, 

± A = 2 v'aI  ( Al  + I ) ^ • 

R 

Des  équations  précédentes  on  déduit  encore  les  formules 
suivantes,  qu’il  convient  de  remarquer: 


■^ids  — sjn 


da  , i/p 

T > rn  rfi  = V Al  4- 1 — — • 

cos  P cos a 

On  a d’ailleurs,  en  posant  Â = y/  , 

sin  P if  sin  a,  cosp  — y^i  — A’sin’a; 
donc,  en  supposant  que  dp  ait  le  signe  de  da^ 

J r 

a6  = V»  , 

y/ 1 — X'sin’a 
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et  l'arc,  compté  à partir  du  point  de  l’axe  polaire  qui 
correspond  .à  a = o,  ou  p = y'Vi  -|-  i dr  y*’/»,  sera  exprimé 
par  l’intégrale  elliptique  de  module  k et  d'amplitude  a, 

/•*  ,U 

V'n  I — ■. 

Jo  V ■ — /’sin'a 


ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de  n = i,  la  courbe 
dont  nous  parlons  sc  confond  avec  la  Icmniscatc. 


L’aire  du  triangle  générateur  OMP  est  et  l’on 

4 

trouve,  d’ailleurs,  aisément 


-I-  const., 


d’où  l’on  conclut  que  l’aire  du  secteur  de  courbe,  comptée 
à partir  de  l’axe  polaire,  est  toujours  égale  à l’aire  du 
triangle  générateur. 


570.  Je  passe  maintenant  à l’examen  de  la  seconde 
propriété  de  ces  courbes  remarquables.  Ou  a,  dans  le 
triangle  OMP, 

p’  = an  -t-  I -4-  2 (/ï  -t-  I)  cos(a  + P), 

d'où 

, ,,  p’  — (2«  + l)  , prf» 

cos(a  -t-  P)  = = ± - — . 

2^fl  [il  + IJ 

• / \ ^ J ^9 

sm  (a  + P ) = — = ± -y  , 

2 y n («  + I) 


d’où  l’on  conclut  que  l’inclinaison  de  la  normale  sur  le 
rayon  vecteur  est  précisément  égale  à « -J-  (3 , ou  à 
son  supplément;  si  donc  on  fait  au  point  M un  angle 
PMN  = MOP,  en  supposant  d’abord  le  premier  cas,  MN 
sera  la  normale  au  point  M de  la  courbe,  lequel  corres- 
pond à la  position  OMP  du  triangle  générateur;  d’ailleurs 
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le  point  O se  iroiive  iiéeessaiiemcnl  sur  le  serment  ca- 
pable de  l’aiif^lc  PMN,  que  l’on  décrirait  sur  MP,  ce  qui 


montre  que  MN  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  générateur,  et  si  C est  le  centre  du  ceicle  cir- 
conscrit, le  rayon  MC  sera  précisément  la  tangente  à la 
courbe.  11  est  d'ailleurs  évident  que,  quand  le  sommet  M 
du  triangle  décrira  la  courbe  d’un  mouvement  continu, 
cette  pi'0|uiété  se  conservera  pour  toutes  les  positions  de 
ce  triangle. 

On  pouvait  supposci'  que  l’inclinaison  de  la  normale 
sur  le  rayon  vecteur  fût  égale  au  supplément  dea-t-|3; 
dans  ce  cas,  on  ferait  tourner  le  triangle  OMP  autour  de 
OM,  on  aurait  un  second  triangle,  qu’on  pourrait  substi- 
tuer au  premier,  pour  engendrer  la  courbe,  et  la  pro- 
priété précédente  serait  alors  relative  à ce  nouveau 
triangle. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  mode  de  génération  sui- 
vant. 

THéonÉMK  II,  — Si  Ir  triangle  OMP  l'hrie  de  telle 
manière  que  le  sommet  O reste  Jixe , et  que  les  côtés  mo- 
hiles  OP  et  MP  soient  constamment  égaux,  le  premier 
à y;/,  le  second  à y qu’en  outre,  le  déplace- 

ment infiniment  petit  MM'  du  point  M ait  lieu  à chaque 
instant  suicant  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  générateur,  le  point  M 
engendrera  la  courln;  elliptique  qui  répond  au  nombre  n . 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  DE  LA  (lUADRATEHE  DES 
SURFACES  COURBES.  — DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


Volume  (l'un  C)  lindre  à hase  quelconque. 

571.  La  base  d’un  cylindre  peut  étie  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  soit  par  des  parallèles  à une 
direction  donnée,  soit  par  des  rayons  issus  d’un  point 
intérieur.  Considérons  le  premier  mode  de  décomposi- 
tion; chacun  des  éléments  sera  compris  entre  deux  paral- 
lélogrammes qu’il  est  facile  de  construire,  entre  deux  rec- 
tangles, si  l’on  veut,  dont  le  rapport  aura  pour  limite 
l'unité.  La  base  B du  cylindre  sera  donc  la  limite  de  lu 
somme  des  rectangles  intérieurs  ou  de  la  soninu!  des  rec- 
tangles extérieurs.  D’un  autre  côté,  le  volume  V du  cy- 
lindre, dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  H,  est  com- 
pris entre  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  hauteur  H 
et  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  même  hauteur  ; 
d’ailleurs  ces  deux  sommes  de  prismes  tendent  l’une  et 
l’autre  vers  une  limite  égale  au  produit  I!H,  donc  ou  a 
V = BH. 

Expression  du  volume  de.  la  portion  d' un  corps  quel- 
conque comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

572.  Soient  Ox,  Oj,  Oz,  trois  axes  de  coordonuéc.s 

rectilignes;  désignons  par  V le  volume  d’un  segment  d’un 
corps  quelconque,  compris  entre  deux  plans  MiS 

parallèles  au  plan  yz  et  répondant  aux  ahscisses  x„  et  .r. 

II.  i8 
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Si  l’on  suppose Xo  constante  cix  variable,  le  volume  V 
sera  une  fonction  de  x dont  il  est  aisé  d’avoir  la  différen- 


4- 


tielle.  Â cet  effet,  désignons  par  u l’aire  de  la  section 
faite  dans  le  corps  par  le  plan  MN,  par  u -|-  Au  celle  de 
la  section  faite  parleplanM'N'parallèleàj^Ozet  répon- 
dant à l’abscisse  x-l- Ao;;  le  segment  du  corps  compris 
entre  les  plans  MN,  M'N'  sera  raccroissement  AV  que 
prend  V quand  x augmente  de  Ax.  Soit  a l’angle  que 
fait  l’axe  Ox  avec  le  plan  jrz,  la  distance  des  plans  MN, 
MN'  sera  Ax  sina;  construisons  le  cylindre  qui  a pour 
base  la  section  MN,  dont  l’autre  base  soit  dans  le  plan 
M'N'  et  dont  les  arêtes  soient  parallèles  à l’axe  Ox;  con- 
struisons pareillement  un  deuxième  cylindre  ayant  pour 
base  la  section  M'N',  dont  l’autre  base  soit  dans  le  plan 
MN  et  dont  les  arêtes  soient,  comme  pour  le  premier  cy- 
lindre, parallèles  à l’axe  Ox.  Les  deux  cylindres  ont  res- 
pectivement pour  volumes 

»A.r$ina,  (« -+•  Au)  A.rsina, 

et  s’il  arrive  que  l’un  d’eux  soit  tout  entier  contenu  dans 
l'autre,  il  est  évident  qu’ils  comprendront  entre  eux  le 
volume  Av  du  segment  MNM'N'du  corps;  dans  cette 

hypotlièse,  le  rapport  ^ est  compris  entre  les  deux 

quantités  usina,  (u-f-  Au)  sina,  cl  l’on  aura  en  consé- 
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quence  à la  limite 
WV 

— — = usiil3!  OU  </ V = sin  sî. 
a.r. 

Si  les  deux  cylindres  ne  sont  pas  contenus  l’un  dans 
l’autre,  ils  ont  une  partie  commune;  désignons  par  u — £ 
la  partie  commune  de  leurs  bases  et  par  ?]  la  somme  des 
parties  non  communes  des  mêmes  bases,  il  est  évident 
que  le  volume  Ae  sera  compris  entre 

(il  — ()Aj:sinx  et  (il  — t -t- u)  A.r  sin X, 

AV  , 

et  — le  sera  entre 

A.r 

(m  — cjsinx  et  (il  — jM-c^sinx; 
or  £ et  n s’annulent  pour  Ax  = o,  puisqu’alors  M' N' coïn- 
cide avec  MN  ; donc  on  a encore,  à la  limite,  ~ = u sin  « 

t/.r 

ou  f/V  = uf/xsinx. 

D’après  cela,  si  l’on  donne  à x une  valeur  détermi- 
née X,  le  volume  V du  segment  que  nous  considérons  aura 
pour  expression 

.X 

V ; - sin  X I iidr, 

Il  étant,  nous  devons  le  répéter,  l’aire  de  la  section  faite 
dans  le  corps  par  le  plan  parallèle  au  plan  } z,  qui  ré- 
pond à l’abscisse  x;  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
on  a plus  simplement 

/•X 

\ — / lli/.r. 

Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  suppose  l’aire  u 
connue  en  fonction  de  x;  la  détermination  de  cette  aire 
exige  elle-même  une  intégration;  mais  il  y a des  cas  où 
cette  intégration  peut  être  effectuée  immédiatement. 
Nous  allons  en  présenter  quelques  exemples. 

18. 
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j^ppUcation  à quelques  exemples. 

573.  Exemplk  I.  — Trouver  le  volume  d'un  cône 
à base  quelconque. 

Prenons  le  sommet  O dn  cône  pour  origine  de  trois 
coordonnées  rectangulaires,  et  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  sommet  sur  la  base  pour  axe  des  x. 


eicL 


^ I '' 
c ■ 

-7  ■ J 


' !l 


Si  l’on  désigne  par  B la  base  du  cône,  par  H sa  hauteur, 
on  aura,  coiiinic  on  sait. 

Il  H B 

g..—,  H_—  X-, 

et  le  volume  V .sera 

B /•"  , , B H- 

H»  ^ 3 


V=3B«- 


574.  Exemple  II.  — Trouver  le  volume  du  segment 
d'un  ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

Rapportons  l’ellipsoïde  à trois  diamètres  conjugués 
O J.',  Oy,  O Z dont  les  dmix  derniers  soient  parallèles  aux 
bases  du  segment  ; l’équation  de  la  surface  du  corps  sera 
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n\  h',  c'  étant  les  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. L’aire  a est  ici  celle  d’une  ellipse  dans  laquelle 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  longueurs  les  doubles 
des  expressions 


eu  outre  l’angle  de  ces  diamètres  est  égal  à l’angle  0 que 
forment  les  demi-diamètres  b',  c'  de  l’ellipsoïde.  On  a 
donc 


U — T è'c'sinO  j : 


et  par  conséquent  si  .r,,,  X désignent  les  valeurs  de  x qui 
répondent  aux  bases  du  segment,  et  que  a soit  l’angle 
formé  par  l’axe  des  x avec  le  plan  yz.  on  aura 

V — îT  èV'sinOsina  / ( i. ) d.r, 

ou 

tvj 

(X  — .r.) 3 '■'3  " (■ 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  l’ellipsoïde,  il  faudra  faire 
X,  = — a' , X = -h  et  il  viendra 

V = ^ Tzn'b'c  sin9  sina; 

si  l’on  prend  pour  n',  />',  c'  les  demi-axes  a,  b,  c,  on 
aura  û = 90”,  * = 90",  et 

3 

V = i (i/ic, 

la  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 
n' b'c'  sin9  sin*  = abc, 

ce  qui  exprime  le  théorème  connu,  d'après  lequel  le  pa- 
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rallélipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  de 
l’ellipsoïde  a un  volume  constant. 

Il  est  évident  qu’on  obtiendra,  par  un  calcul  analogue, 
le  volume  d’un  segment  d’iiyperboloïde  à une  ou  deux 
nappes,  ou  celui  d’un  segment  de  paraboloïde  elliptique. 

b7a.  Exemple  III.  — Étant  donnes  troix  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  on  demande  de  déterminer 
le  volume  compris  dans  l’angle  des  coordonnées  posi- 
tives et  limité  par  le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  l'équation  xj  =az,  a étant  une  constante, 
par  le  plan  ABC  qui  a pour  équation  x y -y-  z =.  a, 
et  par  le  plan  des  x et  y. 


/-■ 


/I 


/o  - 
/ 


M 

■ 

/ \ 


,K_ 

P • A 


BÏ 


Le  paraboloïde  est  coupé  jiar  le  plan  ABC  suivant  une 
bypei'bole  AMB,  et  il  passe  par  l’axe  des  x,  ainsi  que 
par  celui  des  y.  Le  plan  PMQ,  parallèle  au  plan  t z,  qui 
répond  h l’abscisse  x,  coupe  cette  surface  suivant  une 
droite  MP,  et  le  plan  ABC  suivant  une  droite  MQ  pa- 
rallèle à BC  trace  du  même  plan  ABC  sur  le  plan  ) z : 
enfin  il  coupe  le  plan  xy  suivant  la  droite  PQ  parallèle 
.à  Ov  . L’aire  désignée  par  u au  n“  S72  est  donc  ici  celle 
du  triangle  PMQ  par  lequel  est  engendré  le  volume 
qu’on  demande  d’évaluer. 

La  base  PQ  de  ce  triangle  est  l’ordonnée  j , relative  à 
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l’abscisse  x,  de  la  ligne  AR  trace  du  plan  ARC  sur  le 
plan  X}  j on  a donc 

PQ  r a — æ:  ; 

la  hauteur  MH  du  triangle  PMQ  est  le  z,  relatif  à l’ab- 
scisse X,  de  l’intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  ARC  i 
l’élimiiiatiou  de  i entre  les  équations  des  deux  surfaces 
donne 

r(n  — — l)  = 'fi, 

ainsi  l'on  a 

a -h  J' 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  u est 

_ t j-(fi  — j:)= 

2 « -+-  X 

D ailleurs  le  volume  demandé  V est  limité  par  les  plans 
qui  répondent  aux  abscisses  o et  a;  donc  on  a 


2.'o  f’-h'f  Jg  \a  2 x-ha/ 

et,  en  efl'ectuant,  on  trouve 


Application  aux  solides  de  révolution. 

S76  L’aire  désignée  par  u au  n"  f)72  s’obtient  immé- 
diatement dans  le  cas  très-étendu  des  solides  de  révolu- 
tion autour  de  l’axe  des  x,  puisque  cette  aire  est  celle 
d’un  cercle  ou  de  l’espace  compris  entre  des  cercles  con- 
centriques. 

Soit  M,M  une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des 
X)  et  considérons  le  solide  qu’engendre  en  tournant  au- 
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tour  de  l’axe  des  x l’aire  M„ P, PM  comprise  entre  la 

courbe  M„M,  l’axe  des  x et  les  ordonnées  MoP„,  MP. 


r" 


N,  ; 


JJ 


Dans  ce  cas,  l’aire  u sera  celle  d’un  cercle  de  rayon  7 ; on 
aura  doue 


: TTJ  - 


’ = ^ f X’ 


j'o  et  X dcsignaiii  les  abscisses  qui  répondent  aux  ordon- 
nées MoPo)  MP. 

Supposons  qu’on  demande  le  volume  V engendré  par 
l’aire  MoN^IS'M  comprise  entre  deux  courbes  données 
M„M,  IV„N,  et  les  ordonnées  MjP»,  MP.  Soient  y et  j'' 
les  ordonnées  des  deux  courbes,  l’aire  u sera  celle  de 
l’espace  compris  entre  les  cereles  concentriques  de  rayons 
y et  ) ou  aura  donc 


TT  \z=-f  (/’-/’ 


<lx. 


'ill , PxEMi’LE  I.  — Déterminer  le  l’ulume  du  tore. 

Le  toie  est  le  solide  engendré  par  un  cercle  tournant 
autour  d’un  axe  situé  dans  son  plan. 


M - 

r \\ 

I.  r 


Rapportons  le  cercle  générateur  à deux  axes  rectangu- 
laires dont  l’un,  celui  des  x,  coïncide  avec  l’axe  de  révo- 
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lulion;  soient  a le  rayon  du  cercle,  6 l’ordonnée  du 
centre,  J-,  }'  les  ordonnées  des  points  M,  N (jui  répon- 
dent à la  même  abscisse  .r;  on  aura 

r+y~^^t  — — x‘ , — _r'’— ,4Sv"' — •'^’i 

puis,  en  supposant  l’axe  de  rotation  extérieur  au  cercle, 

« = 4 II  S — .r’ , V Ç ^/ii‘  — t/x. 

Or,  si  l’on  désigne  par  v l’aire  de  la  portion  du  cercle 
comprise  entre  les  ordonnées  MoP„,  MP,  qui  répondent 
aux  abscisses  j'q,  X,  un  a évidemment 


donc  le  segment  de  tore  sera 

V = 2«Çf. 

Si  l’on  veut  avoir  le  volume  total  du  solide,  on  fera 
I'  = ira*,  et  l’on  aura 

V =2  7t’«’S. 

o78.  Exemple  II.  — JJcicrmiiier  le  volume  engendré 
parla  surface  de  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

Prenons  pour  axe  des  x la  base  de  la  cycloïde  et  pour 
axe  des  y la  perpendiculaire  menée  par  l’une  des  extré- 
mités de  cette  base,  la  courbe  sera  définie  (n"  230)  par 
les  équations 

r = " (?  — siny),  n (l  — COSy), 

d’où  l’on  tire 

=«  (l  — COSylf/if. 

Soit  V le  volume  engendré  par  l’aire  comprise,  entre  la 
courbe,  la  base  et  l’ordonnée  •)  qui  répond  à l’abscisse  x 
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ou  à l'augle  un  aura 


y — t:  Ç y'  d.r  = T Ç ( I — COS  y}’  ; 

Jo  J O 


/ „ 5 i5  3 I - 

(l — COSif)“= COSy  -J C0S2i;>  — ^ COSOip, 


donc 


,/5  i5  . 3 . I . . 

V ~ r fl’  ^ - O — sinf  -I-  ^ sinay ^ sin3ç 

Si  l’on  veut  le  volume  total  du  corps  engendré  par  la 
cycloïde,  on  fera  ly  = air,  cl  l’on  aura 

V = 5îr’fl’. 


579.  Exeitple  III.  — Délerminer  le  -volume  engeit- 
dré  par  la  surface  de  la  cycloïde  tournant  autour  de  la 
tangente  au  sommet. 

La  courbe  étant  rapportée  aux  mômes  axes  que  dans 
l’exemple  précédent,  soit  V le  volume  engendré  par  la 
surface  comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  au  sommet, 
et  la  perpendiculaire  an  — y à cette  tangente  correspon- 
dante à l’angle  on  aura 


or 


TT  a ^ T 

y = K j (2rt  — y-yd-r  — Tid  I (i -r  cosi}.)  sitl’^.rfy: 

, V sin«.cosv 

I sin’9  do  ~ I — -(-  consl., 

J y.  a 

j cosy  sin’y  f/o  = J sin’y  ■+-  consl.. 


donc 


Sm9COSq>  i . 

— -sm’,); 


en  faisant  = o,  on  aura  le  volume  engendré  par  la 
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surface  comprise  entre  la  demi-cycloidc  cl  la  laugciitc^  si 
l’on  double  le  résultat, on  obtiendra  le  volume  total, savoir 

V est  ainsi  le  cinquième  du  volume  considéré  dans  l’exem- 
ple précédent. 

Considcralions  iiouvc/ffs  rrltih\'/s  il  la  ilélerminatioii 
lia  volume  tles  corjts  lcrmiiics  /uir  tien  surfaces  iftiel- 
couques. 


Î580.  Revenons  à la  formule 


que  nous  avons  établie  au  n"  1572,  pour  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  et  où  V représente  la  portion  du 
volume  d’un  corps  comprise  entre  les  plans  parallèles  au 
plan  ^z  qui  répondent  aux  abscisses  Xo  et  X.  On  peut 
toujours  supposer  que  la  surface,  dont  u désigne  l’aire, 
est  terminée  par  uu  contour  qui  n’est  rencontré  qu’en 
deux  points  par  les  droites  parallèles  à l’axe  des  r;  s’il 
en  était  autrement,  ou  décomposerait  le  volume  \ en 


plusieurs  parties  satisfaisant  chaeune  à celte  condition. 
Alors  si  l’on  désigne  par  Z et  les  ordonnées  MP,  /«ol* 
parallèles  aux  z et  qui  répondent  à une  valeur  OP  = y de 
l’ordonnée  parallèle  aux_i  , que  l’on  représente  eu  même 
temps  par  i et  \ les  valeurs  de  qui  répondent  aux 
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limites  du  contour  de  l’aire  ti,  cette  aire  aura  pour  ex- 
pression 


et  la  formule  (i)  pourra  être  écrite  comme  il  suit 

Y 

[Z -Z.)  r/y. 

Dans  cette  formule  (3),  Z et  s,  sont  des  fonctions 
données  de  x et  de  7 5 elles  représentent  les  ordonnées  z 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  qui  répondent  aux 
coordonnées  x,  j ; et  Y sont  des  fonctions  de  la  va- 
riable X,  elles  représentent  des  ordonnées  parallèles  aux 
et  répondent  à l’abscisse  x du  contour  qui  limite  la  pro- 
jection du  volume  V sur  le  plan  des  x»  ; enCn  x,  et  X 
désignent  des  constantes  données. 

La  formule  (a)  exprime,  comme  on  sait,  que  l’on  a 

H = lim  2 (Z  — ;.)  i/, 

X étant  regardée  comme  constante,  et  r variant  de_>  » à Y 
par  intervalles  infiniment  petits  égaux  à A 7 ; on  a de 
même,  par  la  formule  (1), 

V — lim  2 II  A J', 

X variant  ici  de  x„  à X par  intervalles  égaux  à Ax.  On 
peut  donc  écrire 

V = lim  2 Ax  lim  ^ (Z  — J,)  A >•, 
ou 

(4)  V = lira  22  ~ 

L’expression  (3)  est  dite  une  iiilégrale  double  ; l’cx- 
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pression  (4)>  qui  en  est  une  consétjuciice,  montre  que 
V est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
infiniment  petits  (Z  — r,)  Ay,  dont  les  bases  Ax  A) 
forment  une  somme  qui  a pour  limite  l’aire  suivant  la- 
quelle se  projette  le  volume  V sur  le  plan  xi . 

S81.  On  peut  arriver  aux  résultats  qui  précèdent  par 
d'autres  considérations  qui  permettront  en  même  temps 
d’introduire  plus  de  généralité.  Désignons  par  V le  vo- 
lume d’une  portion  quelconque  d'un  corps  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires,  et  supposons,  comme  précédem- 
ment, ce  que  l’on  peut  toujours  réaliser,  que  la  surface 
du  solide  à évaluer  ne  soit  rencontrée  qu’en  deux  points 
par  les  droites  parallèles  aux  z.  Soient,  comme  au  n“o80, 
Z et  To  Ips  valeurs  de  z relatives  à cette  surface,  ^ioin- 
mons  P l’aire  suivant  la([uelle  le  volume  V se  projette  sur 
le  plan  des  xy,  et  décomposons  celte  aire  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  tous  les  sens,  d’après  une  loi  quel- 
conque. La  décomposition  dont  je  parle  pourra  être  réa- 
lisée au  moyen  de  deux  familles  de  lignes  dépendant 
chacune  d’un  paramètre  variable;  deux  courbes  infini- 
ment voisines,  MN,  M'iN',  de  l’une  des  familles  détermi- 
neront, avec  deux  courbes  inCriimcnt  voisines  de  l’autre 


/ 


famille,  un  quadrilatère  ABB'A'=a  qui  sera  l’un  des 
éléments  que  nous  avons  à considérer;  l’aire  P sera  la 
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somme  des  quadrilatères  intérieurs  % et  de  parties  excé- 
dantes a'  telles  que  MM'P,  NN'Q;  on  aura  ainsi 

P = 2 “ 2 *'• 

Mais  la  seconde  somme  a pour  limite  zéro;  en  effet,  les 
deux  éléments  a'  compris  entre  les  deux  courbes  M?i, 
M'N'  sont  des  inliniment  petits  du  deuxième  ordre, 
l’infiniment  petit  principal  étant  la  dilférentielle  du  pa- 
ramètre relatif  aux  courbes  MN,  M'IN',  et  l’aire  comprise 
entre  les  mêmes  courbes  est  évidemment  du  premier  or- 
dre. D’après  cela  on  a 

P lim  ^ a , 

et  conformément  au  principe  du  n“9,  on  pourra  encore 
négliger  dans  a toute  quantité  iiiGnimcnt  petite  par  rap- 
port à cet  élément. 

Cela  posé,  le  cylindre  qui  a a pour  base  et  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  à l’axe  des  z intercepte,  dans  le  volume  V, 
un  élément  qu’on  peut  représenter  par  a (Z  — Co  -H  = ) en 
désignant  par  e un  infiniment  petit;  il  en  est  de  même 
des  cylindres  qui  répondent  aux  éléments  excédants  a'  et 
auxquels  répondent  des  éléments  solides  a'(Z'— ■«',  -i-s'). 
On  a ainsi 

la  deuxième  somme  a zéro  pour  limite,  puisque  ^a' 

tend  vers  zéro;  la  somme  ^ as  a aussi  zéro  pour  limite 
(n®  9),  et  l’on  a 

(5)  V^lim  — ;.). 

582.  Supposons  que  les  éléments  a soient  déterminés 
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par  une  série  de  lignes  parallèles  à l’axe  des  x et  par  une 
deuxième  série  de  lignes  parallèles  à l’axe  des  ) , on 
aura 

a = Ax  Aj  , 

et  par  conséquent 

y = lim  2 (z-=.)  A '-i/- 

Pour  avoir  V,  d’après  celte  formule,  on  peut  commen- 
cer par  prendre  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
(Z  — ) Ax  A_v,  en  supposant  x et  Ax  constants.  Celte 

limite  sera  égale  à Ax  f (Z  — z„)  fij , si  l’on  suppose 


<[ue  le  contour  de  l’aire  P ne  soit  rencontré  qu’en  deux 
points  M par  les  parallèles  aux^',  et  que  l’on  désigne 
par  >01  Y les  ordonnées  de  ces  deux  points.  On  a ainsi 
l’élément  du  volume  V qui  se  projette  sur  la  partie 
M'  de  l’aire  P,  partie  qui  est  i‘omprise  entre 
deux  parallèles  à l’axe  des  y répondant  aux  abseisses  x 
et  X -t-  Ax.  Maintenant  soient  x„  et  X les  abseisses  cor- 
respondantes aux  ordonnées  pci,  v^p  auxquelles  se  termine 
le  contour  de  l’aire  P ; il  restera  à prendre  la  limite  de  la 
somme  des  éléments  que  nous  venons  de  déterminer, 
quand  x varie  de  Xg  à X par  intervalles  égaux  à A x;  on 
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aura  ainsi  celle  expression  de  V, 


(6) 


Z — *.)  <ij  - 


Au  lieu  d’opérer  comme  nous  l’avons  fait,  on  peut  com- 
mencer par  faire  la  somme  des  éléments  (Z  — æ,)  Ax 
en  supposant  > et  Ay  constants;  on  obtient  ainsi 
/•X'  ' 

A>  I (Z — Zo)  <lx,  les  limites  x\  et  X' étant  les  ab- 

• j' 

scisses  des  points  du  contour  de  l’aire  P qui  répondent  à 
l’ordonnée  r;  ensuite,  en  désignant  par-)',  et  Y 'les  or- 
données correspondantes  aux  abscisses  auxquelles  se  ter- 
mine le  contour  de  l’aire  P,  on  aura  pour  le  volume  V, 


Si  l’aire  P est  celle  d’un  rectangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  aux  axes  des  x et  des  r,  il  est  évident  que 
l’on  aura 

X'=:X,  /.=/,  Y'=Y, 


et  conséquemment 


d’où  l’on  conclut  ce  théorème,  déjà  établi  (ii°  487), 
savoir  : 


Lorsqu'  il  s' agit  d' intégrer  V expression  (Z — z^)  dx  dy 
entre  les  limites  x„,  X de  x,  et  entre  les  liniitesj  Y de  jr, 
on  peut  exécuter  les  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, pourvu  que  les  limites  relatwes  à chaque  inté- 
gration soient  indépendantes  de  la  variable  à laquelle 
se  rapporte  l'autre  intégration. 
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S83.  Détermination  du  volume  total  d’un  corps. — 
Nous  supposerons  que  la  surface  du  corps  ne  soit  rencon- 
trée par  une  droite  qu’en  deux  points,  le  cas  contraire 
peut  facilement  sc  ramener  à cette  hypothèse.  L’aire  P est 
évidcmnienl  ici  la  trace  sur  le  plan  xy  du  cylindre  pa- 
rallèle aux  Z et  circonscrit  à la  surface  du  corps;  c’est 
aussi  ce  que  l’on  nomme  le  contour  apparent  du  corps 
sur  le  plan  xy.  Les  ordonnées  Zo,  Z seront  données  par 
l’équation 

F (•»•,  = O, 

qui  appartient  à la  surface  du  corps;  les  points  de  cette 
surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à l'axe  des  z 
satisfont  à l’équation 


flP 


et  l’élimination  de  z entre  les  deux  précédentes  équations 
fera  connaître  l’équation 


/(.r,^)  — O 


du  contour  de  l’aire  P;  c’est  de  cette  dernière  équation 
qu’on  tirera  les  valeurs  de j)  o et  de  Y.  Quant  aux  limites  x^ 
et  X de  l’intégration  relative  à x,  elles  sont  les  abscisses 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  plan_;)'z,  et  l’on  a,  pour  ces  points,  les 
trois  équations 


F J".  .’  > *)  = O, 


f/F 

<iz 


O, 


'Il 

& 


= O. 


o8i.  Supposons  que  les  éléments  a.  du  n^üSI  soient 
déterminées  par  une  famille  de  circonférences  ayant  pour 
centre  l’origine  des  coordonnées  et  par  les  rayons  issus 
de  cette  origine.  Soient  p et  p -t-  Ap  les  rayons  de  deux 
circonférenees  iiilinimcnt  voisines,  u,  ot  -f-  Aw  les  angles 
11.  '9 
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de  deux  rayons  infiniment  voisins;  on  aura 

“ = ~ [(?  ■*“  — p']  A") 

et  ou  peut  écrire,  en  négligeant  Af’, 

a — pAoAw,  V lim  (Z  — v,)  pApAw, 

Commençons  par  prendre  la  limite  de  la  somme  des 
éléments  (Z  — Zo)  pApAw,  en  supposant  w et  Aw  con- 
stants. Si  l’origine  des  coordonnées  est  extérieure  à 


l’aire  P,  et  que  les  rayons  issus  de  cette  origine  ne  ren- 
contrent le  contour  qu’en  deux  points,  le  résultat  sera 
rV. 

Ao)  I (Z  — Zc)pt/p  et  il  exprimera  l’éléincnt  du  vo- 

luine  V projeté  sur  la  partie  que  déterminent 

dans  l’aire  P les  rayons  correspondants  aux  angles  w, 
w-J- Aw.  11  restera  prendre  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  de  ces  éléments,  quand  w varie  par  degrés  égaux 
à Ab)  entre  les  limites n qui  répondent  aux  rayons  Op, 
Ov  auxquels  se  termine  l’aire  P.  On  a ainsi 


..K 

=:  I f/w  / (Z  — 


Si  l’origine  des  coordonnées  est  dans  riniérieur  de 
l’aire  P,  il  est  évident  que  la  première  intégration  devra 
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être  faite  à partir  de  zéro  jusqu’à  la  valeur  R qui  con- 
vient au  contour  de  P,  et  que  les  limites  de  la  deuxième 
intégration  seront  o et  ar.  On  a ainsi 

2:r  ^ R 

flw  I (Z  — Z»)  ft/p. 

58o.  Exemple  I.  — Je  prendrai  pour  premier  exemple 
de  la  théorie  qui  précède  le  problème  que  nous  avons 
déjà  résolu  au  n”  575.  Il  s’agit  de  déterminer  le  volume  V 
compris  entre  les  surfaces  dont  les  équations  sont,  en 
coordonnées  rectangulaires, 


az  -xy,  X H- I- -t- Z = «,  * = o. 

L’aire  P est  évidemment  ici  celle  du  triangle  rectangle 
formé  par  l’axe  des  x,  l’axe  des  y et  la  trace  du  plan 
X -i-jr  -+-  Z = a sur  le  plan  xy  ; cette  trace  a pour  équa- 
tion X -h  r = a,  et  l’on  a 

>,  = 0,  Y = « — X,  x,  = O,  X = a. 

L’ordonnée  Z(,  est  nulle,  c’est  la  valeur  fournie  par  la 
troisième  des  équations  précédentes;  les  deux  autres 
donnent 

•O' 

Z = — 5 z = n — X — >, 
n 


et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs  de  z doit  évidemment 
être  prise  pour  Z dans  la  formule 


Zdy. 


Ainsi  l’on  a Z = tant  que 


— a»  — X — y 


ou 


V< 


a(n  — x) 
a -4-  J' 


'9- 
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c(,  au  contraire,  2.  = a — x — y tant  que 


a 


a {fl  — J-) 

O"  .*  > T i 


par  conséquent 


, Ü-*-X 


à / ,Ty  L 

/ («  — •••  — .»  )'(r 

•/O  ffO  *)  » (^1  — 


et 


1 fi.r(a  — x/  x.r^ia  — x)' 

2 (rt  + x/  2 (n-l-.r)’ 

1 ,r{fi  — .r  i’ 

— , 

2 rt  -t-  X 


V 


1 /‘"'iL"--*'’ 

2 « -h  X 


f/x  =: 


comme  on  l'a  déjà  trouvé  au  n”  57i5.  On  voit  que  le  vo- 
lume V SC  compose  de  deux  parties,  dont  l’une  est  limitée 
par  le  paraboloïdc  donné,  l’autre  par  le  plan  donné. 

586.  F.xemplb  II.  — Étant  donné  le  cy  lindre  dont 
l'équation  est  y ’ -f-  x*  — Rx  — o en  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  demande  le  volume  de  la  partie  com- 
prise entre  le  plan  xj  et  la  sphère  dont  l'équation  est 
:r' H-  ) ’ -t- 2*  = R’. 

Si  l’on  Introduit  les  coordonnées  polaires  p et  o)  au  lieu 
de  X et  J',  la  sphère  aura  pour  équation 


R=  — p% 

et  l’équation  de  la  trace  du  cylindre  sera 


O = R cosu. 

L’expression  du  volume  demandé  sera  donc,  en  n’en 
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prenant  d'abord  que  la  moitié  et  en  doublant  cnsiiilc, 

7f 

£□  />R  cosea 

//w  / y/R' — 

- i.  *^o 

l’intégrale  J' y/R’  p dp  est  égale  à 

I * 

— 2 (R’  — f’)'  H-  const.; 

donc 

2 

V = - R*  I (i  — sin'wlf/oi  • 

, 2 

= - R*  I (•  — sinw -4- sinw  cos’w)rf6i; 

^ • O 

011  a 

j'{t  — sinw  -H  sinwcos’w)^/cj  = w -t-  cosw  — ^ cos’w  + const.; 


donc 


V=^iR*  — ^R\ 

3 ;» 


L’excès  de  la  deini-spbère  ^ ttR’  sur  la  partie  2 V du 

cylindre  iiidélini  comprise  dans  son  intérieur  est  doue 

égale  à - R’. 

9 


Sur  l' application  ries  formules  précédentes  à des 
questions  diverses. 

587.  La  considération  des  volumes  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  la  solution  de  questions  diverses;  on 
en  a vu  un  exemple  au  n"  582,  où  nous  avons  rencontré 
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naturellement  une  démonstration  nouvelle  et  fort  simple 
de  la  règle  de  l’intégration  sous  le  signc^j  déjà  précé- 
demment établie;  nous  présenterons  ici  deux  autres  exem- 
ples. 

Comme  premier  exemple,  nous  indiquerons  le  pro- 
cédé dont  Poisson  a fait  usage  pour  déterminer  la  valeur 
de  l’intégrale  définie 


£ 


d.r 


dont  nou«  nous  sommes  déjà  occupé  au  n“  497,  et  qui 
n’est  autre  chose  que  l’intégrale  Eulerienne  F • 

Si  l’on  multiplie  la  précédente  intégrale  par 

J — 00 

on  aura  un  produit  égal  à F’  qui  ne  sera  autre 
chose  que  l’intégrale  double 


dy. 


Celle  intégrale  double  exprime  le  volume  indéfini  com- 
pris entre  la  surface  dont  l’équation  est  en  coordonnées 
rectangulaires  z ~ et  le  plan  xy.  Or,  si  l’on  sub- 

stitue aux  coordonnées  x,y  les  coordonnées  polaires  p,  w, 
l'équation  de  la  surface  sera  z = e~’° , et  le  volume  que 
nous  considérons  aura  pour  expression 


y 


e-e 


prfp. 


L’intégrale  relative  à p étant  indépendante  de  w,  on  peut 


Digitized  by  Google 


écrire 


CriAPlTRE  V. 


295 


r’ 


(o=x"-x.r 


ff  P 0 ri 


p; 


le  premier  facteur  a pour  valeur  air,  le  second  est  égal 

à - ; on  a donc 
a 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  par  d’autres  considérations. 


■ 088.  Comme  deuxième  exemple,  nous  nous  propo- 
serons de  démontrer  une  formule  curieuse,  dont  f.ejeune- 
Dirichlet  a fait  usage  dans  un  de  ses  Mémoires;  cette  for- 
mule est  la  suivante  : 


fric  rf{.r,y),lj-^.  f rl^  f/[.r,  y)  rlx-, 

f(x^  y)  y désigne  une  fonction  quelconque  qui  reste 
finie  entre  les  limites  des  intégrations.  Il  s’agit  donc  ici 
d’une  intégrale  double  dans  laquelle  l’intégration  relative 
à_v  doit  être  eirectuée  entre  des  limites  qui  ne  sont  pas 
toutes  deux  indépendantes  de  l’autre  variable,  et  où  l’on 
peut  cependant  intervertir  l’ordre  des  deux  intégrations. 
Pour  démontrer  la  formule  de  Diricblet,  il  suffit  de  con- 
sidérer x,  y cl  f[x.j!  ) comme  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires d’une  surface,  alors  ou  voit  de  suite  que  cha- 
cune des  deux  intégrales  doubles  exprime  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  le  plan 
des  xy  et  les  trois  plans  perpendiculaires  à ce  dernier, 
dont  les  équations  sont_)  =o,  x = ii,y  = x. 


De  l'aire  des  surfaces  courbes. 

o89.  On  ne  peut  comparer  à une  ligne  droite  qu’une 
autre  ligne  droite  ou  une  somme  de  telles  lignes;  aussi 
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nous  avons  dû  définir  avec  précision,  dans  le  Calcul  dif- 
férenliel,  la  longueur  rectiligne  qu'on  nomme  longueur 
d'un  arc  de  courbe.  Nous  emploierons  ici  des  considéra- 
tions analogues  pour  définir  ce  que  nous  entendons  par 
aire  d’une  portion  déterminée  de  surface  courbe. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  portion  de  surface 
courbe  dont  il  s’agit  soit  limitée  par  un  contour;  car, 
si  le  contraire  avait  lieu  et  qu’il  fût  question  de  la  sur- 
face totale  d’un  corps,  on  serait  dans  le  cas  d’un  con- 
tour infiniment  petit;  d’ailleurs  rien  n’empêclierait  de 
décomposer  la  surface  en  deux  ou  en  un  plus  grand 
nombre  de  parties;  ce  que  nous  allons  dire  de  chaque 
partie  s’appliquera  alors  naturellement  à l’aire  totale,  qui 
sera  la  somme  de  ces  parties. 

Soit  une  portion  de  surface  courbe  terminée  par  un 
contour  C;  nous  nommerons  aire  de  cette  surface  la 
limite  S vers  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface  polyé- 
dralc  inscrite  Jormee  de  faces  triangulaires  et  terminée 
par  un  contour  polygonal  F ayant  pour  limite  le  con- 
tour C. 

Il  faut  démontrer  que  la  limite  S existe  et  qu’elle  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  décroissent  les 
faces  de  la  surface  polyédrale  inscrite. 

Nous  rapporterons  la  surface  à trois  axes  rectangu- 
laires, et  nous  eboisirous  le  plan  jy  de  manière  qu’il  ne 
soit  pcrpcndieulaire  à aucun  des  plans  tangents  menés 
à la  surface  par  les  points  situés  sur  le  contour  C ou 
dans  l’intérieur  de  ce  contour;  on  peut  toujours  pro- 
céder ainsi  en  décomposant,  s’il  est  nécessaire,  la  portion 
de  surface  considérée  en  plusieurs  parties,  et  en  regardant 
Faire  totale  comme  égale  à la  somme  des  aires  des  parties. 
Cela  posé,  soit  C'  la  projection  du  contour  C sur  le  plan 
desxT';  inscrivons  dans  le  contour  C' un  polygone  F' dont 
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les  côtés  soient  tous  infiniment  petits,  et  décomposons  ce 
polygone  F'  en  éléments  triangulaires  a dont  les  trois 
côtés  soient  infiniment  petits;  il  est  évident  que  cette 
décomposition  peut  être  faite  d’une  infinité  de  manièi  es 
dilféreiites.  Les  arêtes  du  prisme  triangulaire  qui  a pour 
base  a,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à l'axe  des  z, 
rencontreront  la  surface  courbe  en  trois  points,  et,  si  l’on 
joint  ces  points  deux  à deux,  on  obtiendra  un  triangle 
qui  sera  l’une  des  faces  de  la  surface  polyédralc  que  nous 

voulons  inscrire;  l’aire  de  ce  triangle  sera  égale  à — 

6 étant  l’angle  que  forme  le  plan  du  triangle  avec  le 
plan  XJ'.  D’après  cela,  si  l’on  désigne  par  P l’aire  totale 
de  la  surface  polyédrale  inscrite,  on  aura 


p=i: 


a 

cos  9 


Mais  si  l’on  nomme  ^ l’angle  que  forme,  avec  le  plan  X) , 
le  plan  tangent  mené  à la  surface  par  l’un  des  sommets 

du  triangle  inscrit  dont  l’aiie  est— il  est  évident  que 

l’on  aura 


I 

cos  9 


£ désignant  un  infiniment  petit;  on  peut  donc  écrire 


(') 


cosÇ 


cosÇ 


L’ordonnée  z de  notre  surface  est  une  fonction  déter- 
minée des  abscisses  x et  _r,  cos^  est  aussi  une  fonction 
des  deux  mêmes  variables  ; considérons  alors  la  surface 
dont  l’ordonnée  Z a pour  valeur 


Z = 


I 

cosî 
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désignons,  en  outre,  par  V le  volume  limité  par  cette  sur- 
face et  par  le  plan  xy  dans  le  cylindre  parallèle  à l’axe 
des  Z et  qui  a pour  base  C',  on  aura  (n°  08I  ) 

(2)  V = llm2Za  = Iim2;^i 

donc  la  première  des  sommes  de  la  formule  (1)  a pour 
limite  V;  il  s’ensuit  (n“9)  que  la  deuxième  somme  a 
zéro  pour  limite,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

(3)  limP=V  ou  S=V, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

590.  Mais  la  formule  (2)  subsiste  (n"  581  ),  quelle  que 
soit  la  figure  des  aires  infiniment  petites  2,  on  aura  donc, 
pour  toute  décomposition  de  l’aire  C'en  éléments  x infi- 
niment petits  dans  tous  les  sens, 

(4)  S = lim^— 

.^cosÇ 

Soient  fo  et  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  ^ pour  les  difi'érents  points  situés  dans  l’inté- 
rieur du  contour  C,  la  formule  précédente  donnera 


S 


fini  2 X — 


A 

cosÇ'’ 


en  désignant  par  un  angle  compris  entre  ^0  et  et 
par  A l’aire  limitée’  par  le  contour  C'.  Supposons  que 
l’aire  A se  réduise  à un  élément  a infiniment  petit  dans 
tous  les  sens,  S se  réduira  aussi  à un  élément  infiniment 
petit  <7,  et  l’on  aura 

X 

cosÇ' 


Soit  ^ l’angle  formé  avec  le  plan  des  xy  par  le  plan  tan- 
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gent  en  un  point  quelconque  de  l’élément  ?,  on  aura 

cosç'  cos;  ' ' 1’ 

r,  étant  un  infiniment  petit,  donc 


(5) 


a 

cosï 


(> 


>=)• 


Il  fatit  remarquer  que  la  formule  (4)  subsiste  lors 
même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  proposée  serait,  en 
quelques  points  du  contour  C,  perpendiculaire  au  plan  xy\ 
en  efl’et,  cette  circonstance  n’aura  plus  lieu  si  l’on  substitue 
au  contour  Cun  autre  contour  Co  infiniment  voisin,  con- 
venablement choisi  ; désignant  alors  par  So  faire  com- 
prise dans  le  nouveau  contour  et  par  V„  le  volume  déter- 
miné comme  on  fa  expliqué  au  n®  589,  on  aura 

So=:V.; 


cette  égalité  subsiste  quand  le  contour  Co  varie  et  tend 
vers  la  limite  C;  d’ailleurs  S,  tend  alors  vers  la  limite  S, 
on  obtient  donc  l'égalité  (3)  en  passant  à la  limite.  Quelle 
que  soit  faire  terminée  par  le  contour  C,  on  peut  toujours 
la  décomposer  en  parties  telles,  que  le  plan  tangent  de  la 
surface  ne  soit  perpendiculaire  au  plan  xy  que  pour 
des  points  situés  sur  les  contours  partiels,  il  en  résulte 
que  la  formule  (4)  convient  à tous  les  cas. 

591.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  d’une  surface 
définie  par  son  équation  entre  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires x,j,  Z.  Soit 

(6)  llz—  pdr  -y-  qdy. 


V et  q étant  des  fonctions  données  de  x et  on  aura 
(u'*  254) 
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Supposons,  ce  qu’il  est  toujours  possible  de  réaliser, 
que  le  contour  C'  de  la  projection  de  l'aire  S à évaluer 
ne  soit  rencontré  qu’en  deux  points  par  les  parallèles 
aux  y,  alors  l’aire  S,  égale  au  volume  V,  aura  pour 
expression  (n”582) 

(7)  f f V' ‘ + y’'(>  ; 

•Jy. 

■)o  Cl  Y désignent  les  ordonnées  y du  contour  C'  qui 
répondent  a l’abscisse  x -,  Xp  et  X sont  les  abscisses  cor- 
respondantes aux  ordonnées  qui  limitent  le  contour. 
On  peut  écrire  aussi 

(8)  S i/y  J'  -t-  /i’  -t-  7’ 

mais  ici  Xp  et  X désignent  les  abscisses  des  deux  points 
du  contour  qui  répondent  à un  même  r,  tandis  que  _Vo 
et  Y sont  les  ordonnées  correspondantes  aux  deux  ab- 
scisses qui  limitent  le  contour  C'. 

592.  Il  est  quebjuefois  avantageux  de  substituer  aux 
coordonnées  x,  y les  coordonnées  polaires  p,  w.  On  a 

xn=pcosw,  _j-  = psinw, 

et  l’on  peut  prendre  cA  pAo)  pour  l’élément  a (n“58't). 
Alors  si  l’origine  des  coordonnées  est  extérieure  au  con- 
tour C',  et  que  chaque  rayon  p 11e  rencontre  le  contour 
qu’en  deux  points,  on  aura 


Pd  et  R étant  les  rayons  des  points  du  contour  C'  qui 
répondent  à une  même  valeur  de  oa,  et  w,,  Il  désignant 
les  valeurs  du  u qui  répondent  aux  rayons  liuiitcs  du 
contour.  Cette  formule  est  encore  applicable  au  cas  où  le 
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contour  Caserait  formé  de  deux  contours  partiels  inté- 
rieurs l'uu  à l'autre,  rurigiiie  étant  dans  l’intérieur  du 
plus  petit  contour  et  la  surface  S à évaluer  ayant  peur 
projection  l’espace  compris  entre  les  deux  contours  ; dans 
ce  cas.,  on  a évidemment  w»  = o,  fî  = atr  et 

(lo)  S= 

^ ' J O Jr,, 

Si  le  plus  petit  des  deux  contours  dont  ou  vient  de 
parler  se  requit  à l’origine  des  coordonnées,  on  a fo  = O) 
et  la  formule  (lo)  devient 


(■>) 


Cdi 

Jo  cos! 


il  b 

c' 


Le  cosinus  de  l’angle^  s’exprime  facilement  en  fonc- 
tion des  dérivées  partielles  de  z par  rapport  à p et  oj. 
On  a 

tir  — il  P cosw  — P sin  w //s),  ilr  — dp  sinw  -t-  p cosw  dw, 
la  formule  (6)  donne  alors 
dz  I ■/: 

--  — «COS6)  -4-  Il  sin  w,  — — — — O sin  w -f-  7 cosu, 
dp  P dm 

élevant  au  carré  «t  ajoutant,  il  vient 

/ dz  \ ’ I / dz  \ ’ 

t7o) 

par  suite 

f>  I l \ ^ 

~ = U)  ■ 

On  a donc 

en  se  dispensant  d’indiquer  les  limites  des  intégrales, 
atin  d’embrasser  tous  les  cas. 
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Cas  des  surjaces  de  révolution. 


593.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  l’intégrale 
double  qui  exprime  l’aire  de  la  zone  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à l’axe  se  réduit  immédiatement  à 
une  intégrale  simple. 

Soit  CMD  une  courbe  rapportée  à deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  O)'  situés  dans  son  plan,  et  supposons  que  l’oii 
demande  l’aire  S de  la  zone  engendrée  par  l’arc  CD 
tournant  autour  de  l’axe  des  x. Considérons  d’abord  le  cas 


où  l’ordonnée  de  la  courbe  est  constamment  croissante 
ou  décroissante  quand  on  passe  d’une  extrémité  à l’autre 
de  l’arc  CD;  l’aire  demandée  S aura  pour  projection,  sur 
le  plau  perpendiculaire  à Ox,  l’espace  compris  entre  les 
deux  cercles  décrits  de  l’origine  comme  centre  avec  les 
ordonnées  CA  =_Vo,  DB  = Y des  extrémités  de  l’arc.  On 
peut  donc  appliquer  ici  la  formule(io)  du  n°592  en  écri- 
vante^ au  lieu  de  p et  en  prenant  pour  ^ l’angle  du  plan 
tangent  à la  surface  avec  le  plan  perpendiculaire  à Ox; 
on  a ainsi 


Or,  par  la  nature  de  la  surface,  ^ ne  dépend  pas  de  'j, 
on  peut  donc  faire  sortir  le  facteur  / du  signe  / 

Jj,  J 


Digilized  by  Google 


CHAPITRE  V. 


3o3 


relatif  à co,  et  l’on  a 


J O Jjr,  .(r. 


le  plan  tangent  d'une  surface  de  révolution  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  méridienne,  ^ est  l’angle 
formé  par  la  tangente  de  cette  méridienne  avec  l’axe  desj"; 

par  conséquent,  cos  ^ = ± ris  étant  la  différentielle  de 
l’arc  de  la  courbe.  On  a ainsi 


l =±  2H  / 


le  signe  ± devant  être  remplacé  par  le  signe  de  Y — r,  ; 
si  Xo  et  X]>.r„  désignent  les  abscisses  (jui  répondent 
aux  ordonnées  jo)  Y,  on  pourra  écrire  aussi 


Il  est  évident  que  cette  dernière  formule  subsistera 
quel  que  soit  l’arc  de  courbe  CD,  car  on  peut  toujours 
décomposer  l’arc  CD  en  parties  telles,  que  de  l’une  des 
extrémités  à l’autre  de  chaque  partie  l’ordonnée  varie 
dans  le  même  sens.  Notre  formule  s’appliquant  à chaque 
partie,  elle  s’applique  aussi  à leur  somme. 


soi.  On  peut  établir  directement  la  formule  que  nous 
venons  d’obtenir.  Efl’ectivement,  inscrivons  dans  l’arc  CD 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  soient  infiniment 
petits.  Chacun  de  ces  côtés  MM'  engendrera  un  tronc  de 
côue;  inscrivons  dans  chaque  tronc  de  cône  une  surface 
polyédrale  formée  de  faces  quadrangulaires  dont  deux 
côtés  soient  des  arêtes  inGniment  voisines  du  tronc  de 
cône;  chacune  de  ces  faces  étant  ensuite  décomposée  en 
triangles  par  une  diagonale,  nous  aurons  une  surface  po- 
lyédrale qui  sera  inscrite  à la  fois  dans  la  surface  de 
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révolution  proposée  et  dans  la  surface  composée  des  troncs 
de  cône  inscrits.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  demandée  S 
est  égale  à la  limite  de  la  somme  des  surfaces  des  troncs 
de  cône.  Or,  si  x,  y désignent  les  coordonnées  du  point  M, 
X -h  Ax,  j-h  celles  du  point  M',  la  surface  engen- 
drée par  MM'  sera 


H — — ^ -f.  A } * 

OU 

f/t 

O.T.Y  — Ar(l  + i\ 

UX 


en  désignant  par  s l’arc  de  la  courbe,  et  j)ar  £ un  infîni- 
ment  petit.  D’après  cela,  on  a 

S = lim  ^ 2rr  V — A.r, 

^ tU 


s = 2 TT  / Y —il.r 

.K  ' 


u9.a.  Aire  de  l’elupsoïde  de  révolution.  — Cher- 
chons l’aire  d’une  zone  de  l’ellipsoïde  de  révolution.  Soit 


l’équation  de  l’ellipse  qui  engendre  la  surface  en  tour- 
nant autour  de  l’axe  des  j',  on  a 


fis 


— [U-  — 


L’aire  engendrée  par  l’arc  compris  entre  rextrémité 
du  demi-axe  b et  le  point  qui  répond  à l’abscisse  x sera 

h , 

s 2 17  — / y'n* — («'  — b')x^d.r-, 

^ €,  Ü 

il  convient  de  distinguer  les  cas  de  a ^ h et  de  a h. 
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Si  n >•  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  grand 
axe;  on  a 


?.  Ç ^a'  — (fl’ — b').r''dr 

J O 


fl’  da'  — (fl’ — é’).r’ 

— x\Jn'~Ui' — 6’).r’ -) : arccos — ^ 

\^ii‘ — 6’  ’’’ 

donc 

„ rthrJn' — (fl’ — fc’l.r’  TTfl’è  \f/ï*  — In’ — 

S = ! ^ arccos  î ■ 

V^rt'—  b-  <•' 


Si  l’on  veut  l’aire  totale  de  rdlipsoïde,  il  faut  faire  x = u 
et  doubler  ensuite  le  résultat;  il  vient  ainsi 

,,  ,,  b 

S = 2 77  6’  ^ a rc  cos  - ■. 

V'fl’  — b^  " 

ou,  en  posant  h = acosy, 

S I cos’v  -t-  — ^ \ 277fl’. 

\ 'angy/ 

Si  h = a,  y = o,  l’ellipsoïde  se  réduit  à une  sphère,  et 
l’on  retrouve  la  formule  connue  S = 

Supposons  en  second  lieu  a<^  h\  dans  ce  cas  l’cllipsoïdi* 
est  de  révolution  autour  du  petit  axe,  et  l’expression 
de  S est 

^^b  /’"■  , , 

S = - — / yn'  -t-  ( è’  — fl’  ).r’  dx, 

Jo 

ou 


Tzb.r^n'  -+•  (6’  — fl’).r' 
___ 


Trèfl’  , .ri'i' — n’-(-y^  + (è’  — fl’,./’ 

. ^ log  — ^ ; 


faisant  x=  a dans  celte  formule,  et  multipliant  ensuite 
par  a,  on  obtient  l’aire  totale  de  l’ellipsoïde,  savoir 

S=  27ri>  + 

II. 


arrirt’  , b -t-  — «’ 

7-  log  î ; 

y/6’  — fl’  « 

20 
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— «'  + I 


MH  [m  -t-  I j * 


la  formule  précédente  deviendia 


2//;’+  2 /H  -t-  I 
2/«’  -f-  H( 


lo"  ( H-  — \ ! 277fl’, 

\ I I 


ce  qui,  pour  h — a ou  w = oo  , se  réduit  à expres- 

sion relative  à la  sphère. 


Applicntions  île  In  luêllioile  pour  la  iléicrmination  de 
l'aire  des  surfaces  courbes  quelconques. 


oOf).  PnOBLÈM»;  I.  — Trouver  l'aire  d'un  Iriarigle 
sphérique. 

Un  triangle  sphérique  pouvaiit  se  décomposer  en  deux 
triangles  rectangles  par  un  arc  de  grand  cercle  abaissé 
d’un  sommet  perpendiculairement  sur  le  côté  opposé,  il 
nous  suHira  d’examiner  le  cas  du  triangle  rectangle. 


y/' 


Soit  le  triangle  sphérique  Al?C,  rectangle  eu  A,  que 
nous  rapporterons  à trois  axes  m'tangulaires  passant  par 
le  centre  de  la  sphère-,  nous  prendrons  pour  plan  des  X) , 
le  plan  du  côté  AC,  et  nous  ferons  passer  l’axe  des  .r  ]>ar 
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le  soinniel  C.  La  ligne  OA  est  la  trace  du  plan  du  côlé  AB 
sur  le  plan  xj,  et  si  l’on  abaisse  du  sommet  B la  perpen- 
diculaire BP  sur  OA,  l’arc  de  cercle  BC  se  projettera,  sui- 
vant un  arc  d’ellipse  CP;  il  s’agit  donc  de  trouver  l’aire 
de  la  portion  do  sphère  <{ui  se  projette  à l’intérieur  du 
triangle  curviligne  ACP. 

L’équation  de  la  sphère  est 

.t’  -t-.r’  -t-  î’  = R’, 
et  celle  du  plan  du  c6té  BC  est 

Z — y tangO, 

C étant  l’angle  au  sommet  du  même  nom  dans  le  triangle. 
Eu  éliminant  z entre  les  deux  écpiations  précédentes,  ou 
a l’erjuation  de  l’ellipse  CP,  savoir 


d’où  l’ou  tire,  eu  remplaçant  x et  y par  les  valeuis 
pocosfjj,  fosi'tWi 

RcosC 

y'  I — siii’C  cos’oi 

Le  cosinus  de  l’angle  (|uc  fait  le  plan  tangent  de  la 
sphère  avec  le  plan  xy  ‘■'*1  ^ ou  > ot  rélément  de 

la  surface  sphérique  est ■.L’intégration  relative 
'■  * VU=  — 

.à  0 doit  être  faite  dejuiis  la  valeur  qui  convient  à l’el- 
lipse, jusqu’à  P = R,  celle  relative  à 6)  doit  être  faite 

depuis  u = o jusqu’à  tu  =z —,  ù étant  la  longueur  du 

côté  AC;  ainsi  l’expression  de  l’aire  demandée  S est 


X J P.  s/R’~p’ 
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- R ^/RTZTpf  = R’sinCsino. 

,/  v^R’  — p'  * 1 — siii’Ccos-o 


donc 


^ R*sinCsinw</w 
Vi  — sin’Ccos-t.> 


l’iiilécrale  indcfinie  de  la  différenlielle  sous  le 


— R*arc  siii  (sinC  cosw)  + const.,  on  a donc 


^ signe  j esi 

i' 


R'  I C — arc  sin  ( sin  C cos 


mais  par  les  formules  de  la  Trigonoinélrie  sphérique, 
-sinC  cos  ~ est  égal  .à  cos  15  ou  à — b')’  ‘-‘t  J*ar  suite, 

Sr..  R=  H-  C — 

ce  «jui  est  la  formule  connue. 

PnoDLÈME  II.  — Étant  tlonnre  In  spfièrr  qui  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

■r’  -t-  - 1, 

trouver  Faire  de  la  portion  de  cette  sphère  qui  se  projette 
sur  le  plan  xy,dans  l'intérieur  de  la  courbe  dont  l'équn- 
tion  en  coordonnées  polaires  est 


'3 


L’élément  de  la  surface  sphéritjue  est,  comme  dans  le 
problème  précédent,  cl  à cause  de  R = i, 

P r/p  (II» 


J I — 


P' 
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La  courbe  donnée  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 
des  X et  desj'  ; il  suffit  donc  de  déterminer  l'aire  sphérique 
qui  SC  projette  sur  l'un  de  ses  quadrants,  celui  qui  ré- 
pond aux  valeurs  de  cü  comprises  entre  cl  Le  rayon 
vecteur  de  celte  courbe  est  plus  grand  que  1 pour  les  va- 
leurs de  CO  comprises  entre  o et  g»  mais  il  est  inférieur  à 

I pour  les  valeurs  de  co  comprises  entre  g et  7;  donc  l’aire 

que  nous  avons  à évaluer  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir celle  (|ui  se  projette  sur  le  secteur  circulaire  dont 

l’angle  est  g>  et  celle  qui  se  projette  sur  le  segment  de  la 
courbe  donnée  dont  la  corde  fait,  avec  l'axe  des  jr,  l’angle 
Pour  la  première  partie,  les  intégrations  devront  être 


faites  de  p = o à p = i et  de  co  = o à co  = g-,  pour  la 
deuxième  partie,  l’intégration  relative  à p doit  être  faite 


— tang’w)  et  celle  relative  à co  de 


c.)  = 7 a co 
6 


7-  On  a ainsi 

4 
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la  première  intégrale  a pour  valeur 

V'  I '"c  flangto  H-  y/  tang^o)  — 
et  la  seconde  . 


+ consi., 


\o.  log  I sinu  -f-  y/  sin’ûi  — ^ ^ ■ 


consl.. 


on  conclut  de  là 


'3 


S=^--t- V^loa(\/â-t-0— y/  -log(y/3 -I- s'a) 


Formule  generale  pour  la  (lêtermination  de  l'aire  des 
surfaces  courbes. 

508.  Considérons  une  portion  d'une  surface  courbe 
limitée  par  un  contour  C,  et  supposons  que  les  éipiations 

« = a,  r zr:  6 

représentent  deux  systèmes  de  lignes  tracées  sur  la  sur- 
face, de  telle  manière  i]uc  par  clia(pie  point  pris  sur  le 
contour  C ou  dans  son  intérieur,  on  puisse  mener  une 
courbe  de  rune  et  de  l'autre  famille.  On  peut  regarder 
U et  e comme  des  fonctions  données  de  trois  coordonnées 
rectangulaires  x,  y,  z,  et,  comme  ces  coordonnées  sont 
liées  entre  elles  par  l'équation  qui  appartient  à la  surface, 
elles  sont  des  fonctions  déterminées  des  paramètres  a,  S 
que  nous  prendrons  pour  variables  indépendantes.  jVous 
supposerons  que  les  lignes  dont  nous  venons  de  parler 
ne  rencontrent  le  contour  donné  C qu'en  deux  points. 

Cela  po.sé,  décomposons  l’aire  proposée  en  une  infinité 
de  parties  infiniment  petites  au  moyen  de  lignes  du  sys- 
tème a.  Soient  IS1?N  et  M'I\'  les  deux  lignes  successives 
qui  ré|)ondent  aux  valeurs  a,  a-t- Aa  du  paramètre,  et 
qui  coupent  le  contour  C,  la  première  aux  points  IM,  N,  la 
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deuxième  aux  points  M',  N'.  Menons,  par  un  point  R de 
MN,  une  ligne  du  système  6 coupant  M'N'  au  point  B'. Si 


Aoc  est  sufHsamment  petit,  il  est  évident  qu’on  pourra 
faire  varier  ê de  telle  manière,  que  la  ligne  BB',  tout  en 
restant  constamment  dans  rintérieur  du  contour  C,  aille 
passer  par  l’un  des  deux  points  M,  M'  ou  par  l’un  des 
points  N,  N'.  Soient  MP,  N'Q  les  positions  extrêmes  de 
BB';  l’ai  re  MM'N'N  se  compose  des  trois  parties  MPiS'Q, 
MM'P,  NN'Q,  en  sorte  que  si  l’on  désigne  par  S l’aire 
limitée  par  le  contour  C,  on  aura 

S = MPK'Q  + 21  + NN'Q)- 

Comme  Aa  est  inGninient  petit,  les  trois  côtés  des  trian- 
gles curvilignes  MM'P,  NIN'Qsont  aussi  infiniineut  pe- 
tits, et  les  rapports  des  surfaces  de  ces  triangles  à celles 
des  triangles  rectilignes  qui  ont  respectivement  les 
mêmes  sommets,  ont  pour  limite  l'unité  (n°  590).  On  a 
donc 

MM'P  -+-  NN'Q  = ^ MM'  X MP  X sinM'MP  X (i  s) 

+ - NN'X  N'Q  X sinNN'Q  X (i  + >i), 

e et  7)  s’annulent  avec  Ast;  par  conséquent  si  l’on  désigne 
par  h une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et  la 


jia 
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plus  pe(ite  des  valeurs  (|ue  prennent  les  produits  tels  f|ue 
i MP  X sin  M'MP  (i  + i)  ou  ^ N'Q  sinNN'Q  X (i -+- r, 
on  aura 

Or  A s’annule  avec  Asc,  d'ailleurs  ^ (MN  4-  M'M')  n’esi 
autre  chose  que  le  contour  C ; donc  on  a 

S = liai  ^MPN'Q. 

Divisons  maintenant  la  courbe  MQ  en  une  infinité  de 
parties  infiniment  petites,  et  menons  par  chaque  point 
de  division  une  ligne  du  système  o.  La  surface  iMPiN'Q 
sera  divisée  en  éléments  superficiels  infiniment  petits  tels 
que  A.Vlf'  lî,  et  que  l'on  nomme,  pour  abréger  le  langage, 
des  parallélogrammes  infiniment  petits;  il  est  évident 
que  l’on  peut  écrire 


chaque  élément  AA'lf'B  — w étant  formé  par  deux  lignes 
du  premier  système  qui  répondent  aux  valeurs  a,  cx  + Aa 
du  paramètre  et  par  deux  lignes  du  deuxième  système 
relatives  aux  valeurs  o,  S -t-  AS  du  second  paramètre. 

Joignons  les  points  successifs  A,  A',  11',  15  par  des  li- 
gnes droites,  et  menons  l’une  des  diagonales  du  quadrila- 
tère gauche  ABB'A',  par  exemple,  BA';  le  rap|iort  de 
l’élémenl  oi  .à  la  somme  des  triangles  inscrits  ABA',  BB'A' 
aura  pour  limite  l’unitc,  comme  on  l’a  vu  au  u”  590. 
Le  triangle  ABA'  a pour  mesure  l'expression 

• - AB  X AA'XsinA'AB; 

1 

mais  les  côtés  AA',  AB  ne  dillèrent  que  par  des  infiniment 
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petits  du  troisième  ordre,  des  arcs  de  même  nom,  et 
ceux-ci  peuvent  être  représentés  par  Aj,  , Aa,  en  dési- 
gnant par  J,,  s,  les  arcs  des  courbes  e et  u comptes  à 
partir  d’origines  arbitraires;  d’ailleurs  A.v,  et  Ai,  ne 
dépendent  respect  iveincnl  (|ue  de  Aa  — (la  et  de  Aê=  c/ë, 
et  jls  ne  dillèrent  de  f/i,  et  </i,  que  par  des  quantités  du 
* deuxième  ordre  relativement  à eux-mêmes;  on  peut  donc 
remplacer  AA'  et  AB  par  ds,  et  r/i,  dans  l’expression  du 
triangle  ABA';  on  peut  aussi  substituer  à l’angle  A'AB, 
l’angle  i que  forment  entic  elles  les  tangentes  en  A aux 
deux  courbes  AB  et  AA';  en  sorte  que  l’on  a 


triangle  A' AB  = - r/i,  ds,  sin  / (i  -t-  r) 


1 ds,  ds,  . 

rr  sini  dx  dült  4-  i), 

2 dx  dH 


, • • . r . . ds,  ds,  . . 

e étant  un  inliniment  petit.  Les  quantités  — ? sini 

n’éprouvent  que  des  variations  inliniment  petites  (|uand 
on  passe  du  point  A au  point  B',  donc  le  triangle  A'B'B 
ne  dill'ére  de  A'AB  que  par  une  quantité  inliniment  pe- 
tite relativement  à l’aire  de  ce  triangle;  il  s’ensuit  (]ue 
l’on  a 

ds,  ds,  . ' 

w=  sin/ rf*  rfS  (i  + t)  ; 

ilx 


donc 


S = lim  2) 


ds,  ds, 
lia  dS 


sin  i dx  dS, 


et,  par  conséquent, 


ds,  ds,  . . 

sin;  dx 

dx  ;/<> 


de,. 


en  SC  dispensant  d’écrire  les  limites.  Si  l’on  veut  com- 
menter l’intégration  par  rapport  h o,  il  faudra  prendre 
pour  limites  les  valeurs  B qui  répondent  aux  poinis 
où  la  courbe  ;;  = a rencontre  le  contour;  on  intégrera 


« 
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ensuite  par  rapport  à a entre  les  valeurs  Uo,  A,  relatives 
à celles  des  rourbes  a.  qui  limitent  le  contour.  Ainsi  l’on 
aura 


ds,  ds, 
dx  //  6 


siniVa  rfë. 


La  formule  précédente  peut  être  employée  avec  avan-  ^ 
tage,  même  dans  le  cas  où  il  s’agit  d'évaluer  une  portion 
de  surface  plane.  Elle  se  simplifie  lorsque  les  deux  fa- 
mill  es  de  courbes  employées  forment  un  système  double 
orthogonal.  On  a eflfeclivemcnt  sin/=  i,  dans  ce  cas. 


Formule  générale  pour  la  détermination  des  volumes. 


599.  La  formule  par  laquelle  nous  avons  déterminé 
le  volume  des  corps  au  ii“  58;2,  est  dans  l'hypothèse  des 
coordonnées  rectangulaires 


(Z  — ; 


comme  Z — Zo  PSt  l’intégrale  de  la  différentielle  dz  entre 
les  limites  z„  et  Z,  on  peut  écrire  aussi 


ou  simplement 

V = I ( j dz  dy  dz 

quand  ou  juge  inutile  de  mettre  en  évidence  les  limites 
de  l’intégration.  L’expression  précédente  de  V est  une 
intégrale  triple,  elle  équivaut  .à  celle-ci 

V = lini  2 Ax  yy  A:, 

qui  indique  que  le  volume  V est  la  limite  vers  la(|ucllc 
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ipiid  la  somme  des  parallélipipèdcs  reçlangles  infiniment 
petits  Ax  A)  Ac,  contenus  dans  le  corps,  et  détermi- 
nés par  trois  familles  de  plans  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. 

Si  au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  on  veut  em- 
ployer des  coordonnées  lectiligncs  obliques,  soient  rt,  b,c 
les  angles  des  axes  O)  et  Os,  Os  et  Ox,  Ox  et  Oy,  po- 
sons en  outre 

Â z=  ^ i — cos’rt  — cos’è  — cos'c  -t-  2 cosn  cosè  cosc, 

le  parallélipipède  oblique  dont  les  arêtes  contiguës  sont 
A.t,  Ay',  As,  aura  pour  volume  A Ax  A>'  As,  et,  au  lieu 
des  formules  précédentes,  on  aura 

V — / lim  ^ A.r  iy  Ai, 


et 


= '///■' 


r elt  dz. 


(500.  Considérons  généralement  un  système  de  trois  fa- 
milles de  surfaces  ayant  pour  équations 

« — !x,  e S,  le  — y ; 

II,  i’,  ve  désignant  des  fondions  données  de  trois  coor- 
données rectangulaires  et  «,  ë,  y étant  des  paramètres 
variables. 

Si  l’on  prend  dans  chaque  système  deux  surfaces  indi- 
viduelles répondant  respectivement  aux  paramètres  a et 
a -I-  Aa,  ë et  6 -t-  A6,  y et  y -f-  Ay,  on  déterminera  un 
corps  que  l'on  peut  appeler  un  para/lclifiipètle  infiniment 
petit,  car  deux  plans  tangents  à une  même  face  ou  à deux 
faces  opposées  font  entre  eux  un  angle  infiniment  petit. 
Par  un  point  intérieur  h ce  parallélipipède  curviligne, 
menons  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  plans 
tangents  à trois  faces  contiguës  ; puis  construisons  deux 


CALCUL  INTÉGRAL. 


3l6 

parallélipipèdes  dont  les  faces  soient  parallèles  à ces 
plans  et  qui  soient  l’un  inscrit  dans  le  parallélipipède 
curviligne,  l’autre  circonscrit  au  même  solide,  de  ma- 
nière que  leurs  faces  marquent  les  limites  des  faces  cor- 
respondantes de  celui-ci.  Les  arêtes  des  deux  parallélipi- 
pèdes  dont  nous  venons  de  parler  ne  dilfereronl  des  arêtes 
As,,  A.ï,,  A.Sj  du  parallélipipède  curviligne  que  par  des 
quantités  infiniinenl  petites  relativement  à ces  arêtes  res- 
pectives; par  conséqiK'nt  le  volume  de  chacun  d’eux 
pourra  être  représenté  par 


/■As,  As,  As,  (H- s), 


S désignant  un  infiniment  petit,  et  le  parallélipipède  cur- 
viligne qu’ils  compreiiiiciit  entre  eux  aura  aussi  cette 
même  expression.  Dans  la  formule  précédente  As,,  As,, 
As,  sont  les  accroissements  des  arcs  s, , s,,  s,  des  courbes 
qui  résultent  de  rintersection  des  surfaces  S et  y,  « et  y, 
a et  S ; ces  arcs  infiniment  petits  ne  dépendent  donc  que 

d’une  seule  variable  «,  o ou  y,  et  Icuis  valeurs  sont  ~ doi, 


c/o,  </y,  en  négligeatil  les  infiniment  petits  d'ordre 

supérieur.  On  voit  etilin  que  le  volume  infiniment  petit 
que  nous  considérons  aura  jrour  expression 


^ ils,  ils,  lis^ 
dx  d%  d’i 


dx  do  dy  ^ I -i- 


0- 


Cela  posé,  soit  V un  volume  déterminé  quelconque;  il 
est  évident  que  ce  volume  sera  égal  à la  limite  de  la 
somme  des  parai léli pi pèdes  curvilignes  infiniment  petits 
cotitenus  dans  ce  corps  et  déterminés  par  les  trois  sys- 
tèmes de  surfaces  dont  nous  avons  parlé.  Ainsi  l’on  aura 


V = lim  2 / 


ds,  ds,  dsy 
d X lit  d y 


dx  </S  ity. 
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f/.ti  th^  r/,tj 

f/a  f/S  f/y 


f/a  f/6  f/y. 
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Les  limites  des  intégrations  se  détermineront  sans  diffi- 
culté, comme  dans  les  cas  examinés  précédemment,  si 
la  surface  du  corps  considéré  n’est  rencontrée  qu’en  deux 
points  par  les  courbes  intersections  des  surfaces  coordon- 
nées; quand  le  contraire  aura  lieu,  il  .sera  nécessaire  de 
décomposer  le  corps  en  plusieurs  parties  <iuc  l’on  évaluera 
séparément. 

La  formule  précédente  se  simplinc  quand  les  surfaces 
coordonnées  sont  orthogonales;  car  la  quantité  h,  (|ui 
est  en  général  une  fonction  des  variables  a,  ê,  y,  se  ré  luit 
alors  à l’unité. 


Cas  particulier  des  coordonnées  polaires. 

001.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  les  points 
de  l’espace  sont  déterminés  par  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales.  Construisons  préalablement  trois  axes  rec- 
tangulaires O ar,  O),  Oz;  la  première  famille  se  eom- 
poseiadcs  sphères  qui  ont  pour  centre  l’origine  et  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  /•;  la  deuxième  sera  formée 
par  des  cônes  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z,  dont 
l’angle  générateur  sera  représenté  par  6;  enfin  la  troi- 
sième famille  se  composera  de  plans  passant  par  l’axe 
des  Z et  faisant,  avec  le  plan  zx,  un  angle  ip. 

Le  rayon  r varie  de  o à -l-co  ; l’angle  6 qui  est  formé 
par  la  direction  du  rayon  r,  avec  la  partie  positivede  l’axe 
des  Z,  varie  de  o à i8o  degrés  ; enfin  l’angle  <p  est  égal  à 
celui  que  forme  la  projection  du  rayon  r sur  le  plan 
avec  l’axe  des  x,  il  se  compte  en  marchant  de  la  partie 
positive  de  l’axe  des  x vers  la  partie  positive  de  l’axe  des  i , 
et  il  varie  de  o à 36o  degrés. 
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Cliaqiie  sphère  est  coupée  par  les  surfaces  coordonnées 
des  deux  autres  familles,  suivant  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  savoir  : un  sysièmede  parallèles  et  un  sys- 
tème de  méridiens,  et  elle  est  alors  décomposée  en  rectan- 
gles indnimeut  petits, qui  ont  pour  côtés  des  aresde  cercle 
répondant  .à  des  angles  au  centre  égaux  à d9  el  les 
rayons  de  ces  arcs  sont  d’ailleurs  égaux  à r et  à csinS  res- 
pectivement, d’où  il  suit  que  les  côtés  de  notre  rectangle 
sont  /v/û,  /•sin5//(j(.  Ce  rectangle  est  la  base  de  Tun  des 
parallélipipèdes  curvilignes  que  déterminent  les  trois  sur- 
faces considérées;  quant  à la  troisième  dimension  de  cet 
élément,  elle  est  évidemment  ilr.  D’après  cela,  le  volume 
des  corps  sera  déterminé  par  la  formule  suivante  ; 

V=  J J J'r^flrs\nû  <10 

Supposons  que  l’origine  soit  extérieure  au  corps,  et  dé- 
signons par/’o,  R les  valeurs  de  r à l’entrée  et  à la  sortie 
du  corps,  l’intégration  relative  à r devra  être  exécutée 

entre  les  limites  R ; or  on  a.  J r'  dv  = ^ /•*  -(-  const.  : 
donc 

V = lJ  sinOf/Oc/-^ 

L’intégration  relative  à 9 doit  être  faite  entre  les  va- 
leurs (•)  qui  répondent  aux  limites  du  corps  et  (|ui  sont 
des  fonctions  de  <p;  enlin  l'intégration  relative.à  i|/doit  être 
laite  entre  les  valeurs  •%,  H'  qui  répondent  aux  deux 
plans  entre  lesquels  le  corps  est  renfermé;  ainsi  l’on  peut 
écrire 

, .e 

V I d-p  f (R’  — r-JsinOdO. 

Je, 

Supposons  maintenant  que  l’origine  des  coordonnées 
soit  à l’intérieur  du  corps.  Dans  ce  cas,  l’intégrale  rela- 
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live  à r doit  commencer  à zéro,  et  les  intégrales  rela- 
tives à 0 et  doivent  être  prises,  la  première  entre  o et  tr, 
la  seconde  entre  o et  a;r.  On  a donc 


V 


R*sin9  </9. 


()02.  Nous  venons  de  voir  (jue  chaque  sphère  de 
rayon  rest  décomposée  en  rectangles  infiniment  petits  w 
dont  les  côtés  sont  égaux  à ;v/0,  ;-siu9r/(|i,  on  a donc 


U = r’  sinO  rlOd-l  (i  4-  s), 


£ étant  un  infiniment  petit,  et  l’aire  d’une  portion  de 
sphère  pourra  être  déterminée  par  la  formule 


■If' 


sin  0 f/9  fi  y 


Supposons,  par  exemple,  (pt’on  veuille  trouver  l’aire 
d’un  triangle  sphéiiijuc  an  moyen  de  la  formule  précé- 


s 


dente.  Soient  A,  B,  C,  les  angles  de  ce  triangle,  dont  les 
sommets  seront  désignés  par  les  mêmes  lettres;  je  pren- 
drai pour  axe  des  z le  rayon  OA  de  la  sphère,  puis,  me- 
nant un  grand  cercle  perpendiculaire  à OA  qui  coupe  en 
deux  points  I et  J le  grand  cercle  auquel  appartient  le 
côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des  9' ; l’axe 
des  a:  doit  être  perpendiculaire  à OA  et  à 01,  jethoisirai 
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la  dircclioii,  qui  est  telle, que  la  valeur  if/  relative  à C sur- 
passe celle  qui  se  rapporte  .à  B,  eu  supposant  qucvj/  croisse 
quand  on  marche  de  l’axe  des  x vers  l'axe  des  y.  Cela 
posé,  considérons  un  point  M se  mouvant  sur  le  côté  BC 
de  B vers  C,  et  menons  l'arc  de  grand  cercle  AM  qui, 
prolongé  s’il  le  faut,  coupera  en  IS  le  grand  cercle  situé 
dans  le  plan  xy.  Si  l'on  désigne  par  la  valeur  de  ip  qui 
SC  rapporte  au  point  B et  que  l'on  prenne  pour  unité  le 
rayon  de  la  sphère,  l'aire  T du  triangle  sphérique  sera 
donnée  par  la  formule 

,»  AM  ^ H"  A 

f/i  I sinOrfO=:r  f ' (i  — cosAM)rf6, 

- r.  “ • V. 

OU,  à cause  de  cos  A^I  = sin  MAi. 

-4-  A ^ ■4“  A \ 

— i ' sinMNf/}  = A—  f sinMNrf^j/. 

K ' f. 

iM  ais  on  a,  dans  le  triangle  sphériijue  rectangle  MAI, 


sin  MN 


sini  cos} 
sin  M ’ 


cosM  =:  sinI  sin^, 


et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  différen- 
tiation 

d \ — : — </M,  d'où  sin  MA'  dp  = — r/M  ; 

sin  1 eus} 


on  aura  donc 


enfin,  comme  on  a M = “ — B pour  p = p^  et  M = C 
pour  p = A,  on  aura 


T — A H-  B + C — 77f 
ce  qui  est  la  formule  connue. 
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603.  Considérons  maintenant  une  surface  courbe  quel- 
conque dont  un  point  M ait  pour  coordonnées  r,  0,  <p  et 
construisons  la  sphère  de  rayon  ;•  qui  a pour  centre  l’ori- 
gine des  coordonnées.  Le  cône  qui  a pour  sonunet  cette  ori- 
gine et  pour  base  réléinent  w de  la  sphère,  déterminer» 
sur  la  surface  courbe  un  élément  erdont  wsera  la  projec- 
tion orthogonale  sur  la  sphère  /•;  cette  proj’ection  ne  di(- 
fère  que  jiar  une  quantité  inliniment  jietitepar  rapport  à 
ellc-inème  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  le  plan  tangent,  et 
l’on  peut  prendre 

r.i  r’sinÇ  f/0 

cos  Ç cos  î 

^ étant  l’angle  foi  mé  par  le  rayon  ravec  la  normale  du  la 
surface. 

Les  tangentes  des  côtés  rv/Ô  et  rsiiiôd^  de  l’élément  dut 
forment  avec  le  rayon  r un  système  d’axes  rectangulaires 
auxquels  on  peut  rajiporter  la  surface  que  nous  considé- 
rons. Pour  le  point  M les  trois  cooidounécs  sont  nulle»; 
en  outre,  quand  les  deux  premières  coordonnées  s’accrois- 
sent successivement  de  rdô  et  de  /'sin@rf<|<,  la  troisième 

coordonnée  iirend  les  accroissements  '-^dO,  d'h-,  en 

' « 9 « 

désignant  jiar  />  et  q les  rapports  de  ces  derniers  accrois- 
sements à ceux  des  coordonnées  qui  les  produisent,  on  a 

\ tir  \ Hr 

^ r ti(t'  ^ rsinO  r/i}' 

Mais, d’après  les  formules  en  coordonnées  rectangulaii  es. 
relatives  aux  nonnales,  l'angle  ^ a pour  cosinus 


011  a donc 

cosÇ  = 

IL 


V'i-t  //■‘-T  7’ 
r sin  0 


Digitized  by  Google 


3a2  CALCUL  INTÉGRAL. 

et  l’aire  S d’une  portion  de  la  surface  sera  déterminée 
par  la  formule 


Du  changement  ttc  vnriahies  dans  les  intégrales 
multijyles. 

60i.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  sur- 
faces courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se  ramènent, 
comme  on  l’a  vu,  à la  détermination  d’intégrales  doubles, 
cjui,  dans  le  système  des  coordonnées  rectangulaires,  ont 
pour  expressions  générales 

(I)’- 

D’autres  questions  conduisent  aussi  à des  intégrales 
triples^  quadruples^  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l’intégra- 
tion doit  s’étendre  à tontes  les  valeurs  des  variables  qui 
satisfont  à certaines  conditions  exprimables  par  une  ou 
plusieurs  inégalités.  Lorsqu’on  peut  effectuer  l'intégra- 
tion relative  h l’une  des  variables,  l’intégrale  multiple  se 
réduit  à une  intégrale  d’ordre  inférieur  d’une  unité,  et 
quand  il  n’en  est  pas  ainsi,  on  peut  quelquefois  opérer  la 
réduction  par  un  changement  de  variables. 

Considérons,  par  exemple,  l’intégrale  double 

(i)  V=j'jViUdr, 

dans  laquelle  V désigne  une  fonction  donnée  de  x et  de  i , 
et  stipposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x et  ) 
deux  nouvelles  variables  « et  e,  liées  aux  premières,  pat- 
deux  relations  données.  Quelle  que  soit  la  portion  du 
plan  des  Jty  tpti  comprend  les  points  (x,  ) ) auxquels  l’in- 
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légralion  doit  s’cloudro,  l'inlégrale  U se  composera  d’uu 
ou  plusieurs  termes  de  la  forme 


) „ etj'i  désignant  deux  fonctions  données  de  x,  et  x,,  x, 
étant  deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer 
que  )’  et  x croissent  constamment  de  la  limite  inférieure 
à la  limite  supérieure,  ce  qui  revient  à dire  que  dx  et  dy 
sont  positives.  Cela  posé,  des  équations  données  entre  x, 
) , H,  P",  on  peut  tirer  la  valeur  de  y eu  fonction  de  x et 
de  ; soit 

y —/(x,  <•), 


fX, 

et  considérons  l’intégrale  I \ dj  où  x peut  être  regardé 

comme  un  paramètre  constant.  Si  l’on  y remplace  ■)•  par 

f[x,dj,d)  par-^-y^^ — ^fie,elledeviendra^  <7e, 

et  e,  étant  les  valeurs  de  e qui  répondent  à y — y^, 
) =)  ,.  ÎNbus  supposons  ici  que  u varie  toujours  dans  le 
même  sens,  quand  > varie  de_)  „ à y,  5 s’il  en  était  autre- 
ment, on  rentrerait  dans  cette  liypotlièse  en  décomposant 
l’intégrale  relative  h y en  plusieurs  parties.  Comme  dy 

est  supposé  positif,  di>  a le  signe  de  sj  celle  dé- 

rivée est  négative,  on  peut  ramener  de  à être  positif  en 
changeant  les  limites  de  l'intégration,  en  sorte  que  l’on 
aura 


df{.r,  i<) 


désignant  la  valeur  absolue  de 


//■(.r,  I') 


5 et 


de  ° "■  ' <(v 

l’intégrale  relative  à e étant  prise  entre  les  limites  i',  et  e, 
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OU  i>i  et  l'a.  D’après  cela,  la  valeur  de  Z sera 
Z = //v[±'<£^>] 

Ce  résultat  nous  donne  le  iiioycu  d’achever  la  substitution 
que  nous  avons  en  vue  ; car  soit 

X = F (h,  v) 

la  valeur  de  x en  « et  e;  il  suffira  de  remplacer  dx  par 

r)  , ,, 

rfc  — du,  et  1 
au 


un  aura 


formule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux 
mêmes  points  i\\ic  dans  la  formule  (2). 

Mais  si  l’on  différentie  l’équation  > = f{x,  e),  en  con- 
sidérant X et_^i:  r ominc  fonctions  de  u et  e,  on  a 

Ifi-r,  ri 


êy  , //*■  . 

-j-  du  + du 
du  dv 

d’où 


lifi.t.  l'I  / dx  r/.r  \ il 

- — { du  -h  — ih]  : 

dx  \du  av  ' 


th 


df 


dy  z//'(  X,  i>)  dx 

du  dx  du 

dr  itf{x,  l'I  dx  d/ix,  rl  , 

di>  dx  lit’  dv  ’ 

de  f/F  (h, ri 


et  par  suite,  à cause  de  — 
‘ du 


du 


d/(x,v]  dV{u,v)  _ dx  dy  dx  dr 

dv  du  i/u  dv  dv  du 

La  valeur  de  Z devient  en  conséquence 
la  fonction  \ étant  exprimée  en  u et  r. 
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605.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède 
en  faisant  usage  des  considérations  développées  au  n“  598. 
L’intégrale  Z peut  être  regardée  comme  représentant  un 
volume  composé  de  prismes  élémentaires  Xdxdy  dont 
les  bases  dxdy  remplissent  une  portion  du  plan  xj.  Or 
deux  équations  telles  que 

A{',ûr)  — U,  f,{.r,y)  = v, 

où  II  et  désignent  deux  paramètres  variables,  représen- 
tent deux  systèmes  de  courbes,  et  deux  courbes  infiniment 
voisines  de  l’un  des  systèmes  détermineront  avec  deux 
courbes  infiniment  voisines  de  l’autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit,  dont  l’aire  sera  r/ij  sin  f ; 
dsi  et  ds,  étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes 
U et  et  I l’angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  repré- 
sente Z sera  évidemment  la  somme  des  volumes  élémen- 
taires \ ds,ds,  sinj,  et  l’on  aura 


V ds,  ds,  sin». 


Mais  X et  ^ sont  fonctions  de  it  et  e;  si  l’on  demeure 
sur  la  courbe  it,  v'  variera  seul  et  l’on  aura 

J./.,  ^J-=‘^d.>, 

d’où 

si,  au  contraire,  on  marche  sur  la  courbe  p,  it  sera  seul 
variable  et  l’on  aura 

d.r  =r  ~ du,  dy  du, 

(lu  (lu 

d’où 

Les  cosinus  des  angles  formés  par  ds,  et  par  ds,  avec  les 
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axes  lies  x cl  des  > étant  proporlionitels  respcclivemeiil  à 

l/a-  il  y fix  ilr 

cl  —,  ~ et  on  a 
dv  av  au  un 

lit  ilx  ilr  ily 

ilii  dv  du  dv 


rosi  — — - . 


dx  dy  d.r  dr 

du  dv  dv  du 

) 

/ 

V'I 

'-V  + 

[du)  ^ 

\ / 

IV'I 

1 flx  V 

\tiv  ) 

’ + l 

fî^rV 

{dv) 

sini 

d'où 

. . Idr  dr  d.r  ily\ 

ils,  ds,iini  = ±[  — — - - , 

V du  dt'  dv  du  / 

Cl  par  conséquent 


/drdy  dxdr\ 
'\drid:-d;:d7i)^'^"‘^''’ 

comme  on  l’a  déjà  trouvé. 

Par  exemple,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires 
j:  cl  aux  coordonnées  polaires  p et  w,  liées  à x cl  y par 
les  équations 

x=i)C05w,  ji=psinw, 
conduira  à la  formule 

//  V d.rdy  — ff  Vpr/pflu; 

les  éléments  pc/p  iliii  sont  ici  des  rectangles  dont  les  côtés 
flp,  pd(ù  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes  droites 
menées  par  l’origine  et  de  circonférences  ayaul  cette  ori- 
gine pour  centre. 

(MK).  Kn  général,  si  l’on  a une  intégrale  multiple 
d’ordre  n,  telle  que 


/./  "'J  ''"'■‘i- 
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et  qu’aux  n variables  x,  , a on  en  substitue  n au- 

tres U,  e, . . . , u>,  liées  aux  premières  par  des  relations 
données,  on  aura 


//■■■/  Vcl  rdj  . ..Hl  — //■••/  ( rt  D)  V . . .rfie, 


D désignant  le  déterminant 


dx 

d. 

dr 

d7i' 

T'' 

7iT 

dy 

dy 

du' 

T'" 

■’  dT 

dz 

(h 

dz 

Tu 

T'" 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans  le 
cas  de  deux  variables  x et  v;  il  suffit  donc  do  l’établir 
pour  n 4-  i variables,  en  admettant  qu’il  ait  lieu  pour  n 
variables. 


607.  Soit  donc  l’intégrale  d’ordre  n -+- 1 

V tlrth  . . . (hits, 

et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  x, 
J , . . . , 5,  J les  n 4-  1 variables  u,  u,  . . . , le,  t.  On  peut 
commencer  par  exprimer  les  n variables  x,  y , . . . , s en 
fonction  de  s et  des  n variables  nouvelles  h,  r, . . . , vv, 
l’intégration  relative  à s devant  alors  être  ell'ectuée  la 
dernière.  Parce  changcmetit de  n variables,  on  aura,  d'a- 
près ce  que  nous  admettons, 

>’=//•//  (±  A)  V (ts.  du ,dt' . . .dit’, 


U: 


=//■■■// 
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A désignant  le  déterminant 


«î.r 

$.r 

S-r 

S7i' 

Sv'' 

Otv 

\r 

5 Y 

Sr 

Sa' 

Tr'' 

• > — ’ 
OU' 

\ Sz 

OS 

Sz 

1 iÎm’ 

" 9 • 

d V 

■’  S7 

nous  employons  ici  la  lettre  5 pour  exprimer  les  dérivées 
partielles  prises  dans  l’hypothèse  où  les  variables  indé- 
pendantes sont  s et  U,  v, . . . , le,  tandis  que  nous  réser- 
vons la  lettre  (•/  pour  le  cas  où  les  variables  indépendantes 
sont  U,  r', . . . , U»,  l.  Or,  en  dill'érentiant  l’une  des  va- 
riables X,  y , . . ■ , Z dans  cette  dernière  hypothèse,  d’a- 
bord par  rapport  à l’une  des  variables  u,  v, . . . , iv,  puis 
par  rapport  à /,  on  a 

r/.r  S.f  S.r  i/s  tir  Sx  lis 

lia  Su  S s tilt  lit  S s lit' 

d’où 

it.r 

S-r  il  r lit  ils 

Sa  lia  tls  lia' 

lit 


et  l’on  aura  des  expressions  semblables  pour  chacune  des 
dérivées  <|ui  figurent  dans  la  valeur  du  déterminant  A. 

Cela  posé,  dans  l’évaluation  de  U,  l’intégration  relative 
à s peut  être  elicctuée  la  première,  après  la  substitution 
dont  nous  venons  de  parler,  et,  d’apiès  ce  qui  a été  dit  en 
commençant,  si  l’on  exprime  s en  fonction  de  t et  de  «, 

v,  . . . , ie,  on  devra  remplacer  th  par  ^ dl  \ on  aura  donc 


U = I j ' " i f 7^  ydadr.  . .divilt, 
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Cl  l’expression  de  A pourra  se  déduire  de  la  suivante 


(l.r 

r/.r 

dx 

dit' 

li'" 

■ ’ lû' 

tly 

dy 

dy 

D,= 

du' 

du'" 

"'  lû' 

tiz 

dz 

dz 

1 

lût' 

Tv'" 

"'  dû  ' 

dx 

en  rc'mplaçant 

par 

du 

ils  du  ’ 

11 

Dési{;nons  par  D^,  D,,..  D,  les  résultats  que  l’on 
obtient  en  exécutant  sur  D,  une,  deux,  trois,  etc.,  fois 
la  substitution  circulaire  qui  consiste  à remplacer  x, 
, Z,  i respectivement  par  9', . . . , z,  s,  x.  Comme 
un  déterminant  no  fait  que  changer  de  signe  quand  on 
change  rune  en  l’autre  deux  lignes  parallèles,  il  est  facile 
de  voir  (jue  la  substitution  de  s à x,  y,.  . z changera 
D,  en  — , — D,, . . . , — D. , si  le  nombre  n des  va- 

riables X,  J-, . . . , Z est  pair,  et  en  -h  Dx>  — Dr  » • • • > D,, 
si  le  nombre  n est  impair,  les  signes  étant  alternative- 
ment -1-  et  — dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,  remplaçons,  dans  l’expression  de  J),  les 

dérivées  de  x,  savoir  : par  les  valeurs 

tilt 

llr 

tir  lit  fit 

lin  rl.t  ilu  ’ 

~dt 

on  obtiendra,  d’après  ce  qui  vient  d’ètrc  dit,  le  résultat 

<h_ 

<!t 

n,  4- (-■)*  — D,, 

Tt 
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Si  dans  celte  expression  ou  remplace  les  dérivées  dc^', 

d.r 

. dr  , , dy  dt  ds  _ 

savoir:  j par  les  valeurs r 

du  ‘ du  ds  du 

dt 

changera  pas,  car  ce  déterminant  s’annule  quand  on  y 
met  5 au  lieu  de  on  aura  donc  le  résultat 


dx 


dr 


D,- 


, s dt  dt  _ 

+ 777  Dj., 


fis 

~dt 


fis 

fit 


et  l’on  voit  facilement  que  si  l’on  remplace  les  dérivées 
des  autres  variables,  jusqu’à  celles  de  z inclusivement, 
par  les  valeurs  indiquées,  l’expression  de  D,  deviendra 
définitivement 


D, 


dr 

dt 


dy 

dz 

+ 

1 

O 

dt 

dt 

en  sorte  que  l’on  aura 


Jt-'^’ 


lit 


dy 

^^it 


.±D.—. 

dt 


Or  on  sait  que  le  second  membre  de  celle  formule  est 
précisément  égal  au  déterminant 


dx 

dx 

d.r 

dx 

dit' 

lû'" 

' dû' 

~di' 

dr 

dy 

dr 

dy 

lüi' 

dr  ' '■ 

7ÛÛ' 

dt' 

dz 

dz 

dz 

dz 

dû' 

Hû'' 

"'  dû' 

Ift' 

ds 

ds 

ds 

fh 

dû' 

dû'" 

"'  dû' 

dt' 
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U=J' J'...  Ç I (±D)Vrf«^A..  . 

cc  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

G08.  Considérons  en  particulier  les  intégrales  multiples 
qui  se  rapportent  à Tévaluation  des  volumes  et  des  sur-, 
faces  courbes.  On  a,  pour  l’expression  des  volumes  en 
coordonnées  rectangulaires, 

V = J" J I dj-  dj-  dz, 

et  si  l’on  substitue  h X,  y,  z les  trois  variables  «,  y,  w, 
il  viendra 

-///  A du  dv  dw, 

avec 

/dx  dy  dx  <!y\  dz  l dv  dz  <lr  dz\  dx  f dz  de  rir  dz\  d} 

‘ ~ \flu  dv  dv  <tu  ) dw  \du  dv  dv  du)  dw  \dii  dv  du  dv  J dw 

Supposons  que  l’on  prenne  pour  n,  y,  iv,  les  coordon- 
nées polaires  r,  9,  i|(,  liées  à x,  z,  par  les  formules 

X = /sinO  cos-^,  = /-sinSsin^J/,  s = rcosO, 


dx  . dx  dx  • , • , 

— z=sin$  cosit,  — = /cosOcos-k  — = — rsinOsimli, 
dr  d9  rfvp 


-=sm6s.n,|„  - 


^ = r cos9  sin-i,  ^ sinfi  cos  i, 
dO  ^ d-^  ^ 


dz  dz 

— =cos6,  — = — rsinS, 

dr  </6 
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ce  qui  donne 

A = /-’sinî  ; 


on  aura  donc  pour  l’expression  du  volume  U en  coor- 
données polaires 


*’=///'■ 


sin  0 drd6  tl-^, 


et,  si  /•  croît  conslamment  entre  les  limites  l'o  et  R fonc- 
tions données  de  0 et  ifi,  on  pourra  écrire 


rJ)sin0</0(/iî<, 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  (n°()01). 


(i09.  Passons  mainlenant  aux  aires  des  surfaces  cour- 
bes: quand  on  emploie  les  coordonnées  rcclangulaires  x 
et  )•,  la  délerminaiion  de  ces  aires  dépend  de  l'intégrale 
double 


l -h  q‘  dxdy. 


où  V et  (7  désignent  les  dérivées  partielles  — et —•  Si 

'■  dx  dy 

l’on  substitue  les  nouvelles  variables  «,  e à x et  _i  , on 
aura 


dx  dy 
du  dv 


dx  dy  \ 
di'  du  ) 


V > -t-  yè  -f  '/'  du  do  ; 


mais  on  a 


(h  _ 

dx 

dy 

dz 

dx 

dy 

<hi 

‘‘TÛC 

4-7 

lût' 

1v 

>'d; 

+ 7 

do  ’ 

(dx 

'ÎL  — 

dx 

±\. 

dz 

dy 

dz 

dy\ 

v/.l 

dv 

dv 

du  J 

-1 

du 

dv 

' Ho 

du  } ’ 

(dx 

dy 

d.r 

±\ 

_/ 

dx 

dz 

dx 

dz\ 

dv 

dv 

du  j 

-1 

Jüt 

Ho  ~ 

' dv 

Hi)' 
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et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p el(],  il  vient 


k!(Il'Il. 

dx  dy\^ 

Idr  dz 

IlIlX  , / ; 

V \du  dv 

dv  du / 

\i/h  d-  ~ 

dv  du)  \i 

Supposons  qu’on  prenne  pour  u et  e les  coordonnées 

, . , , , 1 , . . fir  f/.T  ily  ily  dz  dz  . 

polaires  0,  iL  i les  dérivées —»  —■>  — . i de- 

* d>i  d!f  d^  df!  </-{i 

vront  être  prises  ici  en  considérant  le  rayon  r conitnc 

fonction  de  6 et  alors  on  aura 

= --  sinOcos*  -1-  rcosO  coso, 
du  d^  • ^ 


dv 

7io 


'Il 

To 


sinOsin^  -H  rcosSsin^, 


s-{(  — /-sinOsin-}, 


dx  dr  . 

7nf~dY 

• — = — sinSsiii'ÿ  -4-  /-sinîcos'i, 
d-i/  «Ÿ 


cosO  — rsiiiO, 

i/o  f/0 


dz  dr 


d’ 


OU 


f/x  dr  dx 

JTO  f/'^  ” d 

f/r  dz  dr  dz 


X dr  . I dr  . \ 

- -h:  = r sin  0 I — - sm  0 -f- rcosO  1 J 
•}.  i/o  \</0  / 

ilr  <!z  tir  dz  • , , îdr  „ . \ tir  . ^ 

— — — = — fsinO  cos  il  — cosO  — rsinO  H-  f — sniil 

i/o  i/  ji  f/^|>  i/o  ^ \,i/0  j d\  ^ 


dz  dx  dz  dx  ...  / '//•  . \ dr 

— t;  ~ — rsinO  sin  i 1 — cosO  — rsiiiO  — r — cosii: 

i/o  f/iji  l/'Ji  f/0  ^ \d0  ] i/}  ^ 

la  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  for- 
mules est  égale  à 


011  retrouve  donc  la  formule  déjà  donnée  au  u"  003,  pour 
la  détermination  des  aires  en  coordonnées  polaires, 


tfildv. 
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savoir 


“ =0V['-' 


Sttriuie  généralisation  d'une  fonmde  relative  à la  théorie 
des  intégrales  Eulériennes.  — Applications. 

GIO,  Nous  présenterons  ici  un  exemple  remarquable 
de  réduction  d’une  intégrale  muliiplc.  Celle  intégrale  est 
la  suivante 

I)  J’rf'-...  (I 

OÙ  les  exposants  p,  /),,  p„.  . p„  sont  positifs;  l’inté- 
giation  doit  être  étendue  à toutes  les  valeurs  positives 
des  n variables  X,,  x,,.  . x„,  qui  satisfont  à l’inégalité 

X,  + .r,  -t-  . . . 4-  I . 

Commençons  par  intégrer,  relalivenient  à x„,  la  diffé- 
rentielle (i — X, — X,  — . . . — d.r„  dans  la- 

quelle il  faut  regarder  X,,  X,,.  ..x„_i  comme  des  con- 
stantes. Les  limites  de  celle  intégration  sont  o et 
I — X,  — .r,  — . ..  — x„_i ; posons 

X„  --  ( I — .r,  — .r,  — ...  — r„.,)  t, 

1 étant  une  nouvelle  variable,  les  limites  de  l’intégration 
relative  à t seront  o et  i,  et  on  aura  le  résultat 


(i  — X,  — .1-, — C — ty-'<U-, 

do 

l’intégrale  relative  à t n’est  autre  chose  que  l'intégrale 
Eulérienne  de  première  espèce  11  (p„,  p),  par  conséquent, 
la  formule  (i)  est  réduite  à ' 


\[l'^=:ü{p„,p) 
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l’inlégralion  devant  ôlre  étendue  aux  valeurs  positives 
des  n — I variables  a:,, a;,,,.  . . x„_i  qui  satisfont  à l’iné- 
galité 

-f-  J"!  -f-  J' P — I I . 


Daprès  cela,  la  formule  (a)  u’est  autre  chose  que  celle-ci 
(3)  B IV'™ 


Lorsque  « = I,  la  formule  (i)  se  réduit  à une  intégrale 

simple '(*  — xY~' dx  étendue  aux  valeurs  de  x 

comprises  entre  o et  i;  celte  intégrale  n'est  autre  chose 
que  B p).  Il  suit  de  là  que  la  formule  (3)  subsiste 
pour  rt  = i,  pourvu  que  le  symbole  V soit  réduit  à l’unité, 
quand  l’indice  inférieur  est  nul.  Cela  étant,  remplaçons  u 
par  I,  2,  3,...«  dans  la  formule  (3)  et  multiplions 
ensuite  les  formules  résultantes,  il  viendra 

= B (/^„,  /;)  B -f- /j„} . . . B (/?„  /;  -1- -H . . . 4- , 


ou,  en  remplaçant  les  fonctions  B par  leurs  valeurs 
i.'xpiimécsen  F,  et  réduisant  ciisuiie 

( r ] V'''*  — ’ ' . 

Dans  le  cas  de  /t  = i , l'intégrale  (i)  se  réduit  à 


(5)  V 


r’=  y / •••J'  ' <•  'dx,dx,...,ix. 


et  elle  s’étend  toujours  aux  valeurs  positives  des  variables 
qui  satisfont  à l’inégalité  x,  -+-  a'j  -4-  . . . -t-  x„  i ; la 
formule  (4)  devient  alors,  à cause  de  F(i)  =i. 

Mil  V'‘^  = — ' . . 

" ï'(/>,  -t-  /J,  -I-  4-  I ) 
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OU  . On  ramène  au  cas  précédent,  celui  de  l’inlégrale 


(7) 


r^“  ' di\d.r,..,dx„ 


étendue  à toutes  les  valeurs  positives  de  x,,  X», . . . J'„ 
fjui  satisfont  à l’inégalité 


<•, 


a,,  ar,, ...  a„  étant  des  quantiés  positives 

données.  En  e(l’et,  si  l’on  pose 


la  formule  (7)  de\iendra 


Considérons  en  particulier  l’intégi  ale  triple 


T = 


dx  dy  dz 


étendue  à tous  les  éléments  situes  dans  l’angle  que  for- 
ment les  directions  positives  de  trois  axes  rectangulaires 
et  contenus  dans  l’ellipsoïde  dont  la  surface  a pouréqna- 
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La  formule  (8)  appliquée  au  cas  actuel  donnera 


(9) 


^ = 5 


aPb^(f. 


Si  l’on  fait  p — (f=zr=.i,  la  formule  (9)  donnera 
le  volume  de  l’ellipsoïde;  si  l’on  suppose  deux  des  trois 
exposants  p,  q,  r égal  h 1,  et  le  troisième  égal  à 3,  elle 
pcrnieilra  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  la  huitième  partie  d’un  ellipsoïde  homogène; 
enfin,  on  en  conclut  aussi  les  quantités  tpic  l’on  nomme 
moments  d'inertie,  en  mécanique,  dans  le  cas  d’un  ellip- 
soïde homogène. 


Aire  de  l'ellipsoïde. 

612.  Si  l’on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires, 
la  surface  de  l’ellipsoïde  aura  pour  équation 


et  la  formule  propre  à donner  la  surface  sera 


Le  résultat  de  l’intégration  relative  à x ou  à dépend 
des  fonctions  elliptiques;  l’emploi  des  coordonnées  po- 
laires offrirait  le  même  inconvénient;  maison  peut  ef- 
II.  32 
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fccluer  la  rédiiclion  de  rinlégrale  en  prenant  pour  va- 
riables les  angles  0,  tels  que 

•r  = asin  0 cos\[i,  A sin  ô siniji,  i — ccosO, 

qui  vérifient  l’équation  de  rdlrpsoïde.  On  trouve,  par  les 
formules  du  n°  609, 


’A’cos-O  -+■  e’sin’O («’sin^-^  -r  A’cos’"^)sin0r/0</ij(, 


les  intégrations  s’étendant  de  0 = o à S = 7t  et  de  i|i=ro 
à (j/  = 27t.  L’intégration  relative  à 6 peut  être  effectuée,  et 
l’expression  de  S est  alors  réduite  à une  intégrale  simple; 
mais  l’intégration  dont  nous  venons  de  parler  introduit 
des  arcs  de  cercle,  et  le  résultat  qu’on  obtient,  par  cette 
voie,  n’a  pas  la  forme  simple  dont  il  est  susceptible. 
C’est  pourquoi  nous  n’entreprendrons  point  le  calcul,  et 
nous  emploierons  une  autre  méthode  pour  résoudre  la 
question  que  nous  avons  en  vue.  Le  procédé  que  nous 
allons  exposer  est  très-remarquable,  et  il  peut  être  em- 
ployé avec  avantage  dans  des  cas  assez  étendus. 


613.  Désignons  par  u le  cosinus  de  l’angle  que  fait  le 
plan  tangent  au  point  (x,  y,  z),  avec  le  plan  xr,  on 
aura 


ou 


^ O. 


Si  l’on  considère  it  comme  une  constante,  l’équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (1) 
et  (2),  prises  simultanément,  appartiendront  à une  courbe 
qui  sera  le  lieu  des  points  de  l’ellipsoïde  pour  lesquels  le 
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plan  langent  fait  avec  le  plan  xj'  un  niôinc  angle  ayant  u 
pour  cosinus.  On  aura  la  projection  de  celte  courbe  sur 
le  plan  des  xy  en  éliminant  z entre  les  écpiations  (1) 
et  (2)  ; on  trouve  ainsi 


(3) 


rt’ (fl’ (•’)  U- 

rt'fl  — «’j 


— (h'  — c’)  II’ 


équation  d’une  ellipse  dont  les  dcini-axes  ont  respective- 
ment pour  valeurs 

fl’  V^i  — «'  A’  — h’ 

y^rt’  — (fl’  — r‘)  fl’  y À’  — (A’  — c’J  fl’ 

et  dont  l’aire  totale  K sera,  en  couséijucnce. 


(4) 


7rn’A’(  I — fl’) 

y[rt‘ — (fl’  — c'J  fl’j[A’ — (A’ — c’j  fl'J 


Cela  posé,  soit  rlE  l’accroissenienl  que  prend  E quand  u 
augmente  de  du,  la  partie  de  l’ellipsoïde  située  d’un  côté 
quelcotKjue  du  plan  .T)  ,ct  ([ui  se  projette  sur  l’espace  an- 

dF. 

nulaire  dE  a pour  valeur—'?  et,  pour  obtenir  l’aire  to- 

fi  P 

laie  S de  rcllipsoïdc,  il  suftil  d’intégrer  l’expression  — '• 

ou  — — depuis  11  = i jusqu’à  « = o,  et  de  doubler  le 

résultat;  on  obtient  ainsi,  en  renversant  les  limites  et  en 
changeant  le  signe  de  l’intégrale, 


(5) 


Ç ' dE  dit 

O “ 


11  ne  reste  plus  qu’à  substituer  dans  celte  formule  la  va- 
leur do  E tirée  de  l’équation  (4),  et  l’on  aura  l’aire  de 
l’ellipsoïde  exprimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il 
convient  de  transformer  celte  expression.  A cet  effet, 

22, 
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nous  supposerons  i > c,  rinégalité  ii’exduant  pas 
l’égalité,  et  nous  ferons,  pour  abréger. 


n^{h'—c) 

— c — ncosu, 


d’où 


^a‘ — <‘ - »sin|<,  <■  z=  L ^ \ — /’sin’jt, 


P étant  un  angle  compris  entre  o et  enfin,  nous  pren- 
drons pour  variable,  au  lieu  de  1/,  l’angle  y déterminé 
par  la  formule 

<!  sin  O 

« = — r - sinç—  -V—-» 
smp 

et  comme  ii  varie  entre  les  limites  o et  i , l’angle  (j- variiu-a 
de  U à p. 

D’après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


(«) 

et 

(7) 


( I sin’o  \ 

J. \ <r — f ‘ ' ' 

cosy  — ^’sin’ij. 

S — -l- ,/ 

" *o 


Or  on  trouve,  au  moyen  de  l’équation  (6), 


fi 


flV.  , E Ecos®  , , E 

=rt-.  - -t . tl^=r.a-. 1- îtrtü  _ 

sinif  sin«  sin’y  sin^  sin^Ÿ  V i — 'l’sin’ÿ 

V I — / 'sin’y 


d’ailleurs,  si  l’on  différenlic  l'expression  ^’sin-®^ 

sin  f 
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OU  oblienl 


.coio  v^i  — X’sin’»  . . dî 

,l  — r _ y , _ X »sin  O (/ J -) ? 

S"’?  ‘ VI  — ^’sin'y 


sin’^  ^ I — X’sin’y 

et,  si  l’on  lire  <ie  celle  équation  la  valeur  de 

<h 

sin’  -^sjy  — A’siii'y 

pour  la  substituer  dans  la  formule  préeédeule,  il  vien- 
dra, en  ayant  égard  à la  valeur  de  E, 

•A  — c'  ^/E  I ^ 


( langy  v^i — ^’siti’u  f A’ — <■’' 

=:  iTt  -d  . ‘ ' 


- ■ '‘f 

a df  sin^i 

I langy  y/i — A’siti’u  f 

I VI — >!’sin’i}i  L 

tt/»  r . ^ — - 

— (a^  — V ' — X'sin^y.7<y  -f-  c' 
^ — c’  |_ 


’iji  — sin-’u I 

> _ J^'l. 

V I — A=sin'yJ 


Intégrant  entre  les  limites  ç.  = o et  ç = u,  on  a 

' y. -r  h 

S = are’  ■+- 


{«; 


^n'‘ — H 


/ X («’—  r’)  / V^I  — A’sin’y  f/o  4-  r’  r 

' L Jo  Jo  V — 

Si  l’on  fait,  conformément  à la  notation  de  Legendre, 

Jr*,-*  f/o  

- ■ = V{jl,A),  f I — i = Sin‘ f df  — E(  ji,  A ) , 

O Vl  — X’sin’y 


on  retrouvera  la  formule  donnée  par  cet  illustre  géo- 


Digilized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAI.. 


342 

inèli'c,  savoir  : 

(lo)  S=  2nc’4- — [(«’—  r’)E(fi,  X)  + c*F(fi,  X)]. 

— c- 

Si  l’on  veut  introduire  l'intégrale  elliptique  de 
deuxième  espèce  f - _■  > l’identité 

Jo  v'i  — X’sin> 

/ s/i  — X»sin=yf/fi.-  I ^ — X»  I , 

Jo  c'o  y/i— X'siii’?  Jo  V^i  — X’sin’Ÿ 

permettra  d’écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit  : 

7.-!:a'b 


S = 9.  ît  r’ 


(") 


a- — c- 


! 

j rX® ^î-1’  p*^_sin>?rfy  1 

( L.(,  V'i  — é’sin’y  *■'  Jo  v'i  — X’sin>ŸJ 


Dans  le  cas  de  c = />,  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour 
du  petit  axe,  on  a A = o et  u = arc  cos  -•  la  formule  pré- 
cédente devient  (n“è>95) 

(12)  S “ 2ir  -H  2j: 


n'h  h 

.irCCOS-  • 
6’  " 


Si,  au  contraire  a — b,  l’ellipsoïde  est  de  révolution 
autour  du  grand  axe,  on  a A=i,  et  la  formule  (8)  donne 
(n»  î)9èi) 

...  , ■nhc'  h-^\lb^  — r‘ 

( I .} ) S =;  2 r i’  -I-  loR • 

— c-  b — y*X<’ — r’ 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES. 


Des  éfjunlions  différentielles. 

C14.  Toute  équation  qui  renferme  plusieurs  variables 
et  dans  laquelle  figurent  en  outre  des  différentielles  ou 
des  dérivées  d’ordres  quelconques,  est  dite  généralement 
une  équation  différentielle. 

Si  les  variables  qui  entrent  dans  une  équation  diffé- 
rentielle dépendent  d'une  seule  d’entre  elles,  l’équation 
est  une  équation  différentielle  ordinaire. 

Au  contraire,  lorsque  les  variables  d’une  équation  dif- 
férentielle dépendent  de  plusieurs  d’entre  elles,  l’équa- 
tion est  dite  aux  dérivées  partielles  ou  aux  différentielles 
totales,  selon  ([u’elle  renferme,  avee  les  variables,  des 
dérivées  partielles  ou  des  différentielles  totales  de  celles 
de  ces  variables  qui  sont  regardées  comme  dépendantes. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  Une  telle  équation 
peut  renfermer,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  une 
variable  indépendante,  une  ou  plusieurs  variables  dépen- 
dantes et  certaines  dérivées  de  ces  dernières  variables. 
L’ordre  le  plus  élevé  de  ces  dérivées  est  Y ordre  de  l’équa- 
tion dilTérentiellc. 

Les  équations  différentielles  qu'il  y a lieu  de  considérer 
sont  généralement  en  même  nombre  que  les  variables 
dépendantes.  Lorsque  ce  nombre  est  supérieur  à i,  elles 
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conslilucnt  ce  que  l’on  nomme  (n“  53)  un  système  d'é- 
quations différentielles  simultanées . 

615.  Etant  donné  une  équation  difTércutiellc  d’ordre 
quelconque  ou  un  système  de  telles  équations,  on  peut  tou- 
jours lui  substituer  un  système  d’équations  différentielles 
du  premier  ordre  en  introduisant  des  variables  nouvelles 
et  en  augmentant  le  nombre  des  équations,  ainsi  que 
nous  l’avons  déjà  dit  au  n“  68.  Effectivement,  si  l’on 
désigne  par  x la  variable  indépendante,  par  y l’une 
des  autres  variables  et  par  m l’ordre  de  la  plus  haute 
des  dérivées  de  y qui  Ggurent  dans  l'équation  proposée 
ou  dans  le  système  proposé,  on  posera 


dx 


dx 


= y 


-l) 

dx 


Cl  l’on  joindra  ces  équations  différentielles  aux  proposées, 
après  avoir  écrit,  dans  celles-ci, 

y" y^-"-'K  yC'^'\  —y—, 

a.r 

au  lieu  de 


f/r  d‘‘r  il'‘~\y  il"r 

’ lïx^' 


Pareillement,  si  n est  l’ordre  de  la  plus  haute  des  déri- 
vées d’une  autre  variable  z,  qui  figurent  dans  le  système, 
on  introduira  dans  ce  système  les  nouvelles  équations 


-■  JJ’ 

— zxzz",.  . 

’ dx 

— irr  y 

djr  * 

après  avoir  écrit 

dx 

dz  "-■) 

**  ) 

au  lieu  de 

,« 

- » ■ ' ■ , 

-r’ 

dz 

d^z 

rf’-'ï 

d"z 

7D’ 

dl-''"' 
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et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu’en  opérant  de  celte 
manière,  ou  obtiendra  un  système  équivalent  au  proposé 
et  dans  lequel  il  n’y  aura  aucune  équation  d’ordre  supé- 
rieur au  premier. 

616.  Cela  posé,  considérons  un  système  de/t  équations 
difTérentielles  distinctes  du  premier  ordre  où  fif;urent, 
avec  une  variable  indépendante  x,  n autres  variables  j, 

1 1 . • . fi'’ 

Z,.  . .U,  et  les  dérivées  ; 1 --1  —■  Deux  cas 

rt-r  uj:  (tj:  (i.r 

peuvent  se  présenter  : ou  bien  les  n équations  proposées 

, , . 1 I , tir  tiz  du 

détermineront  les  valeurs  des  n denvees  — t ■ • ■ 1 -r  ■> 

dx  dx  dx 

qui  seront  ainsi  des  fonctions  données  des  variables 
dx  ‘ 

X,  J",  r,.  . .f/,  e;  ou  bien,  on  pourra,  par  la  combinai- 
son des  éfjuations  proposées,  former  un  certain  nombre  / 
d’équations  qui  ne  renfermeront  que  les  .seules  variables 
X,  y,  Z,.  . .U,  V et  qui  pourront  tenir  lieu  de  i équa- 
tions du  système.  Le  second  cas  est,  comme  on  voit,  celui 
d’un  système  composé  de  n — i équations  différentielles 
jointes  à fé([uations  entre  les  seules  variables,  et  il  peut 
être  ramené  au  premier  cas  par  l'élimination  de  i varia- 
bles. Effectivement,  les  i équations  entre  x,  /,  z^.-.u,  r" 
déterminent  t des  variables  z,.  . .u,  v en  fonction  des 
autres,  et  si  l’on  substitue  leurs  valeurs  dans  les  n — i 
équations  restantes,  on  obtiendra  un  système  de  n — / 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  la  va- 
riable X et  n — I autres  variables. 

Il  résulte  de  là  <[ue  tous  les  cas  des  équations  diH’éren- 
tiell  es  ordinaires  se  ramènent  à celui  d’iiii  certain  nom- 
bre n d’équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
n 1 variables,  qui  déterminent  les  valeurs  des  dérivées 
des  n variables  dépendantes  en  fonction  de  toutes  les  va- 
riables. Et,  si  l’on  fait  ici  abstraction  des  difficultés  de 
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l’élimination,  les  équations  dn  système  auront  la  forme 


'ÎL 

d.r 


=/(■«•.  y. 


. ■ , U,  1'), 


fiz 

flr 


=/.(•■ 


3 ( H , *') , 

^ V,  Z,.  . . . «,  p), 


y,  y, étant  des  fonrtioiis  déterminées  dcx,j', 

Z,...,  I/, 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  2,  le  système 
se  réduit  a une  équation  diflercniielle  unique 


11 

rfj- 


=/{-r,  y). 


(M7.  Soit 

:>) 


Drs  équations  intégrales . 


<iy  f. 


y) 


une  équation  dilTérenlielledu  premier  ordre  entre  les  va- 
riables X et  y.  Il  sera  démontré  plus  loin  que  si  la  fonc- 
tion f[x,  y)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x et  de  y 
comprises  entre  certaines  limites  et  que  désignent 

des  valeurs  cboisics  à volonté  entre  les  limites  respec- 
tives dont  nous  venons  de  parler,  il  existe  une  fonction 
F (x,  Xo,  r»)  qui  SC  réduit  à pour  x = a:»,  et  qui  est 
telle,  que  l’équation  (1)  est  satisfaite  quand  on  pose 

{’■)  J = 

on  verra,  en  outre,  qu’il  n’existe  qu’une  seule  fonction 
F (x,  Xo,  ) ,)  jouissant  de  cette  propriété. 
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L'équation  (2)  est  dite  Yinlégrale  générale  de  l’équa- 
tion (i)  -,  on  peut  y regarder  Xo  comme  une  valeur  déter- 
minée quelconque  et  ) „ comme  une  constante  arbitraire. 

Si  l’on  a obtenu,  par  une  voie  quelconque,  une  équa- 
tion 


(3) 


J~,  C)  = O, 


entre  les  vaiiablcs  x,  ) et  une  constante  arbitraire  C telle, 
qu’on  puisse  en  tirer  une  valeur  de  7-  qui  satisfasse  à l’é- 
quation (i),  l’équation  (3)  coïncidera  avec  l’intégrale 
générale,  car  011  pourra  déterminer  la  constante  C de  ma- 
nière que  l’on  ait 

* J..  C)  =0, 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  tirée  de  l’équation  (3) 
se  réduira  à pour  x = Xo. 

L’équation  (i)  devenant  identique  quand  on  y remplace 


J 


«r 

"‘s;  P" 


r les  valeurs  tirées  des  équations 
f/'l>  rf'h  Hy 

<l)=:o,  -—  -4-  — ^ = o, 

c/.r  dy  d.r 


il  est  évident  quelle  résulte  de  l’élimination  de  la  coti- 
staiite  C entre  les  mêmes  équations;  d’où  il  suit  que  les 
équations  diflércntiellcs  du  premier  ordre  ont  toutes  la 
même  origine  (n°  51). 

618.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 
de  n équations  dilférenlielles  du  premier  ordre  entre 
n i variables  x,  y,  z, . . . , n.  e,  savoir  : 


1 <iy 

1 djc 

1 dz 

' dx 

1 dv 

II 

>> 

w 

èt 

\ dx 
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Si  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  des  fonc- 
tions continues,  lorsque  les  variables  sont  comprises 
entre  certaines  limites,  et  que  Xa,  j»,  1/,, 

désignent  des  quantités  arbitraires  respectivement  com- 
prises entre  les  mômes  limites,  il  existe,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  un  système  de  fonctions  F,  F, F„_, 
de  la  variable  x et  des  quantités  j",,,  j o>  Zn,  ■ . tio,  e,, 
qui  SC  réduisent  respectivement  u^,  l'^pour 

jr  = o’oet  qui  sont  telles,  que  les  équations  du  système  (1) 
sont  vérifiées  quand  ou  fait 

[ r=F  (■c,  V,,  Z,,  . . , (f.,  i>,', 

, ^ I 2 — F,  (i‘,  .r„,  , îa  , . . , , «a  , J, 

|■_ 

eu  outre  le  système  des  fonctions  F,  F, , . . . , F„_,  est 
unique. 

Le  système  (a)  constitue  le  système  des  intégrales  gé~ 
ncralcs  des  équations  (i),  ou  le  système  intégral  du  sys- 
tème (1);  on  peut  prendre  pour  T,  une  valeur  déter- 
minée choisie  à volonté,  )o,  "0,  l'o  sont  con- 

stantes arbitraires. 

Si  l’on  a obtenu,  par  une  voie  quelconque,  un  système 
de  n équations  entre  les  vai-iablcs  X,  y,  z , . . . , 11,  v et  n 
constantes  arbitraires  C,  C, , Ci,...,C„_,,  savoir' 

I <!'  (x,  J,  I, . . , P,  C,  C, , . . . , C,  1)  — O, 

(3)  ) y.  C,  C, . . .,c„_,)  = o, 

^ I’,  c,  c, , . . , C„_,  ) =;  O, 

et  <|u'on  puisse  tirer  de  ces  équations  des  valeurs  de  j , 
Z,.  . . , U,  t»  propres  à vérifier  les  équations  (i),  le  sys- 
tème (3)  coïncidera  avec  le  système  intégr'al,  pourvu  ce- 
pendant qu’on  puisse  attribuer  aux  constarrtes  C,  C,, — 
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C„_i  (les  valeurs  telles,  que  y,  z i-  se  rtîtluiscnl 

respectivement  aux  valeurs  arbitraires 9',,  w,,  r,, 

quand  on  fait  x = x„ . 

Il  est  évident  que  celte  dernière  condition  sera  remplie, 
si  les  équations  (3)  définissent  pour  C,  C, , . . . , C„_,  des 
valeurs  déterminées  fonctions  des  variables  x,y,  z, . . 

U,  e,  savoir 

' C = Y (r.  Y,  Il, 

1 C,=:  T,(x,  z,  . . , II,  (■), 


' C,^,  Y,_,  (x,  1 , I,.  . I-). 

Le  système  des  équations  (4)  n’est  autre  que  le  système 
intégral  mis  sous  une  forme  particulière;  les  équations 
qui  le  composent  ne  renferment  qu’une  seule  constante 
arbitraire;  chacune  de  ces  équations  est  dite  une  inU-gra/e 
du  système  (1). 

Cauchy  a établi  le  premier  d’une  manière  rigoureuse 
l’existence  des  équations  intégrales,  mais  la  démonstration 
qu'il  a donnée  de  ce  théorème  fondamental  est  d’une  com- 
plication excessive.  Le  même  théorème  a été  ensuite  dé- 
montré d’une  manière  fort  simple  et  au  moyen  de  consi- 
déiations  très-différentes  par  MM.  Briol  cl  Bouquet. 
Nous  exposerons  ici  l’analyse  que  ces  géomètres  ont  pu- 
bliée dans  un  Mémoire  (jui  fait  partie  du  XXXVl' cahier 
du  Journal  de  l'École  Po!)  lechnique ; cette  analyse 
repose  sur  (juclques  iemmes  dus  à Cauchy  et  que  nous 
allons  établir. 


Projiosilions  inéliininaires. 

019.  l.KMME  1.  — Soient  Xo  une  cotnlante  détenninée, 

X = Xj  P une  van(ihle,J'[x)  une  fonction  bien 

déterminée  de  celte  varinble  qui  reste  continue  et  qui 
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ait  une  dérivée  déterminée,  tant  que  le  module  p nest  pas 
supérieur  à la  limite  R ; si  M désigne  le  maximum  des 
valeurs  que  prend  le  module  de  f(x)  quand  on  fait 
■varier  p de  o à 'R  et  de  o à 2t:,  on  aura 


1 . 2. 3. . . n 


M 

R“’ 


J désignant  la  valeur  que  prend  la  déri- 
vée de  f{x),  pour  x — x„. 

En  efiel,  on  a (n“  500) 

l.  </-r"  J, 

le  module  de  l'élément  différentiel 

-I-  Rc'“V'-')  rfü 

n’étant  pas  supérieur  à Mffci),  il  est  évident  que  le  mo- 

dule  de  l’intégrale  ne  peut  surpasser  j M du),  e’est-à- 

J U 

dire  a"  M,  ee  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


G20.  Lemme  II.  — Soient Xa,  roi  ’o'  • ■■■>  constantes 
déterminées , x = .r^  -H  , y , 

Z — z„-y-  p"  e'“  , m variables;  f[x,y,  «)•••) 

une  fonction  déterminée  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée,  relativement  à chaque  varia- 
ble, tant  que  les  modules  p,  p',  p",.  . . , ne  deviennent 

pas  supérieurs  aux  limites  respectives  R,  R',  R" Si 

M désigne  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le  module 
de  f[x,r,  Z,  . . .)  quand  on  fait  varier  p,  p',  p" , . . . , 
de  O à R,  de  o à R',  de  o h R", . . . , et  les  angles  w,  o)', 
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'J)",..')  de  O à on  aura 


. y J, 

nuuli  — , ^1  <T  (i-2.../i)  (i.a...«  )•■•  ^ 

\ (Le"  tf}'  dz’'  . . . J,  R"  R " R " 

l'indice  zéro  indiquant  qu'il  faut  remplacer  x,  j,  s,..-, 
par  Zo,.  . après  les  différentiations. 

En  effet,  si  l’on  applique  à f(x,j,  z, . . .)  regardée 
comme  foiiclion  de  la  seule  variable  x la  formule  rap- 
pelée dans  le  lemme  I,  on  aura 


R"  d\f{r,y,z,...) 


i.x...n  di’‘ 


X,  J,  ..)</6>, 


X devant  être  remplacé  par  En  dinercntianl  n'  fois, 
par  rapport  à r,  on  aura 

J_  r"..-n«v-7  /r'-'/f.H  Rr"''^^...-, 


-II—  7/w, 


on  a,  d’ailleurs,  par  la  formule  déjà  employée, 
R'-'  r/"'/(j:-r-  Rf;"''-',  r,2 ) 


^ Jo  * 

où  il  faut  faire  non-seulement  x=^x^,  mais  encore* 
y =j»;  on  aura  donc 

U*  R'*'  (/"+“'/(x,  > , î, . . . 

2 , . . l .2.  , (il**  (l\  " 

• '.*î«  • jt  _____  

-'—ûf  I V — /(x  Rc'“^-',x  •+-  R'e'-’V^,  do- 


dot' 


OÙ  l’on  doit  faire  X = J'o  = ro  • 

Il  est  évident  qu’en  poursuivant  la  même  marclie,  on 
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obtiendra  la  formule 


R'"'  R"“"  r.  î,...) 

a...n  i.a...n’  ilx"  dr”' ilz"'' . . . 


r\- 


Ç/lîj  + “ I 


dans  laquelle  le  second  membre  est  une  intégrale  multi- 
ple d’ordre  m;  il  est  à pcitic  necessaire  d’ajouter  que 
chaque  produit  tel  que  i .a...n  doit  être  réduit  à l’iinilé, 
quand  n = o. 

iSIaintenant  chaque  élément  de  l'intégrale  multiple  a 
un  module  inférieur  ou  au  plus  égal  à Mt/w 
donc  le  module  du  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente ne  peut  surpasser 


r r-j" 


M //w  fit»/  fit»/' . 


c’est-à-dire  M ; ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


021 . Lemmf.  III.  — Les  mêmes  choses  éltint  posées  que 
dans  le  femme  précédent,  toutes  les  dérivées  pnrticUes 
de  la  fonction  • 


ont,  pour  x = Xo,  r = lo----,  des  imleurs  respec- 

tivement égales  aux  limites  des  valeurs  assignées  parle 
leinme  //,  aux  modules  des  dérivées  partielles  corres- 
pondantes de  la  fonction  J (x,y,  z,,..). 

Eu  cll'ct,  si  l’on  dill'érentie  la  fonction  ç (j").)  , •=,•■■)  " 
fois  par  rapjiort  à x,  puis  n'  fois  par  rapport  n_) , puis  n" 
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fois  par  rapport  à puis.  . .,  on  aura 

fl 9 (x,  r, :,...) 

dj."tly'‘'  itz!'" ... 

= (i.a...«)  ( 1.2... n') (1.2... «")...  R-*R'-"'R"-""... 

X 

(■--«“)  (' iT-)  • 

et,  en  faisant  x = x»,  J = J,,  c = z„, . . . , 

[_  dx“djf  "' dz’" . . . Jj 

M 

= (1.2 — n){  \ .l...it'\{\  .2.../1")...  r-, — -n-r- — • 

V M n ; R-R'"'R'V... 


Dénionsiration  de  Vexislentc  de  V intégrale  générale 
d'une  éfiiiation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables . 

G22.  Théorème.  — Soient  Xo,  J'o  deux  constantes 
choisies  à volonté,  et 


V .r^  “f-  P 


r = r.  + p'e'"V— 


deux  variables.  Si  J [x,  y)  est  une  fonction  déterminée 
de  X et  de  y,  qui  reste  continue  tant  que  p et  p'  ne 
dépassent  pas  les  limites  respectives  R,  R',  et  qu'en 

même  temps  les  dérivées  soient  déterminées,  il 

' dx  dy 

existe  une  fonction  j de  x qui  reste  continue  tant  que 
le  module  de  x — .r„  n’est  pas  inférieur  il  une  certaine, 
limite  r,  qui  se  réduit  à pour  x — Xo,  et  qui  cnjin 
satisfait  à l'équation  différentielle 


II. 


23 
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Toute  fonction  j-dexqui  reste  continue  pour  les  valeurs 
de  X — Xo  dont  le  module  est  inférieur  à une  quantité 
donnée  r et  qui  a une  dérivée  déterminée,  est  dévelop- 
pable en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  x — x„,  et  l’on  a (n°  383) 


/<^r\  /f/’r\  , 1 1 J 

’'•»  -7-  I ’ I -7-7  I » • • • étant  les  valeurs  de  1 , -f-i  — » • • • 

\fl-r  / , \il.c-  I , ' ’ rf.r  r/j:= 

qui  répondent  à x=  x„. 

Si  une  telle  fonction  y est  susceptible  de  satisfaire  à 


l’équation 


(0, 


les  coefficients 


seront 


déterminés  en  fonction  de  x»  et  de  par  l’équation  (i) 
jointe  à celles  qu’on  en  déduit  par  la  différentiation, 
savoir  : 


'Ih  ~'1£  ^ 'LL  ùi 

ti.r^  <ix  dy  dx 


d^Y  d^f  d'/  dy 
tLi^  dx'  rf.r  dy  dx 


d'  f I dr\'  df  d'y 

dy'  \</»'/  dy  <Lr'' 


En  faisant  x = x„^  y — Ydi  ou  aura  successivement  par 

les  équations  (3)  les  valeurs  *^0  i--  - et  il 

en  résulte  que  la  fonction  _Vi  si  elle  existe,  est  unique. 
D’ap  rès  cela,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  i! 


suffit  de  prouver;  1“  que  les  coefficients 


ayant  été  déterminés  par  le  moyen  des  équations  (3),  la 
série  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (a) 
est  convergente  tant  que  le  module  de  x — x„  reste  infé- 
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rieur  à une  certaine  cjuaiitité  /',  au(|url  ras  la  série  a 
pour  gomme  une  fonctiou  continue  (n"48l);  a"  que  la 
fonction  définie  par  la  même  formule  (a)  satisfait  ef- 
fectivement à l’équation  (i), 

A cet  effet,  désignons  par  M le  maximum  du  module 
des  valeurs  que  prend  f[x,  j),  quand  on  fait  varier  p 
de  o .à  R,  P ' de  o à R'  et  les  angles  ta,  w'  de  o à 2ti. 
Posons  en  outre 


et  considérons  l’équation  différentielle 
rfY 


(5) 


= Y). 


Je  dis  qu’il  existe  une  fonction  Y de  x qui  reste  con- 
tinue tant  que  le  module  de  x — Xo  ne  dépasse  pas 
une  cei'taine  limite,  (|ui  se  réduit  à pour  x = Xo  et 
qui  satisfait  à réijuation  (5).  En  eflél,  l'équation  (5) 
peut  s’écrire  comme  il  suit 

l R'  ) ilj'  X — J-,  ’ 

'--R- 

et  il  est  évident  qu’on  l’obtient  en  dilférentiant  l’équation 
(6)  [Y-x.)  - + MR  log  ( I-  -“-fîj  = O. 


Celte  équation  (6)  est  du  deuxième  degré  pai'  rapport 
à Y — y et  ses  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles 
lorsqu’on  a 


23. 
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r = R 


2 MK  J 


celle  des  racines  Y de  l’éciiialion  (6)  qui  se  réduit  ii  j ^ 
pour  X = Xo  restera  fonction  continue  de  x,  tant  que  le 
module  de  X — x,  sera  inférieur  à r.  Ainsi  l’on  a,  pour 
de  telles  valeurs  de  x, 


/rfY\  , , A/'Y\  (.r- 

(tzp  U- j.-r; 


(7)  Y: 


s’obtiendront  en  faisant  x = x«,  Y —J„  dans  le  système 
formé  par  l’équation  (5)  et  celles  (ju’on  en  déduit  par  la 
difl'ércntialion,  savoir; 


/./Y\ 

/d’Y  V 

' dx^  J 

1 f/“Y  _ ^/<p  (/<;,  tlY 

(8)  < d.v-  it.r  <lY  fù  ' 

lt/‘Y  _tl\  ,IY  f/’?,rfY\’  (If  d^Y 

I dr^  dx’  dxrtY  dx  tlY’  \ c/x  / ^ </Y 


En  outre,  on  a,  par  l’équation  (4), 

R*  R "'  O _ M 


I.2.../Î  l .2....n'  dx"  liY"'  / 

jr  — .r, 

, Y-.r.V 

R 

) l 

R'  / 

le  produit  i .2.  . ./i  ou  i .2.  . devant  être  réduit  à 
l’unité  quand  « ou  n'  est  nul,  et  cette  formule  mouti  e 
que  toutes  les  dérivées  partielles 

f.r.  Y) 
df",/Y'-' 

ont,  pour  X = X„,  Y =j)  oi  des  valeurs  positives;  il  en 
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rdsuho,  à cause  des  formules  (8),  que  les  quanlilés 


sont  elles-mêmes  positives. 

Désignons  par  A le  maximum  du  module  des  valeurs 
que  prend  la  fonction  Y quand  on  fait  varier,  de  o à r, 
le  module  p do  x — Xo  et,  de  o à 2îr,  l'argument  w;  on 
aura,  d’après  le  lemme  I (n”  619), 


(9) 


I . 2 . . . H • 


Comjiarons  maintenant  entre  eux  les  deux  systèmes 
d’équations  (3)  et  (8),  dans  lcs(|uels  nous  supposons 
X = Xt,  Y =j  = ■)„.  La  première  équation  du  sys- 
tème (3)  et  la  première  du  sysièinc  (8)  nous  montrent 
que  l'on  a 


d’après  le  lemme  II  du  ii"6i2().  On  voit  ensuite  (lemme  III, 
II"  G!2I  ) (pie  les  modules  des  deux  termes  du  second 
membre  de  la  deuxième  équalion  ( 3)  sont  respectivement 
inférieurs  aux  termes  du  second  membre  de  la  deuxième 
équation  (8),  lestjucls  sont  run  et  l’aulre  positifs  ; il  en 
résulte  que 


et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l’on  a généralement 


et,  à cause  de  l’inégalité  (9), 
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OU 


[(S),  'r^]  < ^ ( V^)"* 

Si  le  module  de  x — J’j  est  inférieur  à /•,  la  progression 

/ JC  T"  \ ^ 

géométrique  dont  le  terme  général  est  A X mod  ( | 

est  convergente  ; donc  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  la  série  (2)  est  convergente,  dans  la  même 
hypothèse  (n“  98)  ; par  conséquent,  la  série  (2)  est  elle- 
même  convergente  ( II”  363),  et  elle  a pour  somme  une 
fonction  déterminée  et  continue  y.  Il  faut  remarquer 
que  l’inégalité  (10)  prouve  aussi  la  convergence  de  la  série 
obtenue  en  différentiant  par  rapport  à x les  termes  de  la 

série  (2)  ; cette  dernière  série  a donc  pour  somme  — • 

Il  nous  reste  à démontrer  que  la  fonction^'  définie  par 
la  formule  (2)  satisfait  bien  à l’équation  (i). 

On  a d’une  part 

X — X, 


'ÎL  — ( !!L\  -f.  ( ~ 

dx  \rfx /,  \dx’J,  I 


dx' /,  1.2 


et  d’autre  part 


/(x,  y)  =/.+/: 


Nous  écrivons  y»  au  lieu  de y^(x„,  ro)  dans  cette  formule 
et  nous  désignons  pary^  les  valeurs  que  pren- 

nent, pour  X = x„,j'  —j'o.  les  quotients J",...  obte- 
nus en  divisant  par  <7x,  respectivement,  lesdifïé- 

rentielles  totales  c/y,  c/y, Les  quantités  _/',y",...  sont 

déterminées  par  les  équations 


If>  —'IL  'Il 

dx  dy  dx  * 

dx'  dx  dy  dx  dy'  \dxf  dx  dx'* 
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Pour  avoir  J,  il  faut  y faire  x = Xa, 

et  remplacer  valeurs  tirées 

des  équations  (3).  Or,  on  voit  que  les  seconds  membres 
des  équations  (11)  sont  identiques  à ceux  des  équa- 
tions (3),  si  l’on  fait  abstraction  de  la  première  équation 
du  système  (3);  on  a donc 


et,  par  conséquent,  la  fonction  (a)  satisfait  bien  à l’équa- 
tion (1). 

Démonstration  de  V existence  du  système  intégral  (F un 
SJ  sterne  fi'éqiiations  différentielles  du  premier  ordre. 

6!23.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  étendu  leur  analyse 
au  cas  d’un  système  quelcomjue  d’équations  différen- 
tielles simultanées  du  premier  ordre,  et  ils  ont  démontré 
ce  nouveau  théorème. 

THéoRCME.  — Soient  x„,  jd,  Zd,.-.  m + t constantes 
choisies  à volonté,  et 

x = z = ï, p"c"'v 

m -f-  I variables.  Si  les  m fonctions 

/,  (x,j,  I,...),  /,(j,/,  I,.  . 

restent  continues  tant  que  p,p',p",...  ne  dépassent 
pas  les  limites  respectives  R,  R',  R”,. . . et  quelles  ad~ 
mettent,  en  meme  temps,  des  tiéi  ivées  déterminées  rela- 
tivement à chaque  variable,  il  existe  m fonctions  y,  z,... 
de  la  variable  x,  qui  r-esFent  continues  tant  que  le  mo- 
dule de  X — reste  inférieur  à une  certaine  limite  r, 
qui  se  réduisent  respectivement  à y pour  x = J » 
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et  qui  satisfont  aux  m équations  difércnticUes  simul- 
tanées 


{.)  ±=/{.r,y,z.... 


Désignons  par  M,  M,,...  les  maxinia  des  modules 
des  valeurs  que  prennent  les  fonctions  f{x,  y,  z....), 
f,(x,j,z,...),...  quand  on  fait  varier  jO,  p',  t", ..  . 
de  O à R,  de  o à R',  de  o à R", . . . rcspcctiveracnt,  et  les 
angles  o),  w',  &)", ...  de  o .à  ar;  posons 


Y,Z,...)  = 


et  considérons  les  m équations  simultanées 


(2)  ‘^  = Uf(T,y,z,...\ 


rfZ 

(t.r 


M,y  Z,  Y,Z,. 


On  peut  trouver  des  fonctions  Y,  Z, . . . qui  satisfassent 
aux  équations  (a)  et  i|ui  se  réduisent  à j Zo- • • • respec- 
tivement pour  X — Xo-  Eu  ellct,  si  l’on  pose 

(3)  Y-r.  = MS,  Z-2.  = M,S,..  , 

puis  que  l’on  détermine  la  fonction  S de  manière  qu’elle 
s’annule  pour  x = et  qu’elle  véritic  l’équation 

d S 

(4  ) — fi  X,  X,  -h  MS,  îo  -t-  M|  S, . . . ,, 


il  est  évident  que  les  équations  (a)  deviendront  identi- 
ques. L’équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 


a 
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OU 


\ 

vu 

L‘  U'^  - 

7 ^ \r'R'  ■■ 

•J  .U 

R 

et  on  l'obtient  en  dilïércntiant  la  suivante  : 


/ MM, 
■\R'R" 


X — X, 


Soit  /■  le  plus  petit  des  modules  qu'il  faille  attribuer 
à X — Xo  pour  que  ré(|ualion  (5)  ail  deux  racines  S égales 
entre  elles.  Tant  que  le  module  de  x — Xo  sera  inférieur 
à celle  des  racines  S (jui  s'annule  pour  x = x»  sera 
une  fonction  continue  de  x,  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de 
X — x„;  en  outre,  si  l’on  désigne  par  A le  maximum  du 
module  de  telle  fonction  S,  pour  les  valeurs  de  p et  w res- 
pectivement comprises  entre  o et  r,  o et  27:,  on  aura 
(n"619) 


Enlin,  il  est  évident  que  les  fonctions  Y,  Z, ... , qui  sont 
proportionnelles  à 5,  sont  développables,  en  même  ienq)s 
que  celle  fonction,  en  des  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  |)uissances  entières  de  x — x,. 

Cela  posé,  d'après  le  lenune  111  du  n°  (Yi\  , les  valeurs 
des  modules  que  prennent  les  fonctions  y’(x,  1 , s,.  . .), 

J\  • •))•••  l'Oi"'  y = = “01  • • • 

sont  respecliveinent  moindics  que  les  valeurs  des  déri- 
vées correspondantes  des  fonctions  Mip  (x.  Y , Z. . . . ), 

M,  9 (x,  Y,  Z,. . .)  pour  x = x„,  Y = r,;  Z = z„, 

Il  en  résulte  que,  si  l’on  compare  le  système  formé  par 
les  équations  (i)  et  celles  qu’on  en  déduit  par  la  dilfé- 
rentiation,  au  système  formé  par  les  équations  (2)  et 
celles  qui  s'eu  déduisent,  011  trouvera,  comme  au  n”  G122, 
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que  les  valeurs  de 


tirées  des  premières  équations,  ont  des  modules  respect! 
vement  moindres  que  les  valeurs  réelles  et  positives 


m.'  m.--  m.-  csy- 

fournies  par  les  équations  du  seeond  système.  On  a donc, 
à cause  des  formules  (3)  et  de  l'inégalité  (6), 


11  en  résulte  que  les  séries 


sont  convcrgenles  tant  que  l’on  a mod  (x  — x^)  <[  r.  Ces 
séries  définissent  des  fonctions  , z,...  qui  restent  conti- 
nues pour  les  valeurs  de  x dont  il  s’agit,  et  le  raisonne- 
ment déjà  employé  a\i  n“  022  prouve  que  les  fonctions  j, 
Z,...  satisfont  etfectivemeut  aux  éi{uations difi'érenlielles. 

624.  Remarql'e.  — Il  est  évidemment  permis,  dans  la 
démonstration  qui  précède,  de  remplacer  les  modules  R', 
R", . . . par  le  plus  petit  d’entre  eux  .R,  et  les  maxima  M, 
M,,...  par  le  plus  grand  d'entre  eux  OlL.  Le.s  équa- 
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lions  (4)  et  (5)  deviennent  alors 

/ I 


R 


(' 


ïpt  x^r] + “H  (v^) =■>. 

La  dérivée,  relative  à S,  de  cette  dernière  é<{uation 


.11L  , 


donne  i — ^S  — o:  on  a donc,  dans  le  cas  de  deux 
racines  égales. 


d’où 


A „ , / X — X,  \ 

x-x.=  R(i-rf'"-*-')^''^“), 


et,  par  conséquent,  on  peut  prendre  pour  la  quantité  r 
r=R(i-e^'"^';^’^*‘). 


Propriétés  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
différentielles  du  premier  ordre. 

625.  Considérons  uii  système  de  n équations  diffé- 
rentielles siniullanécs  entre  les  n -f- 1 variables  x,  y, 

Z, . . . , i',  en  vertu  desquelles  les  dérivées  ‘ ^ 

aient  des  valeurs  déterminées  Désignons  par  ^ 

A A À 

ces  valeurs;  les  équations  différentielles  seront 

éy_Y  éz  _ Z ,h  _ V 

rfx~x’  SÏ~X’'’'’  rfx“x’ 
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et  on  pourra  les  comprendre  dans  une  formule  unique, 

savoir  : 

d.r  d r dz  dr 

(I)  X “ Y ~ z" ~ Y’ 

X,  Y,  Z,.  . .V  sont  des  fonrlions  déterminées  des  varia- 
bles X,  J,  à l’exception  de  l'une  d’elles,  qui 

peut  être  clioisie  à volonté. 

I.’cxistence  du  .système  intégral  étant  établie,  suppo- 
sons, comme  au  n'’(jlS,  <(ue  les  équations  de  ce  système 
soient  résolues  par  rapport  aux  h constantes  arbitraires 
C,  C,..  . .,  C„_|  (ju’elles  nuiferment,  et  représentoiis-les 
par 

1 Z, ...).  - C, 

. . 1 Yi  (a",  _r,  = C.|, 

I 

' 't«-i (-c, r. î,. • .)  = c,p. ,. 

La  différentiation  des  équations  (2)  fait  dis]>araîire 
les  arbitraires  C,  C,, . . . , C„_j , et  par  conséquent  les 
étjuations  qui  résultent  de  cette  dilférentiation  forment 
un  système  é(|uivalent  au  système  (i).  Lu  d'autres  termes, 
on  a identiquement 

(3)  ^4=0,  d'V,  = o,...,  d'i',^,  — o, 

lors(|u’on  prend  pour  r/.r,  r/y,  r/s  . . . des  quantités  pro- 
portionnelles à X,  Y,  Z,.  . . . 

ISous  avons  dit  (n“  (518)  que  chacune  des  équations  (2) 
est  nommée  une  intégrale  du  système  (1);  mais,  comme 
les  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  ces  éqtiations 
sont  susceptibles  de  leur  êtic  sulrstituées,  nous  appelle- 
rons généralement  du  système  (1)  toute  é(]ua- 

tion 

(4)  2.- 

dont  le  second  membre  est  une  constante  arbiiiuirc  F et 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  II  des  seules 
variables  x,  y,  z,.  . telle  ijiie  la  difrcrentielle  r/n  se 
réduise  identiquement  à zéro  quand  on  prend,  pour  les 
diflerentielles  flx,  dy,  dz, . . des  quantités  proportion- 
nelles h X,  Y,  Z, — 

Il  est  évident  qu'on  formera  une  telle  équation  en 
égalant  à une  eonstante  F une  fonction  quelconque  des 
premiers  membres  des  équations  (a);  car,  si  l’on  diffé- 
rentie  l’é(]ualion 

(5)  F («t-,  = r, 


on  aura 


r/F 

r/T 


d T -h 


r/F 

dV, 


dH\ 


r/F 


r/Y,_,  =o, 


et  cette  é<|ualion  est  satisfaite,  à cause  des  formules  (3) 
qui  ont  lieu  quand  on  su[>posc  les  éipiations  (i). 

Mais  il  est  facile  de  démontrer,  en  outre,  que  si  l’équa- 
tion (4)  est  une  intégrale  du  système  (i),  elle  est  néeessai- 
rement  de  la  forme  (5).  F.n  effet,  supposons  que  X ne  soit 
pas  nulle-,  4',  'F,..  , 'F„_,  étant  des  fonctions  des  n-f-i  va- 
riables .r,  ) , Z,.. e,  il  est  permis  de  regarder  j , z,. . i' 
comme  fonctions  de  x et  de  Ÿ,  Ÿ,,.  . .,  puisque, 

par  liypoilièse,  le  système  (a)  coïncide  avec  le  système 
intégral.  L’équation  (4)  prendra  tlonc  la  forme 

F(j-,  T,  T.,...,T„_,)=r; 
la  différentiatioii  donne 


r/F 

d.r 


djr  -I- 


r/F 

r/î’ 


r/T 


r/F  , 

-—r/T,  -I-.  . 
r/T, 


-t- 


r/F 


r/T,_,  = O, 


et,  à cause  des  équations  (3),  on  a simplement 


r£F 
ii  r 


ilx  = O 


f/F 

ou  — ^ O, 
de 


Digüized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


366 

ce  qui  exprime  que  la  fonction  F est  indépendante  de  x. 
Il  n’y  a donc,  pour  le  système  (i),  que  n intégrales  dis- 
tinctes. 

626.  La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que 
l'équation 

I'  (•*•.  X,  = const. 

soit  une  intégrale  du  système  des  équations 
dx  dy  du 

“ T ” “Y’ 

est  que  l'on  ail  identiquement,  en  vertu  de  ces  équations, 

f/n 


f/n  , f/n  . 
cette  condition  est  donc 


<iv 


di  dy 


et  l’on  a cette  proposition  : 


-,  f/ll 

. V — = O, 

dv 


Théorème  I. — Si  H = const.  est  une  intégrale  fies 
équations  simultanées 

dx  dy  du 


la  fonction  II  satisfait  identiquement  à l’équation  aux 
dérivées  partielles 


dx  dy 


Réciproquement , toute  fonction  O qui  satisfait  iden- 
tiquement à l'équation  aux  dérivées  partielles  donne, 
quand  on  l'égale  à une  constante  arbitraire,  une  in- 
tégrale du  système  des  équations  simultanées. 
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Et,  d'après  ce  qu’on  a vu  au  numéro  précédent,  on 
peut  énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  — Si  l'équalion  aux  dénuées  partielles 


dn 

dx 


. dn 


. 4-V— - = O 

dv 


est  satisfaite  quand  on  prend  successivement , pour  II, 
n fonctions  distinctes  T,  Ÿ,,...,  toute  fonction  II 

qui  satifait  à la  même  équation  est  nécessairement  une. 
fonction  r/e  T,  Ÿ,,.  . .,  Ÿ„_,. 


Réduction  des  systèmes  d' équations  différentielles  entre 
un  nombre  quelconque  de  variables , à des  équa- 
tions différentielles  qui  ne  renferinenl  que  deux 
variables. 


G27.  Une  équation  diffère. ilielle  d’ordre  quelconque 
entre  deux  variables  ou,  plus  généralement,  un  système 
de  n é(|uations  différentielles  d’ordre  quelconque  entre 
71 I variables  se  ramène,  comme  on  l’a  vu  (n“GIo), 
à un  système  d’équations  différentielles  du  premier  orilre. 
Il  est  facile  de  montrer  (|ue,  réciproquement,  un  tel  sys- 
tème peut  se  ramener  à des  é(|uations  différentielles  qui 
ne  renferment  que  deux  variables. 

Soient  les  n équations  différentielles 


(•) 


du 

dl 


V, 


où  y,Z, . . . , V désignent  des  fonctions  données  des  n + i 
variables  x,  j,  z,.  . r.  Le  système  intégral  renferme  n 
constantes  arbitraires,  et  l’on  peut  concevoir  que  les 
équations  de  ce  système  soient  résolues  par  rapport  ky, 
Z, ...,  e.  Considérons  en  particulier  l’équation  qui  dti- 
tcrinine  y en  fonction  dex  et  des  arbitraires;  si  les  n ai  bi- 
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iraires  figurent  dans  celle  écjualion,  il  faudra,  pour  les 
éliminer,  joindre  à l’é(|ualion  dont  nous  parlons  celles 
qu’on  en  déduit  par  n différenlialions  successives;  doncj 
dépendra,  dans  ec  cas,  d'une  é(|ualiou  différentielle  d’or- 
dre n.  Mais,  si  l'expression  de  f en  x ne  renferme  que  i 
arbitraires,  /étant  il  est  évident  que  i dilTérenlia- 

lions  suffiront  pour  réliminalion  des  eonsianlcs,  et  par 
conséquent  y ne  dépendra  (pie  d'une  éi|ualion  différen- 
tielle d’ordre  /. 

028.  I.’é([ualion  différentielle  de  la(|uelle  > dépend, 
peut  être  obtenue  au  moyen  des  équations  pioposées.  En 
effet,  on  a,  en  dilférentianl  la  première  di  s é<jualions  (i). 


,1‘y 

r/Y  d) 

dY  dz 

dY  d,- 

' — — 

1 -J 1-  . . 

_ _ 

€tl‘ 

(ix  dj  d e 

dz  d >: 

dv  d.r 

uti,  à cause 

des  équations  ( 

')< 

iVy 

d\  „dX 

-'Y 

■■■  ■ - 

~ -f-  Y -- 

. -f-  V ; 

iljT^ 

d.r  dy 

dz 

du 

nous  désignerons,  pour  abiéger,  par  Y,  le  second  membre 
de  letle  éipiation,  et  nous  auruiis 


F.n  différentiam  celle  éiju.ilion  et  en  faisant  usage  des 
équations  (i),  on  oblicnilra  la  nouvelle  équation 


i/'y 

f/x* 


= Y,, 


où  Y,  est  une  foin  tioii  connue  des  variables  x,  ), 
Z....,  V.  En  poursuivant  cette  marebe,  ou  formera  le 
système  des  n éi|uaiions  : 


(?) 


fl"Y 

dx“ 


= Y„_„ 
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dont  les  seconds  membres  Y,  Y,, . . . , Y„_,  sont  des  fonc- 
tions connues  de  j-,  y,  z,.  . . , e. 

Si  les  n é(|uations  (a)  sont  necessaires  pour  rêlimiiia- 
tion  des  ;/ — i variables  s,...,  r,  ces  variables  seront 
délenniiu'es  par  les  ii  — i premières  équations  en  fonc- 
tion de 


et  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  dernière  équa- 
tion (a),  on  obtiendra  une  équation  différentielle  d’or- 
dre n 

r/"  ) / th 

Ifï"  \ i/ë  ’ ” ' ’ 7/P^  ’ / ’ 

Mais  il  peut  arriver  que  les  i premières  équations  (a) 
sufCscnt  pour  former  une  équation  différentielle  entre  x 
cl  y.  Celte  équation  différentielle  sera,  dans  ec  cas,  de 
l’ordre  r,  et  i — i des  n — i variables  z,....  e seront 
connues  en  fonction  des  u — i autres  et  de 


Tr." 


alors  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  ces  i — i variables 
dans  celles  des  équations  (i)  qui  renferment  les  dérivées 
des  n — i autres,  ecs  dernières  seront  déterminées  par 
un  système  de  n — / équations  différentielles  analogues 
au  système  (i),  avec  cette  seule  différence  que  les  se- 
conds membres  renfermeront  une  fonction  définie  jiar 
une  équation  différentielle  d’ordre  i,  ainsi  que  les  / — i 
premières  dérivées  de  celte  fonction.  En  opérant  .sur  le 
système  dont  il  s’agit,  comme  nous  avons  fait  s\  l’égard 
du  système  (i),  on  fera  dépendre  une  nouvelle  variable  z 
d’une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre  / égal  ou 
inférieur  à « — /,  laquelle  pourra  renfermer  la  fonclioii  i 
II.  ?4 
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et  les  dérivées  de  celte  fonction,  jusqu'à  l’ordre  / — i seu- 
lement, puisque  la  dérivée  d’ordre  i s’exprime  par  les 
dérivées  des  ordres  inférieurs.  Si  le  nombre  / est  égal  à 
n — /,  les  n — i — i variables  restantes  seront  détermi- 
nées en  fonction  de 

t/y  tl‘~'y  t/z  i/j~'z 


mais,  dans  le  cas  contraire,;’  de  ces  variables  seulement 
pourront  être  exprimées  en  fonction  des  précédentes 
quantités  cl  des  11 — i — ; variables  restantes.  Il  est  évi- 
dent qu’eu  poursuivant  la  même  marcbe,  on  formera 
un  système  d’équations  différentielles  dont  les  ordres  au- 
ront pour  somme  n ; chacune  de  ces  équations  ne  renfer- 
mera (|u’une  seule  variable  dépendante,  outre  celles  qui 
figurent  dans  les  équations  précédentes,  et  que  nous  re- 
gardons comme  déterminées  par  ces  équations.  Quant 
aux  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  équations  dif- 
férciuiclles  dont  il  s’agit,  elles  sont  déterminées  en  fonc- 
tion des  autres  variables  cl  des  dérivées  de  celles-ci. 


029.  Pour  former  l’équation  différentielle  par  laquelle 
sont  liées  entre  elles  deux  des  variables  qui  figurent  dans 
un  système  d’équations  différentielles  simultanées,  il 
n’est  pas  nécessaire  t[ue  ces  équations  soient  mises  sous  la 
forme  que  nous  leur  avons  supposée  au  numéro  précé- 
dent. La  différentiation  et  l’élimination  conduiront  dans 
tous  les  cas  à l’équation  demandée. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  équations  simul- 
tanées 


t/y 

t/-_y 

f/z 

f/P  z\ 

’’  tLÎ^' 

7/.r'' 

zz)~°’ 

dr 

t/’  y 

t/z 

t/1  i.  \ 

,71”- 

* ’ , * y 

Zi:'' 

717)=°' 
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(jui  renferment  trois  variables  x,  y,  z.  dont  la  première 
est  regardée  comme  indépendante.  F.a  première  équation 
est  de  l’ordre  m par  rapport  hj,  et  de  l’ordre  p par  rap- 
port a Z]  pour  la  seconde  équation,  l’ordre  relatif  à a 
est  n et  celui  qui  se  rapporte  à z est  q. 

Soit  ft  le  nombre  des  équations  didérentlelles  résolues 
par  rapport  aux  dérivées,  dont  se  compose  le  système  dif- 
férentiel du  premier  ordre  que  l’on  peut  substituer  au 
système  proposé  (n"t)ll)).  D’après  ce  qui  a été  dit  au 
numéro  précédent,  si  les  équations  (i)  déterminent  les 

valeurs  de  la  plus  haute  déri  vée  de savoir - 


d.t" 


ainsi  (juc  la  plus  haute  des  dérivées  de  z,  savoir  : 


<U“ 

dPz 

d7r 


du 


OU  -.—  1 en  fonction  des  dérivées  des  ordres  inférieurs  et 
dxi 

des  variables  x,  t , s,  ce  qui  exige  évidemment  que  les 
différences  in  — fh  P — 7 soient  pas  de  même  signe, 
le  nombre  p.  sera  égal  h la  plus  grande  des  deux  sommes 
771  -1-7,  n -hp'i  s’il  n’en  est  pas  ainsi,  p sera  inférieur  à 
celte  plus  grande  somme. 

Cela  posé,  pour  faire  l'élimination  de  z,  différenlions 
les  é<piations  proposées,  la  première  q fois,  la  seconde 
P fois;  en  joignant  les  é([uations  obtenues  aux  proposées, 
nous  aurons  un  système  de  -f-  7/  q-  2 équations.  Les 
dérivées  de  z figureront  dans  ce  système  justju’à  celles 
de  l’ordre  //-f-  q,  et  quant  à l’ordre  de  la  plus  haute  dé- 
rive^ dc^,  il  sera  égal  au  plus  grand  des  nombres  771-4-7/, 
n -4- p.  Il  s’agit  d’éliminer  les  p q-hi  quantités 


dz 

7Ü' 


df-^lz 


entre  les  /7  -4-  7 -f-  a équations  ainsi  formées.  Si  toutes  f:es 
équations  sont  nécessaires  pour  l'élimination,  />  -4-7/  -f-i 

24. 
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(l'eiilre  elles  détermineront  les  valeurs  de  z, 

ax 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  dernière 
équation  donnera  une  équation  différentielle 


(3) 


♦ r, 


dx' 


dont  l'ordre  t sera  égal  à on  aura  en  môme  temps, 
comme  nous  venons  de  le  dire, 


(4) 


i t::  Y r 


•b 

tlx 


Ÿ étant  une  fonction  déterminée 

Mais  si  les  p -k-  q + ^ équations  que  nous  avons  for- 
mées ne  doivent  pas  être  toutes  employées  pour  l’élimi- 
nation, l’ordre  i de  l’équation  (3)  qui  résulte  de  cette 
élimination  sera  inférieur  à p.  Alors  il  résulte  de  ce  qui 
a été  dit  au  numéro  précédent,  que  z ne  sera  plus  déter- 
minée, dans  ce  cas,  en  fonction  de  .r,  i , mais 

elle  dépendra  d’une  équation  différentielle 

/ di  d‘^-'z\ 

(5)  z,  = O, 

d’ordre  p — / ef  dans  laquelle  figurera,  avec  ses  i — t 
premières  dérivées,  la  fonction  y déterminée  par  l’équa- 
tion (3). 


Des  intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dif- 
férentielle d'ordre  quelconque^  à deux  variables. 

630.  Après  avoir  montré  que  tous  les  cas  des  équations 
différentielles  ordinaires  se  ramènent  à celui  d’un  sys- 
tème du  premier  ordre,  dont  les  équations  déterminent 
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les  dérivées  en  fonction  des  variables,  nous  avons  fait 
voir  qu’un  tel  système  peutlui-mème  être  remplacé  par 
une  ou  plusieurs  équations  différentielles  d’un  certain 
ordre,  qui  renferment  seulement  deux  variables,  mais 
où  figurent  les  fonctions  définies  par  les  équations  pré- 
cédentes. Le  cas  d’une  équation  différentielle  d’un  ordre 
quelconque  n doit  être  regardé  comme  le  plus  simple;  il 
nous  reste  à présenter  quelques  considérations  impor- 
tantes sur  ce  sujet. 

Soit 


(Le 


/"  r \ 


une  équation  différentielle  d’ordre  u entre  les  deux  va- 
riables a:,  ) . Si  l’on  pose 


l’équation  (1)  déterminera  une  valeur  de 


djc 


en  fonction  de  x,  j,  y ; soit  Y celte  valeur,  en 

sorte  que  l’on  ait 


(3) 


(If."-') 

(Ix 


Supposons  que  la  fonction  Y remplisse  les  conditions 
de  continuité  exigées  par  la  théorie  des  n"‘  622  et  623  ; 
le  système  différentiel , formé  des  équations  simulta- 
nées (2)  et  (3),  admettra  un  système  intégral,  et  les  é(|ua- 
tioiis  de  ce  système  détermineront  pour  y,  } y",,  . ., 

des  valeurs  fonctions  de  x et  c[ui,  pour  x = x„^ 
se  réduiront  respectivement  à des  constantes  arbitraires 
>*.'  Y"-'’-  Si  l’on  représente  par 

(4)  r = .)■*.  J."-’). 

celle  des  équations  du  système  intégral  qui  détermine  y, 
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il  est  évident  que  les  « — i aiUre.s  équations  de  ce  sys- 
tème s'obtiendront  en  différentiant  successivement  n — i 
fois  l’équation  (4)-  Cette  équation  (4)  est  dite  Vintcgmle 
générale  de  l’équation  (i).  Et,  comme  le  système  inté- 
gral des  é(|uations  simultanées  (a)  et  [?>)  est  unique,  on 
voit  que  : 

Si  l'on  n trouve^  par  une  voie  quelconque.,  une  équa- 
tion 

(5)  /(x,  r,  C, , C:,...,  CJ  ^ O, 

renfermant  n constante.^  arbitraires  C,,  C,,...,  C„,  et  de 
laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de  y propre  à vérijier 
l'équation  (1),  l'équation  (5)  coïncidera  at'ec  l'inté- 
grale générale  de  cette  équation  (1),  pourvu  qu'on  puisse 
assigner  aux  constantes  des  valeurs  telles,  que  y et  ses 
n — 1 premières  dérivées  prennent  des  valeurs  ar'bi- 
tr  air  es  données  quand  on  attribue  à x une  valeur  quel- 
conque choisie  à volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie,  si  le  système 
formé  par  l’équation  (5)  et  celles  qu’on  déduit  de  celle-ci 
par  n — i différentiations,  détermine  les  valeurs  des  ar- 
bitraires Cl.  Cj.-  • C„  en  fonction  de 

tty  d-y  ch~' y 

T ’ “TT’  ■ ■ ■ ’ TTT  ’ 

dx  iLr'  d.r“  ' 

631.  On  reproduit  l’équation  différentielle  (i),  quand 
on  élimine  de  l'intégrale  générale  (5),  les  arbitraires 
qu’elle  renferme,  au  moyen  de  la  düTércntiatioii.  Mais 
supposons  qu’on  ne  veuille  éliminer  de  l’équation  (5) 
que  T arbitraires,  savoir  : 

t.[,  C;, . . . , c,  ; 

il  faudra  exécuter  i différentiations,  et  je  dis  que  de  quel- 
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que  manière  que  l’on  combine  les  opérations  de  différen- 
tiation et  d’élimination,  le  résultat  obtenu  sera  toujours 
le  même.  Eu  effet,  supposons  qu’on  ait  pu  obtenir  deux 
équations  distinctes  ne  contenant  plus  les  arbitraires  C,, 
C,, . . . , C,.  Soient 


! 

r-” 

‘h- 

dr  ’ ■ ■ 

d' y 

■’  ÎTTT’’ 

li 

0 

f-'’.  .’j 

df 

d.r' 

d'y 

Q-M  > 

, C„  j 0 

<l'  Y 


ces  deux  équations.  Si  elles  ne  déterminent  pas  pour  ^ 

la  même  valeur,  on  pourra  éliminer  cette  dérivée,  et  l’on 
obtiendra  une  équation  d’ordre/  — i au  plus,  non  ideu- 
dique  et  renfermant  n — i arbitraires,  savoir  : 


Tl  , 


‘!l 

ilx’ 


e ç c \. 


En  joignant  à cette  équation,  celles  qu’on  en  déduit  par 
« — (' différentiations,  on  aura  un  système  de  n — i-f-i 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  arbi- 
traires Q.,.1,  C,+t,.  . .,  (J„,  et  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  une  éijuation  différentielle  non  identique , 
d’ordre  n — i au  plus,  et  ne  renfermant  aucune  arbi- 
traire. On  aurait  donc,  en  faisant  x = Xo,  une  relation 

entre)  0)  (^j  ! j ’ de®  lors  ces  quantités 

ne  seraient  plus  arbitraires  comme  elles  doivent  être. 

632.  Cela  posé,  nous  appellerons  intégrale  première  ou 
du  premier  ordre  d’une  équation  différentielle  d’ordre  n, 
le  résultat  obtenu  en  éliminant  de  l’intégrale  générale, 
n — I des  constantes  arbitraires  qu’elle  renferme.  Le 
nombre  des  intégrales  premières  est  évidemment  égal 
à n -,  chacune  de  ces  intégrales  est  une  équation  diffé- 
rentielle d’ordre  n — i renfermant  une  constante  arbi- 
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traire.  Le  système  des  n intégrales  premières  constitue 
le  système  intégral  du  système  différentiel  du  premier 
ordre  par  lequel  on  peut  remplacer  l’équation  différen- 
tielle d’ordre  n. 

Pareillement,  nous  appellerons  intégrale  deuxième 
ou  du  deuxième  ordre  le  résultat  obtenu  en  éliminant 
n — a des  arbitraires  contenues  dans  l’intégrale  générale. 
Le  nombre  des  intégrales  du  deuxième  ordre  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  1 ombinaisons  de  n choses  deux 

à deux,  c’est-à-dire  égal  à chacune  de  ces  in- 

tégrales est  une  éijuation  différentielle  d’ordre  « — a, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

El  géncraleuienl  nous  nommerons  intégrale  d'ordre  i 
d’une  équation  diü’érentielle  d’ordre  n,  le  résultat  ob- 
tenu en  éliminant  n — i des  arbitraires  contenues  dans 
l’intégrale  générale  ; le  nombre  des  intégrales  d’ordre  i 
est  celui  des  combinaisons  de;»  choses  » à /,  cVsl-à-dire 

/;(«  — l).  ..(«  — /■  H- 1)  . 

— ; cuacunedeces  intégrales  est  une 


équation  dinérentlellc  d’ordre  n — i qui  renferme  » con- 
stantes arbitraires. 

Dans  l’ordre  ;/,  il  n’y  a qu’une  seule  intégrale,  qui 
n’est  autre  chose  que  l’intégrale  générale. 


033.  Etant  donnée  l’équation  dilî'ércnticlle  d’ordre  n. 


F 


X, 


dy  ‘^‘'X\ 


si  l’on  a trouvé,  par  une  voie  ([uelconque,  une  éijualion 
dill'ércntielle  d’ordre  n — », 


/ dy  d'"' y „ , \ 

**  ’ Tü'  " ' ■ ■ ■ ’ j ~ ^ 


reufermant  l' constantes  arbitraires  C,,  C,, . . . , C,,  et  de 
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la<[uellc  on  puisse  tirer  une  valeur  de  ^ qui  satisfasse 

à la  proposée,  on  pourra  la  regarder  comme  une  inté- 
grale d'ordre  /,  pourvu  que  cette  équation  jointe  à celles 
qu’on  en  déduit  par  i — i dilTércntiations,  détermine  les 

valeurs  des  arbitraires  en  fonction  dej",  r,  -f-v*  - — 

En  effet,  on  peut,  dans  notre  hypothèse,  déterminer 
les  constantes  de  manière  que 


te'- 


aient,  pour  .r  = Xo,  des  valeurs  arbitraires  j oi  J'ô  » • • • > 
ensuite  l’é-quation  d’ordre  n — /admet  une  inté- 
grale générale,  et  les  nouvelles  constantes  ({ue  cellc-ei 

• • • 

renferme  peuvent  être  choisies  de  manière  quej-, 

se  réduisent  respectivement  à j ojjo  »•  • •) 

pour  X = Xo.  L’intégrale  générale  dont  il  s’agit  sera  donc 
en  même  temps  celle  de  la  proposée. 

Il  convient  encore  d’appeler  l’attention  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui  résulte  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter. 

Si  l’on  connail  k inlegrales  premières  d'une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  n,  on  obtiendra  une  intégrale 
d'ordre  h en  éliminant  les  k — i plus  hautes  dérivées 
de  la  fonction  inconnue , entre  les  k intégrales  pre- 
mières. 

En  particulier  : 

Si  l'on  connaît  les  n intégrales  premières  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  n,  on  obtiendra  l'inté- 
grale générale  en  éliminant  entre  ces  intégrales,  les 
n — I dérivées  quelles  renferment. 
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Déjïnilion  des  intégrales  particulières  et  des  solutions 
particulières  des  équations  différentielles. 

03i.  Lorsqu’on  attribue  des  valeurs  déterminées  aux 
constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  les  intégrales 
d’une  équation  dillércntielle  ou  d’un  système  de  telles 
équations,  on  obtient  des  résultats  auxquels  on  a donné 
le  nom  d'intégrales  particulières.  La  considération  des 
intégrales  particulières  est  fort  importante  dans  certaines 
questions,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  ou- 
vrage, mais  elle  ne  constitue  pas  l’objet  que  nous  avons 
actuellement  en  vue. 

Les  équations  dillérentielles  peuvent  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs  intégrales; 
on  peut  obtenir,  en  général,  ces  solutions  par  des  pro- 
cédés purement  algébriques,  et  on  leur  a donné  le  nom 
de  solutions  particulières. 

La  théorie  par  laquelle  nous  avons  établi  l’existence 
des  intégrales  n’a  pu  mettre  en  évidence  celle  des  solu- 
tions particulières,  car  cette  théorie  suppose  la  conti- 
nuité de  certaines  fonctions  qui  cessent  d’être  continues 
lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent  prennent  les 
valeurs  qui  conviennent  aux  solutions  particulières.  Aous 
étudierons  d’aboixl,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  des 
équations  diirércntiellcs  du  premier  ordre  à deux  va- 
riables; nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  peut  appli- 
quer les  mômes  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 

De  la  solution  particulière  d'une  équation 
dij'jérentielle  du  premier  ordre. 

635.  La  solution  particulière  d’une  équation  diâé- 
rcntielle  du  premier  ordre  peut  s’obtenir  facilement, 
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comme  on  va  voir,  au  moyen  de  l’intégrale  générale. 
Soit  l’équation  difl’érentielle 


et 

(2; 


/(x,  X,  C)  O 


l’intégrale  générale  de  celte  équation,  C étant  la  con- 
stante arbitraire.  La  dill’éren  lia  lion  de  l’équation  (2) 
donne 


d’où 


tJ/  ,1/  dy 

dx  d )'  dx 


(3) 


‘!L 

dy  d.r 

‘h 


et  si  l’on  imagine  que  C soit  remplacée  par  sa  valeur 
tirée  de  l’équation  (i),  savoir  : 

(4) 

la  formule  (3)  donnera,  pour  —-■>  la  même  valeurquc l’on 
tirerait  de  l’équation  (i)  et  que  nous  représenterons  par 

(51  S = 


Cela  posé,  l’équation  (a),  ou,  si  l’on  veut,  l’é(|ua- 
tion  (4)  est  susceptible  d’exprimer  une  relation  quel- 
conque entre  les  variables  x elj,  pourvu  que  l’arbitraire  C 
soit  regardée,  non  plus  comme  une  constante,  mais 
comme  une  fonction  de  x.  Eflectivement,  si  l’on  veut 
que  l’équation  (a)  donne  pour  )-  une  valeur  (j(x)  prise 
à volonté,  il  sutlira  de  déterminer  C,  en  fonction  de  x. 
par  l’équation 

C = M [.r,  ç(x)j. 
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D’apr  ès  cela,  nous  pouvons  admcitrc  que  toutes  les 
solutions  de  l’équation  (i)  sont  représentées  par  l’équa- 
tion (a),  en  regardant  C comme  pouvant  dépendre 
de  X,  Si  l’on  diflérentic  l’é<juation  (a)  à ce  nouveau  point 
de  vue,  il  viendra 


d’où  l’on  tire 


(6) 


‘Il 

(Ix  fty  d.r  (/C  dx 
dj_  dj_ 

df  dx  dC  dC 

dx  df  df  dx 

dy  dy 


Si  l’on  remplace  C par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (4), 

le  premier  terme  de  la  précédente  expression  de  ^ se 

réduira  évidemment  à comme  dans  l’iiypo- 

ihèse  de  C constante;  donc,  pour  que  l’équation  (a)  con- 
stitue une  solution  de  l’équation  (i),  il  faut  et  il  suffit  que 
l’on  ait 


(7) 


£ 

dC  dC 

wdI-°- 


dy 


Celle  équation  (7)  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

£ 

dC  dC 

— = O et  = o. 
ilx  d/ 

TiJ- 

,,,.dC  I ^ 

L équation  — = 0 nous  donne  C = const.,  ce  qui 

répond  à rinlégralc  générale.  Les  solutions  particu- 
lières de  l’équation  proposée  seront  donc  données  par 
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iH: 


dy 


38 1 


qui,  jointe  à réqiialiou  (a),  délcrininera  les  valeurs  de^ 
et  de  C en  fonction  de  .r.  Si  l’on  veut  se  borner  à cher- 
cher les  solutions  particulières,  il  suffira  d’éliminer  C 
entre  les  équations  (a)  et  (8). 


()3G.  L’intégrale  générale  (a)  peut  être  mise  sous  une 
infinité  de  formes  différentes;  mais,  quelle  que  soit  la 
forme  adoptée,  l’équation  (8)  sera  toujours  la  même.  En 
effet,  d’après  l’étpiation  (a),^  est  une  fonction  de  x et 
de  C;  cette  fonction  reste  la  même,  quelle  que  soit  la 
forme  donnée  à l’équation,  et  la  dérivée  partielle  de  » 
par  rapport  à C a pour  valeur 

dy  dC 

dy 


l’équation  (8)  n’est  donc  autre  chose  que  l’équation 

^ = O , laquelle  est  évidemment  indépendante  de  la 
(1 


forme  de  la  fonction  J'. 

Si  l’équation  (a)  est  résolue  par  rapport  à _r,  on  a 
(l  f 

— = 1,  et  l’équation  (8)  se  réduit  à 


(9) 


Cette  même  équation  (9)  donnera,  dans  tous  les  cas,  toutes 
les  solutions  particulières,  si  la  dérivée  partielle  ^ con- 
serve une  valeur  finie  quand  les  (juanlitcs  dont  elle  dépend 
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reslcnt  (inics;  celte  circonstance  se  présentera  toujours 
lorsque  le  premier  membre  fie  l’etpialion  (7.)  sera  une 
fonction  bien  déterminée  cl  continue  des  quantités  x, 
y et  C. 

Enfin,  si  l’on  suppose  que  .r  et  y désignent  des  coor- 
données rectilignes,  ou  conclut  de  ce  qui  précède  que  les 
solutions  particulières  d’une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  constituent  l’envelopiK;  des  courbes  repré- 
sentées par  l’intégrale  générale.  Et  il  faut  remarquer 
que  ce  résultat  s’accorde  avec  la  théorie  exposée  au 
n“  207,  car  l’enveloppe  est  tangente  h l’enveloppée  en 
cliacun  des  ])oints  communs  aux  deux  l ourbes  ; d’où  il 

résulte  que  la  valeur  de  est  la  même  pour  l’une  et 


l’autre  courbe. 


037.  11  peut  arriver  que  les  valeurs  de  x et  dej-,  tirées 

des  équations  (2)  et  (9),  satisfassent  à l’équation  = o\ 

ce  cas  doit  nous  arrêter  un  instant.  Si  l’on  eût  choisi  y 
au  lieu  de  x pour  variable  indépendante,  il  est  évident 
que  l’on  aurait  obtenu  l’équation 


{10) 


•!L~ 

tlx 


au  lieu  de  l’équation  (8),  pour  déterminer  les  solutions 
partictilières  : l’équation  (10)  peut  donc  suppléer  l’équa- 
tion (8),  quand  celle-ci  devient  illusoire. 

Mais  si  les  valeurs  de  x et  de  > données  par  les  éfjuations 


satisfont  à la  fois  aux  deux  ^=0, 

(ix 


'£ 

dy 


= O,  les  équations  (8)  et  (10)  seront  illusoires.  Dans 
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ce  cas,  l’cfjuation  qui  résulte  de  rélimination  de  C entre 
les  équations  (2)  et  (9)  ne  répond  pins  en  général  à une 
enveloppe,  niais  au  lieu  géométrique  rlc points  singuliers 
des  diverses  courbes  que  représente  l’équation  (2);  alors 
elle  cesse  de  représenter  une  solution  particulière  de 
l’équation  (i). 

038.  Exemple.  — Soit  l’équation  difféi enlielle 


que  l’on  obtient  en  éliminant  C entre  l’éijualion 

/{æ,  y,  C)  — (3a:r  -t-  2x^  -h  C|’  — 4 (r  + J-’)'  — O 

et  celle  qu’on  en  déduit  par  la  diÜ’érentialion  relative  à x 
et  à ) . 

On  a ici 

ru  2 ( 3 J-.r  + 2.r*  -t-  C I ; 

(t  Ci 

l’élimination  de  C entre  /’=  o,  o donne 

il  Ci 

r — — -rS 

mais  cette  valeur  de  y ne  satisfait  pas  à l’équation  diffé- 
rentielle; on  vérifie  aisément  nue  les  deux  dérivées  '^1 

’ ‘ dx  dy 

s’annulent  lorsqu’on  fait  simultanément  /'=  o,  = o, 

639.  La  solution  particulière  peut  être  obtenue,  sans 
connaître  l'intégrale  générale,  par  le  moyen  de  l’équation 
différentielle  elle- même.  En  ell’et,  soit 

(il)  F(x,  .),.>')  = o 

cette  équation  différentielle,  où  nous  écrivonsp  'au  lieu 
de  La  solution  particulière  représente  l’enveloppe, 
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OU,  si  l’on  veut,  le  lieu  des  inlerseclions  successives  des 
courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs  de  la  con- 
stante, dans  l’intégrale  générale.  D’après  cela,  soient  x, 
> les  coordonnées  du  point  M commun  à l’enveloppe  et 

à une  enveloppée,  ' la  valeur  de  au  point  M,  valeur 

qui  est  la  même  pour  les  deux  courbes.  L’enveloppée 
que  nous  considérons  est  rencontrée  par  une  enveloppée 
infiniment  voisine  en  un  point  M„,  qui  est  infiniment 
voisin  de  M,  et  dont  je  désignerai  les  coordonnées  par 
X h,  J en  outre  les  tangentes  en  Mo  aux  deux 

enveloppées  ont  évidemment  pour  la  limite  la  tangente 
en  M de  l’enveloppe;  par  suite  les  coeflieienis  d’incli- 
naison de  ces  deux  tangentes  seront  p ' + •)  ' 4-  If 

/,  et  /,  étant  des  infiniment  petits.  On  a donc 


F ( X 4-  Â,  >■  4-  ’ -f-  A)  = O,  F (.c  4-  è,  4-  / , 4-  A)  — O, 


et  en  passant  à la  limite,  on  voit  que j ' devient  une  racine 
double  de  l’équation  F (x^  y,y)  = o.  Si  la  fonction  F 
est  une  fonction  bien  déterminée,  la  condition  d’une  ra- 
cine double  sera 


(12) 


lî!’ 


= 0, 


et  comme  l'équation  (1 1)  donne,  |>ar  la  différentiation, 


/4c 


4-  v' 


— 

fh 


<ye_<iy 

d}  ' d.r 


=ZO, 


on  aura  aussi 
(.3) 


dx 


dV 


Si  l’on  élimine  J''  entre  ré(|uation  (12)  et  la  proposée,  on 
obtiendra  une  équation  à laquelle  devra  satisfaire  la  so- 
lution particulière. 

Ma  is  il  faut  bien  remarquer  que  les  solutions  obtenues 
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par  cette  voie  n’appartiennent  pas  néeessai renient  .à 
l'é([uation  différentielle;  on  peut  se  trouver  dans  l'un 
des  cas  que  nous  avons  signalés  au  n"  t>37.  Ainsi  dans 
l’exemple  du  n“  G38,  on  a 

F (■'•i  r.  y')  — y — — j»  ». 

et  il  en  résulte 

1 il? 

- — = — ,r  — j ' = O ; 

2 dj 

,/p 

réliminatiou  de  y'eutre  l'’  = o,  — =o,  donne  ré(]uation 
y -t-  .r’ . o , 

déjà  obtenue,  et  nous  avons  remarqué  qu'elle  ne  satisfait 
pas  à l’équation  différentielle. 

C40.  Revenons  à l’équation  (12)  et  supjiosoiis  (]ue  l'on 
en  tire 

(■4) 

si  l’on  fait 

;i5)  <l-{x,  = y, .1  i, 

l’équation 

‘1>  (./•,  ) ) — o 

déterminera  les  solutions  particulières.  Or  la  formule  ( 1 5) 
donne 


«■/4.  ) ) 

dF  (x,  1',  0) 

dF 

( '•.  1 

0»)  fi'ii  r,  y ' 

tlx 

iix 

(1 Ÿ 

il.r  ' 

//'!>  (.r,  1 ) 

•l?  , ÿ) 

dF 

?)  '/’i  ) 

‘ty  ~ 

Uy 

H- 

(1  ^ 

il  y '■ 

à cause  de 

l’équation 

ces 

formules  se  tédui 

II. 


?,5 
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_ </F(.r,J  , y;  f/'l'  (.<•,,1)  _ il¥  {.r,  } , y] 

itr  il  J-  ilj  tly 

r/ F 

et  il  s’ensuit  que—  ne  peut  ôlre  nulle  .î  moins  que  la  so- 
lution particulière  ne  sc  réduise  à j>  =const.  *,  pareille- 
</F 

ment  — ne  peut  être  nulle  que  si  la  solution  particulière 

est  X — coust.  Excluons  ce  dernier  cas  ; au  lieu  de 
l’équation  (la),  on  pourra  prendre 


équation  qui  restera  la  même,  quelle  que  soit  la  forme 
sous  laquelle  on  écrive  l’équation  différenlielle.  Suppo- 
sons qu’on  résolve  celle-ci  par  rapport  à ' et  qu’on  en 


(i.r 

alors  SC  réduira  .à  Tuiiité,  et  les  solutions  particulières 


seront  données  par  l’équation 


L ir 


en  exceptant  la  solution  x = coiist.  si  elle  a lieu.  Le 
même  raisonnement  prouve  que  les  solutions  particu- 
lières satisfont  aussi  à l'équation 


il'Vj-c,  y) 
tlx 


en  exceptant  celle  qui  aurait  la  forme  y = constante. 
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6il.  Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  permet- 
tent de  reconnaître,  en  général,  si  une  solution  donnée 
= (p  (x)  d’une  équation  différentielle 

(O  Tr" 

est  une  solution  particulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière. Effectivement,  désignons  par  z une  variable  nou- 
velle et  posons 

.’  =T  v'')  -t-*. 

l'équation  différentielle  transformée  sera  satisfaite  par 
Z = o;  nous  supposerons  qu'elle  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

(2) 

Ÿ {.c,  z)  étant  une  fonction  qui  n’est  ni  nulle  ni  inflnie 
pour  c = O,  et  P désignant  un  exposant  positif.  La  ques- 
tion que  nous  avons  à résoudre  est  donc  de  reconnaître  la 
nature  de  la  solution  z = o.  Or,  pour  qu’elle  soit  une 
solution  particulière,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée  de 
c'*  Ÿ (.r,  «)  relative  à z soit  infinie  pour  z — o\  cette 
dérivée  est 

* . U///  , I*  — ) 

en  écrivant  T (x,  z)  au  lieu  de  — ^ 

Si  l’on  a ju  1 on  ^ = i , le  premier  terme  a une  valeur 
finie  pour  z =o,  et  la  même  ebose  a lieu  à l’égard  du 
second  terme,  car  on  a,  en  nommant  6 une  quantité  com- 
prise entre  o et  i , 

(4)  (Os)“'f'(x,  Oî)  = ['F(.r,  z)  — 'r(.r.o)] 

et  l’un  et  l’autre  membre  de  cette  formule  reste  fini  pour 

25. 
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r = O,  dans  noire  livpothèsc.  Ainsi  la  soliilion  r = o est 
une  inlégrale  particulière  de  l’cnjualion  différentielle  (2). 

Si  l’on  a fn<Zi,  le  premier  terme  de  l'expression  (3)  est 
infini  pour  r = o,  cl  son  ordre  infinitésimal  est  i — y.;  il 
peut  arriver  que  le  second  terme  soit  lui-même  infini, 
mais  d’après  la  formule  (4)  son  ordre  infinitésimal  est 
inférieur  à 1 — u,  en  sorte  qu’il  ne  peut  y avoir  de  ré- 
duction entre  les  deux  ternies.  Dans  ce  cas,  la  solution 
z = o est  une  solution  particulière  de  l’équation  (2)  et 
par  consétjueni  >•  = o (x)  est  une  solution  particulière  de 
réf|uation  (1). 

J’ajoute  que  l’on  peut  faire  disparaître  la  solution  par- 
ticulière, par  un  changement  de  variable.  En  e(fet,si  l’on 


posei  = n‘  l’ccjnalion  (a)  deviendra 


et  celte  équation  (3)  n’adinel  plus  la  solution  ; = o ou 
Il  = U.  Celte  remarque  a été  faite,  pour  la  première  fois, 
par  Poisson. 

()i2.  Il  nous  reste  encore  une  observation  fort  impor- 
tante à présenter.  11  peut  arriver  qu’une  enveloppe  on 
l’une  des  courbes  qui  la  (omposent,  fasse  partie  de  la  fa- 
mille des  enveloppées.  On  est  alors  dans  le  cas  remar- 
quable d’une  solution  cjui  a le  double  caractère  de  solu- 
tion particulière  et  d'intégrale  particulière;  il  ne  sera 
pas  inutile  d’en  présenter  un  exemple.  Soit 

l’cqualion  d’une  famille  d’envelopjtées.  l a dillérenliation 
relative  à C donne 

(.r  — C)  (x-  3C)=no; 
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rciivcloppc  se  composera  donc  de  deux  eourlics  dont  on 

aura  les  éijiialions  en  rcmpl.içanl  C par.r  et  par  dans 
rcfjuation  des  enveloppées;  Il  vient  ainsi 

4.f' 

>•  = O et  7'  = • 

La  solution  1'  = o est  un  cas  particulier  des  enveloppées, 
car  elle  répond  au  cas  de  C = o. 


Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
à deux  variables  d'ordres  supérieurs  au  premier. 


()i3.  Les  considérations  que  nous  venons  de  développer 
sont  applicables  aux  équations  différentielles  de  tous  les 
ordres. 

Posons 


'Il 

tl.r 


tl) 

tljc 


et  considérons  l’équation  diffe'rentielle  d'ordre//, 
(')  Fl-c,  .1  .><"’]  o. 

Soit 

( ^ ) ^ 1 ) i.t  'jL]  — - o, 


l’une  quelconque  des  tt  intégrales  premières  de  l’équa- 
tion (i),  C étant  la  constante  arbitraire.  En  différentiant 
l’éijuation  (a),  on  obtient 


(3) 


'ï. 

dx 


'IL. 

dy 


<>f  .. 


4-. 


df 

i , (»:  : 

d)<"~'' 


et  si  l’on  imagine  que  C soit  remplacée  par  la  valeur  que 
détermine  l’équation  ( a),  l'équation  (3)  donnera  pour 
jy!")  la  valeur  fournie  par  l’équation  (i). 
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Cela  posé,  il  est  évident  qu’on  peut  employer  l’équa- 
tion (2)  pour  déGnir  une  fonction  quelconque_j>  des 
variables  x,  j , y',...  y l>ourvu  que  l’on  y regarde  C 
comme  une  fonciion  convenablement  choisie  des  mêmes 
variables.  La  différentiation  de  l’équation  (2)  donnera 
dans  celle  nouvelle  hypothèse 


(4) 


I [I 


Æ. 

dj 


df  . 


{") 


rfC 


y(-)] 


Imaginons  que  dans  la  première  partie,  entre  crochets, 
on  ail  remplacé  C par  la  valeur  tirée  de  l’équation  (2)  ; 
pour  que  la  valeur  de  tirée  de  l’équation  (4)  soit  la 
même  que  celle  qui  est  fournie  par  l’équation  (1),  ou, 
par  l’équation  (3),  après  l'élimination  de  C,  il  faut  et  il 
sufGl  que  l’on  ait,  en  vertu  de  l’équation  (2), 


Cette  équation  exige  que  l’on  ait 


■rfC  f/c  , 
dx  dy  ^ 


dc.  . 

— vl"-0  =0. 

f/v("-»)-^  J 


(6) 

ou 

(1)  . 


f/c  f/c  , f/c  , ,, 

— y'  _i_  -4-  — yC*”"')  ~ O . 

dx  dy^  -f-  . . . -t-  7 

:iL 

f/c 


rf,  (—0 

L’équation  (6)  est  satisfaite  quand  on  suppose 
C = const., 


ce  qui  donne  l’équation  ( 2)  ; mais  la  recherche  de  sa  solu- 
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lion  générale  dépend  de  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles,  et  il  est  évident  que  celte  recherche 
conduirait  aux  diverses  intégrales  premières  de  l’équa- 
tion (i).  Nous  ferons  abstraction  ici  de  cette  solution 
et  nous  nous  bornerons  à considérer  l’équation  (7). 
Comme  on  peut  imaginer  que  y>-'>  y soit  remplacée 
par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (2),  on  volt  qu'elle  don- 
nera généralement  une  valeur  de  C qui  sera  fonction 
de  a',  , . . . , En  d’autres  termes,  on  pourra  ob- 

tenir une  solution  particulière  de  l’équation  (i),  en  éli- 
minant C entre  les  équations  (2)  et  (7);  cette  solution 
particulière  est  une  équation  différentielle  d’ordre  n — t, 
sans  constante  arbitraire. 

La  forme  de  l’équation  (7)  ne  dépend  pas  de  celle  que 
l’on  a donnée  à l’intégrale  première  (2),  car  cette  équa- 
tion (7)  peut  être  écrite  comme  il  suit 


(8) 

— désignant  la  dérivée  partielle  de  par  rapport 

à C. 


044.  Il  ne  faut  pas  croire  qu’à  chaque  intégrale  pre- 
mière de  l’équation  (i)  puisse  répondre  ainsi  une  solution 
particulière;  il  est  facile  de  démontrer,  au  contraire, 
qu’en  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d’établir  à 
chacune  des  n intégrales  premières,  on  obtient  toujours 
la  même  solution  particulière.  En  effet,  soit 

{9)  /|[■>'.  B] - O, 

une  deuxième  intégrale  première  de  l’équation  (i),  B 
étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  éliminent""*’  entre 
les  deux  équations  (2)  et  (9),  on  obtiendra  une  équation 
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d’ordre  n — 2, 

(10)  -l'  [ ^ B,  C]  = O, 

qui  sera  une  intégrale  deuxième  de  l’équation  (1)  ; nous 
su])poserons  que  l’on  ail  mis  cette  équation  (10)  sous  tiiie 
forme  telle,  que  les  dérivées  partielles  de  ne  puissent 
être  infinies  tant  que  les  quantités  qui  figurent  dans 
restent  finies.  Désignons  par 

(11)  «l''[  J-,  V,  y,.  . 1 B,  C]  =:  O 

le  résultat  de  la  dill'érentialion  de  l’équation  (10);  il  est 
évident  qu’on  reproduira  les  é<[uations  (2)  et  (g)  par 
réliniinalion  de  B et  par  celle  de  C entre  les  équa- 
tions (10)  et  (11).  Par  conséquent,  si  l’on  imagine  que  B 
soit  remplacée  dans  l’équation  (10)  par  la  valeur  tirée 
de  l’équation  (11),  cette  équation  (10)  coïncidera  avec 
l’équation  (2),  et  on  pourra  la  faire  servir  au  calcul  de  la 

dérivée  partielle  qu’il  faut  égaler  à zéro  (n^  6i3) 

f* 

pour  avoir  la  solution  particulière  qui  répond  à l’in- 
tégrale première  (2). 

Différentious  donc  l’équation  (lo)  en  y regardant  B elC 
comme  seules  variables,  savoir  C comme  une  variable 
indépendante  et  B comme  une  fonction  de  et  de  C 
définie  par  l'équation  (ii);  on  aura 

r lia  f/B’l  rf<t> 

fTïï  ~lîc  ^ dc\  ^7c  " 

D’ailleurs  l’équation  (11)  donne 


rfB 


f/<^' 

rfB  _ 

Tic 

d-)>'  ’ 

7c~ 

~ ,{ .1.' 

WB 

lÏR 
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, , . f/«l> 

on  aura  uoiic,  a cause  ue  ---- — r =:  — f 

rl'i’  fl<\'  fir”—')  (!<l<  (/‘l''  r/ih  (/<]>' 

~ 7b  ~'Jc~  ~ ^7b  77c  ~ ^ T7b  ■ 

Ainsi  la  solution  particulière  calculée  par  l’intégrale 
première  (2)  est  définie  par  l'équation 

7b  77c  ~ 77c  ^ 


et,  par  conséquent,  on  obtiendra  cette  solution  par  l’éli- 
mination de  n et  de  C entre  les  équations  (10),  (i  i),  (12). 
11  suit  évidemment  de  là,  à cause  de  la  symétrie,  que  l’in- 
tégrale première  (9)  conduira  également  à ce  résultat. 

On  voit  encore,  par  ce  qui  précède,  comment  on  peut 
former  la  solution  particulière  par  le  moyen  d’une  inté- 
grale deuxième  de  l'équation  différentielle.  Par  un  pro- 
cédé analogue,  on  pourra  la  déduire  d’une  intégrale 
d'ordre  quelconque  et  particulièrement  de  l’intégrale 
générale. 

Oio.  La  solution  particulière  d’une  équation  diffé- 
rentielle d’ordre  quelconque  peut  être  déterminée,  quand 
elle  existe,  par  l’équation  différentielle  elle-même,  sans 
qu’il  soit  nécessaire  de  connaître  aucune  intégrale. 

Reprenons  l’équation  différentielle 


( I ) F [x,  y,  y, y<")j  =i0, 

et  soit,  comme  précédemment, 


(2)  /[-v.  y./.-.-.y  "-’'.  C]  = o, 

une  quelconque  des  n intégrales  premières  ; en  différen- 
tiant  l'équation  (2),  on  a 


(3) 


dr  ■'  dy 


r(») 


'// 


f/y(» 
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Supposons  que  l’on  lire  de  l’équation  (3)  la  valeur  de  C 
en  fonction  de  x,  y,  j',. . et  qu’on  la  substitue 
dans  l’équation  (2);  celle-ci  deviendra  l’équation  diffé- 
rentielle elle-même  et  on  peut  l’employer  pour  le  calcul 
de  la  dérivée  d’ordre  «-(-i  qu’on  obtiendrait  direc- 

tement par  l’éf[uation(i).Différentiant  donc  l’équation  (2), 
on  a 


f/x  dy 


. H-  r(") 


dj_ 

' dZ  [ d.r 


-y 


dy 


dy 

,(»+') 


dC  ~| 


Mais  la  première  partie  du  premier  membre  est  nulle 
par  l’équation  (3),  et  l'on  a simplement 


(4) 


dC 


dC 

dr 


f/c  "I 


Voilà  donc  sous  quelle  forme  on  peut  mettre  l’équation 
obtenue  en  différentiant  la  proposée  (i);  dans  le  cas  de 
la  solution  particulière  elle  est  satisfaite  identiquement  et 
elle  ne  peut  servir  à déterminer  effectivement  on 

a O,  pour  une  telle  solution,  si  l’on  suppose,  ce  qui 

est  permis,  que  l’équation  (2)  soit  résolue  par  rapport 
Il  serait  facile  au  surplus  de  démontrer  que  la 
valeur  de,)  tirée  de  l’crjuation  (4),  après  la  supprc.s- 

J /* 

sion  du  facteur ne  convient  pas,  en  général,  à la 
solution  particulière. 

Supposons  que  l’équation  (i)  ait  été  préparée  de  manière 
que  son  premier  membre  soit  une  fonction  bien  déter- 
minée des  quantités  qui  y figurent,  et  dont  les  dérivées 
partielles  restent  finies;  la  différentiation  donnera 


d'i  dY  , , '/F  , „ 


rfF 
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et  puisque  celle  équation  ne  saurait  faire  connaître  la 
valeur  cle_>  *"+'^  qui  convient  à la  solution  particulière,  on 
aura  nécessairement  pour  cette  solution 


(5) 

et 

(6) 


f/F 

f/»i") 


= o. 


f/F  , f/F  , , d? 

h y' 1- . . . -I-  r 

f/x  ■ f/_r  f/)(""') 


O. 


640.  Il  nous  reste  une  dernière  remarque  à présenter 
au  sujet  de  la  théorie  des  solutions  particulières.  Soit 

(i)  n[.r,  _r,r' >(»-')]— O 


la  solution  particulière  de  l’équation  d’ordre  ;/ 
(a)  F [.r,  j(")J  rr:  O. 


Si  cette  solution  particulière  est  dTcctiveinent  de 
l’ordre  n — i,  son  intégrale  générale  renfermera  w — i 
constantes  arbitraires,  et  celte  intégrale  satisfera  à la 
proposée.  La  solution  particulière  peut  elle-même  avoir 
une  solution  particulière,  mais  il  est  très-important  do 
remarquer  que  celte  solution  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à la  proposée. 

En  cflet,  par  hypothèse,  l’équation  (a)  est  bien  satisfaite 
(piand  on  y substitue  les  valeurs  de_)  cldejft"’  tirées 
de  l'équation  (i)  et  de  celle  qu’on  en  déduit  par  la  dilT'é- 
rentiation;  mais  cette  dernière  équation  est 


f/n 

f/x 


, f/n 
dy 


■ +y 


f/n 

f/) 


= o, 


et  elle  cesse  de  déteriniuer  comme  on  l’a  vu  au 

numéro  précédent,  quand  il  s’agit  de  la  solution  parti- 
culière de  l'équation  (i). 
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Application  de  la  théorie  précédente 
à un  exemple. 

I)i7.  Je  crois  devoir  éclaircir,  par  un  exemple,  l'im- 
portante  théorie  que  nous  venons  de  présenter.  Soit 
l’équatk)!! 

(i)  jr  — nx^ — hr  — — h''  — O, 

oixaetb  sont  deux  constantes  arbitraires  et  que  Lagrange 
a considérée  dans  scs  Leçons  sur  le  Calcul  des  Jonctions. 
On  en  tire 

(2\  ?.«.<•  — 1/  —O. 

' «,<■ 

L’élimination  de  h donne 


(3) 


et  on  a,  par  celle  de  a. 
Ensuite  l'équalion  (2)  donne 

(5) 


tl'r 

-7-,  — 2«  = o, 

n.r’ 


r/h 


d’où  a—-  • En  portant  cette  valeur  de  a daus  l'équa- 

tion (3),  il  vient 

Ic/h'Y  ( t/y  r’\  rf'r  A(r\’  éy 
(«)  ('  + ■•■)  + j)  7 + (i-J  = 

L’équation  (6)  est  une  équation  diHércntielle  du  deuxième 
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ordre;  !cs  équations  (3)  et  (4)  sont  ses  intégrales  pre- 
mières; l’éijuation  (i)  est  son  intégrale  générale. 

En  exprimant  l’égalité  des  racines  « de  l’éipiation  (3), 
ou  celle  des  racines  h de  l’équation  (4),  on  trouve  la 
solution  particulière  de  l’équation  (6),  savoir  : 


f/r 

2 / d.r 


.r‘ 

7ü 


Si  l’on  veut  tirer  cette  équation  (7)  de  l’équation  dill'é- 
rentielle  (6),  on  dldéren liera  cette  dernière,  et  on  trou- 
vera 


d'y 

77 


dy_ 

dt^ 


'Il 

d.r 


= o. 


En  égalant  à zéro  le  coelïicient  de 


d^r 


(8) 


{ 


“'y 


'II^- 

it.r  4 


enfin  l’éliminaiiou  de entie  les  équations  (6)  et  (8) 

donne  l’é([ualion  (7),  que  nous  venons  d’obtenir  pai'  le 
moyen  des  intégrales  premières. 

Si  l’on  résout  l’équation  (7)  par  rapport  h on 

trouvera 


il  Y 2.e-t-./-’  V ' V 4''' 


et  l’on  peut  écrire 


U 7)  , , 

O — 1-  4-*'  ■f'  2.1 

dx 


— — 2 y I -t-  = O. 


^ 1 6 J -t-  4 -T-  ‘ ‘ 

Or  la  première  partie  du  premier  membre  est  la  dé- 
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rivée  du  radical  y/ 1 -t-  4 taudis  que  la  seconde 

partie  2 y 1 -f-  .r*  est  la  dérivée  de 

X y'  I + x'  -f-  log  (.r  -j-  V^I  x’  j ; 

donc  la  soluliou  particulière  (7)  s’obtient  en  différentiant 
l’ik]uatiou 


(f))  4x’  -f-  .1*  — .r  y I + .r’ — log(.r  + y/l  + x’)  =::  H, 


où  H désigne  une  constante  arbitraire;  en  d'autres  termes 
l’équation  (9)  est  l’intégrale  générale  de  celte  solution 
particulière. 

L’équation  (7)  a elle-même  une  solution  particulière, 
et  on  peut  la  tirer  de  son  intégrale  générale  (9).  Comme 
celle-ci  est  résolue  par  rapport  à la  constante  arbitraire, 
il  suflira  d’égaler  à riiiCni  la  dérivée  de  son  premier 
membre  prise  par  rapport  ay.  On  trouve  ainsi 


i6j  + 4^’ + -r*  — O,  d’où  y 


,r> 


X* 


4 76' 


Cette  valeur  de  ) satisfait  bien  à l’équation  (7),  mais 
elle  ne  vérifie  pas  l’équation  (i). 


Sur  une  clause  remarquable  d'équations 
différentielles. 

648.  En  terminant  ce  Chapitre,  je  présenterai  quelques 
notions  très-sommaires  relatives  à une  classe  d’équations 
différentielles  étudiées  d’abord  par  Lagrange  et  dont  j’ai 
donné  une  théorie  Irès-développée  dans  uu  Mémoire  qui 
fait  partie  du  tome  XVIII  du  Journal  de  Mathémati- 
ques pures  et  appliquées. 

Soient  j:,  y deux  variables;  v ',  y", ...  les  dérivées 
successives  de  y \ a et  S deux  coiislantcs  arbitraires.  Si 
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les  deux  équations 

. . I ÿ[j-.  a, 

sont  deux  intégrales  premières  d’une  môme  équation 
différentielle  V = o,  et  que 

(2)  /[•!•.  js.v',..  a.  e]  =0 

en  résulte  par  l'élimination  de_^^"\  cette  dernière  sera 
une  intégrale  deuxième  de  l’équation  V = o.  J'ajoute  que 
la  même,  équation  (2),  sera  une  intégrale  première  de 
l’équation 

(3)  F{y,^)  = o, 


où  F désigne  une  fonction  quelconque,  pourvu  que  l’on  y 
considère  a et  ? comme  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l’équation 

(4)  F,a,e)=..o. 


Effectivement,  si  l’on  résout  par  rapport  à a et  6 le 
système  formé  de  l’équation  (a)  et  de  celle  (ju’on  en 
déduit,  par  la  diirérentiation,  011  trouvera,  par  notre  hypo- 
thèse « = ffl,  ô = !},  et  puisqu’on  suppose  a et  6 liées 
par  l'équation  (4),  il  est  clair  que  l’équation  (3)  sera 
satisfaite. 

Maintenant,  pour  avoir  la  solution  particulière  de 
l’équation  (3),  on  peut  employer  son  intégrale  pre- 
mière (a).  IN'ous  supposerons  cette  intégrale  écrite  de  telle 


manière,  que  la  dérivée 


ne  puisse  devenir  inffnic: 


alors  il  sufiira  de  différenticr  l’équation  (a)  par  rapport  à 
l’arbitraire  a,  en  regardant  6 comme  une  fonction  de  a ; 
il  vient  ainsi 


'1/ 

-4-  r/S=:  o. 

1/6 


I 
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D’ailleurs  l’équation  (4)  donne 


'/F  , '/F 

— f/a  -4-  — f/S  : 
« a MO 


; O, 


et  il  en  résulte,  par  l’élimination  du  rapport 


f/? 


'Il  — 'IL — 

fiai  f/o  f/6  tl:t  * 


eette  éfjuation  (5)  est  précisément  la  solution  particulière 
demandée. 


(Î49.  Exemple  I.  — Supposons  qu’on  demande  de 
trouver  une  courbe  plane,  connaissant  la  courbe  lieu  des 
(XMitres  de  courbure. 

Si  l’on  désigne  par  x,  y les  coordonnées  de  la  courbe 
demandée,  par  a,  S celles  du  centre  de  courbure,  on  aura 
(il»  DJ.'i) 


f/a*  (/x‘ 


si  donc 


F (*.  5)  = <), 


est  l’équation  de  la  courbe  donnée,  l’équation  différen- 
tielle du  problème  sera 


(3) 


f/r* 

f/r*  f/y 

TH  ' 
77 


I 4- 


= o; 


elle  est  du  deuxième  ordre.  Mais  si  l'on  regarde  a et  ô 
comme  des  constantes  arbitraires,  les  équations  (i)  seront 
deux  intégrales  premières  de  la  même  éipiation  du  troi- 
sième ordre 


(4) 


(■ 


f/)  * \ f/’  ) t/y  f/-'  ) 

f/.r')  f/.f*  c/x  f/.c* 
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on  est  donc  ici  dans  le  cas  considéré  au  numéro  pn'ic- 
dent.  En  éliminant  entre  les  équations  (i),  on  oblieiil 

(5)  (a  — a:)  H-  (6  — .)•)  ~ = o, 

(fx 


et  cette  équation  est  une  intéftrale  première  de  lV(|na- 
tion  (3),  a et  6 étant  des  constantes  liées  entre  elli's  par 
l'équation  (a  ).  Le  premier  membre  de  rétjualion  (5)  est, 
à un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de 

si  donc  on  désigne  par  R une  nouvelle  constante  ai  bi  irai  t e. 
l’intégrale  générale  de  l’équation  (3)  sera 

{j-  — a}’  -I-  {j  — 6/  = R=, 


a Cl  D étant  liées  par  réijuation  (a).  La  solution  générale 
du  problème  proposé  est  donc  donnée  par  une  circon- 
férence de  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre  est  en  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  donnée.  Mais  au  point  de 
vue  de  la  géométrie,  ce  n’est  pas  l.à  la  vraie  solution; 
celle-ci  n’est  autre  chose  que  la  solution  particulière  de 
l’équation  (3).  Pour  l'obtenir,  il  faut  dill’érenlier  l'éipia- 
lion  (5)  en  regardant  « etc  comme  seules  variables,  ce 
qui  donne 


(<>) 


riz  ^ 

t/x  dx 


-t-  I 


; o. 


riz 


le  rapport  — devant  être  tiré  de  l’équation  (q).  L’équa- 


tion (6),  qui  n’est  que  du  premier  ordre,  est  précisément 
celle  qu’il  faut  j>oser  quand  on  se  propose  de  trouver  les 
développantes  de  la  courbe  donnée. 


,GoO.  Exemple  IL  — Proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d’une  surface  de  deuxième  ordre  à 
centre. 


IL 


îG 
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L’équation  de  la  surface  donnée  étant 


(■) 


l’équation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  cour- 
hure  surle  plana;^  scia  (n"  3U  ),  en  faisant  dy  = y'dx, 


(2) 


OU 

(3) 

en  posant 


— 6 — = O, 


Or,  quand  on  regarde  a et  6 comme  des  constantes  arbi- 
Iraircs,  les  précédentes  équations  s’accordent  à donner, 
par  la  différentiation, 

yr.r"  ~x.r'  + 

elles  sont  donc  deux  intégrales  premières  de  celte  der- 
nière équation  et  l’on  peut  ap|)liqucr  à l’équation  (2)  le 
théorème  du  n°  648.  En  éliminant  )'  entre  les  équa- 
tions (4))  on  tiouve 

c’  .r’  r’  — h'  y’ 

a et  5 étant  liées  par  l’équation  (3)  nous  poserons  a = u’, 
S = fi’ — h*,  et  l’équation  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sera  finalement 

c-x’  (c’— 6’)_r’  _ 

^ (p’—  ~~  ‘ ’ 

fi’  étant  la  constante  arbitraire. 
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Comme  celte  équation  (5)  est  symétrique  par  rapport 
à P cl  U,  si  l’on  considère  p comme  un  paramètre  variable 
et  U comme  une  quantité  déterminée,  elle  représentera 
également  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface 


et  si  P et  fi  ont  en  même  temps  des  valeurs  déterminées, 
l’équation  (5)  représentera  la  projection  d'une  ligne  de 
courbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (6),  laquelle  sera 
donc  l’interscciion  de  ces  deux  surfaces. 

Si  dans  l’équation  (i)  on  a devra  être 

compris  entre  b et  c,  ou  inférieur  à c,  car  autrement  les 
deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  Ou  conclut  delà  que 
les  trois  équations 


dans  lesquelles  b cl  b sont  des  constantes  détermi- 
nées, p,  fi,  V trois  paramètres  variables,  compris,  le  pre- 
mier entre  c cl  oo  , le  deuxième  entre  b et  c et  le  troi- 
sième entre  o et  b , représentent  un  système  de  trois 
familles  telles,  que  l’une  quelconque  des  surfaces  de  l’une 
des  familles  est  coupée,  suivant  scs  lignes  de  courbure, 
par  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles,  propriété 
que  nous  avons  déjà  démontrée  au  moyen  du  théorème 
de  M.  Dupin  (n“  338). 

OSl.  Exemple  III.  — L’équation 


26. 
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sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  le  Chapilre  suivant, 
appartient  à la  classe  de  celles  dont  nous  nous  occupons  : 
car  les  équations 


•Jy 

itx 


— *1 


r — 


dx 


P. 


on  a et  (î  désignent  deux  constantes  aibilraircs , sont  les 
intégrales  premières  de  l’équation 

,l\y 


Kn  éliminant  ^5  on  a 
dx 


J X- XX  -h  |3, 


ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  quand  on 
regarde  fi  et  a comme  liées  pat  l’cquation 

P -/(»)• 

La  solutioti  particulière  s’obtiendra  é>  ideinmetit  cti  cli- 
minant  a entre  les  deux  cqnatiotis 


J = y.x 
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CHAPITRE  Vil. 

DE  LLNTÈGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFKÉRENTIEM.ES 
DU  PREMIER  ORDRE  A DEUX  VARIARLES. 


De  la  sèpai'alion  des  variables. 


Go2.  Après  avoir  exposé  les  principes  généraux  de  la 
théorie  des  étjuations  dillércnlielles,  nous  devons  exa- 
miner les  cas  dans  lesquels  on  sait  trouver  les  intégrah'S. 
Nous  ne  nous  occupeioiis  dans  ce  Chapitre  que  des  équa- 
tions du  premier  ordre  h deux  variables. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  variables 
sont  séparées;  alors  l’intégration  de  l’équation  dillércn- 
ticlle  ne  dépend  que  des  quadratures.  Nous  disons  que  les 
variables  sont  séparées  dans  une  équation  diirérenticlle, 
ioi  s<|ue  celte  é(jualion  est  ramenée  à la  forme 


ou 


X 


') 


Yf/7  = o; 


X étant  une  fonction  donnée  de  x cl  \ une  fonction 
donnée  de  Si  l’on  désigne  par  Xo  etjo  des  quantités 
déterminées  quelcon([ues,  par  C une  constante  arbitraire, 
l’intégrale  générale  de  l’é(|uation  (i)  sera  évidemment 


(?) 


r 


\ftx  -( 
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On  peut  même  prendre  pour  cette  intégrale 


3)  / Xdr -h  f Y((r  = o, 

.j'o  étant  une  valeur  déterminée  cjuelcoiif|ue  et  > o dési- 
gnant une  constante  arbitraire;  celte  constante  est  pié- 
cisément  la  valeur  que  prend  r quand  on  donne  à x la 
valeur  Xo. 

Le  problème  qui  a pour  objet  l’inlégralion  d’une  équa- 
tion dillérenticllc  doit  être  regardé  comme  résolu  lorsque 
les  variables  sont  séparées;  on  parvient  quelquefois  à 
edectuer  la  séparation  par  le  moyen  d’un  changement  de 
variables;  on  enverra  divers  exemples  dans  ce  Chapitre. 

Si  l’équation  = o a la  racine  a,  l'équation  dill’é- 

rentielle  (i)  admettra  évidemment  la  solution  x = n 
qui  sera,  suivant  les  cas  (n"  (iil),  une  solution  particu- 
lière ou  une  intégrale  particulière.  De  même  si  l'équa- 
tion Ÿ = o admet  utie  racine  h,  l'équation  proposée 
aura  la  solution  particulière  ou  l’intégrale  particulière 

) =l>. 

0o3.  Exemples.  — i“  Considérons  l’équation  dill’ércn- 
tielle 

tly  I — 

- — I — O ; 

ilx  1 — x’ 

on  peut  lui  donner  la  forme 


et  son  intégrale  est 
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Si  donc  on  écrit  log  \JC  au  lieu  de  C,  l’intégrale  précé- 
dente deviendra 

(— 

L’Kypothèse  C = o donne  les  intégrales  particulières 
X = — i,y  z=  — i;  l’hypothèse  C = 00  donnera  les  deux 
autres  intégrales  particulières  a:  = -I-  i , i , ce  qui 

s’accorde  avec  les  résultats  établis  au  n“  641. 
a”  Soit  en  second  lieu  l’éijuation 

v'i  — 

-T-  -t-  —-j—sl:-:  — O ; 

V'— 

on  peut  lui  donner  la  forme 

rf.r  rly 

H . — ■ O, 

VI  — ar’  VI  — 7’ 

et  elle  a pour  intégrale  générale 

arc  sina-  arc  sin/  arc  sinC, 

C étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  prend  les  sinus 
des  deux  membres,  il  viendra 

a:  V 1 — H-  \!i—  X-  = C. 

Conimedans  l’exemple  précédent,  l’équation  dittérentielle 
proposée  est  satisfaite  en  posant  x = dz  1 , = ± i ; mais 

on  voit  que  ces  solutions  sont  ici  des  solutions  particu- 
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lières  ut  non  des  intégrales  particulières;  car  l’intégrale 
générale  ne  peut  devenir  identique  pour  aucune  valeur 
de  la  constante  arbitraire,  ejuand  on  y suppose  x = ±i 
ou  ■)'  = db  I ; cette  conclusion  est  conforme  à la  théorie 
du  11”  6il . 

Intégration  fies  équations  de  la  fonne  ^ =J~  • 

Goi.  Lorsqu'il  s’agit  d’une  équation  différentielle  de  la 
forme 

on  arrive  à séparer  les  variables,  par  le  moyen  de  la 
substitution 

J-  = :r, 

Z étant  une  nouvelle  variable. 

En  effet,  on  a 

tty  th 

et  en  substituant  les  précédentes  valeurs  de  > et  de  ^ 
dans  l’équation  (i),  elle  devient 


d’où 


f/s  dx 

X ~~ 


On  aura  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C une 
constante  arbitraire, 


>h 

/ '/'■ 

— / — = c 

f[z)-z 

1 X 

dz 

l()f*  — ““  c 

7i^  = 
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f.cs  ^aIc^^^s  j"/,  el  ?o  peuvent  être  clioisies  à voloiilé;  si 
l'on  regarde  Zt  comme  une  conslanle  arbitraire,  on  peut 
écrire  plus  simplement 


ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit  au  n°  G'i2. 
Il  est  évident  ijue  l'équation 


r/u: 


Pdt'  H-  Qf/r  = O, 


dans  laquelle  P ei  Q désignent  des  fonctions  homogènes 
d’un  même  degré  des  deux  variables  x et  )-,  a la  même 


forme  que  ré<|uat!on  (i) 


car  le  rapport  — est  une  fonc- 


tion homogène  du  degré  zéro  des  variables  T,  et,  par 
conséquent,  on  peut  poser 


V 

Q 


Hoij.  Exemple  I.  — Êltiiit  donnés  deux  axes  reclan- 
ÿu/aires  Ox,  O) , Iroueer  une  coin he  MNP  telle,  (lue  le 
rn)  on  eceCeurOM  soit  égal  à la  ilistancc  OT  de  l'ori- 


p 


'J 


I 


/ 

51 


gine  des  coordonnées  au  point  T où  la  tangente  en  M 
rencontre  l'axe  des  y. 
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L’équalion  de  la  tangcnlc  MT  au  point  M (a",  > ) est 

ï_^=g,X-x). 

et  si  l’on  y fait  X = o,  Y = — on  obtiendra 

l’équation  différentielle  de  la  courbe  elierchée,  savoir  : 


Posons 


dr .1  4-  V’r'  + 

dx  X 

dv  dz 


l’équation  précédente  devient 

dz 


dz  d.r 


X = J I 4-  5^  ou  — • — • = 

dx  ^ I j)  X 


les  variables  sont  séparées,  et  coiiiine  on  a 


'og  (=-+-/  I +z')  -t-  const.. 


C 1 C 1 

I — =logx-f- const.,  I —T-  - - =log 

J ^ J 

l’intégrale  sera 

log(z  + V I -I-  z’j  = logx  — loge, 
logC  étant  la  constante  arbitraire.  On  peut  écrire  aussi 


î + v.  -, 

et  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres 

/ ; C 

— Z 4"  y î 4”  ~ — • 

X 

Retranchant  enfin  la  dernière  équation  de  la  précédente, 
il  vient 

X C 

C X 
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OU,  en  remcltanl  - au  lieu  de  r, 

X 

x’  — — C’  =:  O. 

Cette  équation  représente  des  paraboles  qui  ont  pour 
fover  l’origine  des  coordonnées  et  dont  l’axe  coïncide 
avec  l’axe  des  Kii  différenliant  par  rapport  h C,  il 
vient 

r -t-  C — O, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière  imaginaire 
■r’ o; 

l’é(juation  différentielle  du  problème  est  effectivement 
satisfaite  quand  on  pose  >'  = x y/ — i . 

606.  FixEMPLE  II.  — Trouver  l'intégrale  de  l'efiua- 
tiun  différentielle 

[ax  -i-  b)  ) dx  -t-  [a'x  -f-  b'  y)  rly  ■=  o, 

dans  laquelle  a,  l>,  a',  b'  désignent  des  constantes  don- 
nées. 

Par  la  substitution 

y = xz,  dy  — xdz  zdx, 
l'équation  proposée  devient 

(«' -f- 6's  ) f/î  d.v 

a + (b  a')  Z -y  b'  z‘‘ .r 

OU 

tir  {b  -y  a'  ) -y-  •S  b'  Z {a'  — b) 

2 (-  ..J ' ,1-  -f.  ; dz  zzz  U. 

.r  U -t-  ^ b ~ï“  n ^ Z ~y  b'  Z*  et  -y  ^ b e J c -t-  b z^ 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  forment  la 
dillérenticllc  de  la  somme 

log.r’  -4-  log[«  -f-  (i  -y  ti')  z -y  b' z^\  — log[f/x’  -y  l^b  -y  a’)  .ry  -y  ; 
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on  a donc  par  l’intégralion, 
log [ ox’  ■+■  [h  a']  rr  -t-  b' S ^ 

Si  l’on  pose 

by-~  .i(ab'  - bn')z=±lh 


(a'  — b)  tlz 
-+.[b  ■+■  (/)  Z +~b'z'‘ 


= const. 


Il  étant  une  quantité  positive,  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule précédente  aura  pour  valeur 

n'  — b -xb'  Z -4-  b ti'  — v'TÏ 

'"e-TT 


V/H 


9.b'z-t-  b -}-  n'-r-^H 


9.  («' — /')  ■?,  b' Z -4- b -r  n' 

__ — arc  tane z:; 1 

y/H  V'H 

selon  que  ±H  sera  positif  ou  négatif.  L’intégrale  de 
l’équation  proposée  sera  donc,  dans  le  premier  cas. 


rt'  — /'  I 2 b'  r -t-  {b  -4- a'  — \/  H ) X 
y H ^ 2 b' y 4-  -f-  «'  -f.  y*  H ) .r 


= C, 


Ing  [rt.H  -4-  {b  + n').rf-^  b'jr^  ] 

et,  dans  le  second  cas, 

, , , “3  h'  >'  -f-  {h  H-  n*  \r 

4- ^ lang  - - 7=^^ 

V H r y/  U 


C désignant  la  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  H = o, 
le  dernier  terme  est  algébrique  et  on  rcconnait  facilement 
(ju'il  a pour  valeur 

— O.  ( fl'  — b)  .r 
lb‘ y 4-  ( A a')  .r 

Il  est  évident  que  l’intégrale  de  l'équation  proposée  ne 
peut  être  algébrique  que  si  la  quantité  ±11  est  positive, 
et,  dans  ce  cas,  il  faut  en  outre  que  l’on  ait 

fl'  — b m 

4îr~"’ 

m et  n étant  des  nombres  entiers. 
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657.  Exemple  III.  — Trouver  V intégrale  tic  rèqwt- 
tion  dijférenlielle 

(rt.c  -t-  b)-  -+-  c)  tt.r  + [a' X + b'  y -f-  r')  dy  = o. 

L’équalioii  dont  il  s'agit  ii’est  pas  homogène  par  rap- 
jK>rt  aux  variables  x,  ) , mais  on  peut  la  ramener  à la 
forme  des  équations  homogènes  par  un  changement  de 
variables.  Posons 

X = .r,  -I-  .r',  y = > , -y-  y', 

x'  et  y'  étant  les  nouvelles  variables,  et  déterminons  les 
constantes  Xo,_)o  pst'  b's  équations 

n.r,  by,  -4-  c = O,  a’  x,+  b' y,  + <■'  rr  O. 

L’équation  transformée  sera 

[ax'  ■+■  by')  tix'  + [ti' j'  + b' y']  dy'  = o, 

et  elle  coïneide  avec  celle  de  l’exemple  précédent. 

On  peut  encore  procéder  comme  il  suit.  Posons 

H.r  -(-  c - «,  rt'  X -y-  b' y ■+■  c'  v. 

Il  et  V étant  de  nouvelles  variables;  on  aura 

b' (il  — c)  — b (v  — r'  ) _ « (i’  — c')  — a'  (il  — c) 

iib'  — ba'  ' ^ tib'  — ba' 

et  l'équation  proposée  deviendra 

U ( b'  lia  — bdv)  -y-  v(adv  — a' du)  — ■ o, 

OU  '■ 

{b'  Il  — a'  e)  du  -y  ( av  — bu)  dv  ■=.  o, 

ce  qui  est  une  équation  homogène  par  rapport  aux  varia- 
bles U et  i'. 

Les  deux  transformations  que  nous  venons  d’employer 
ne  sont  pas  praticables  lorsque 

nb'  — ba'  — o ; 
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a 


et  l’équation  proposée  est 

{ai:  -t-  -J-  c)  rfx  + j — (rtJr  -4-  b_r)  4-  c'J  dj'  = o. 

Pour  séparer  les  variables,  il  suffit  de  poser 

dz—ndx 

ux  4-  bjr  — Z,  d ou  (/_>'  = ; 

l’équatioD  devient  alors 

, {a'z-hac’)dz 

a dx  4-  T, n 71 7s  — 

{b  — a ) Z [bc  — ac  ) 

et  les  variables  sont  séparées.  Ce  résultat  persiste  dans  le 
cas  de  a'  = o,  h'  — o\  mais  si  l’on  a a = o,  b = o,  il 
faudra  employer  la  transformation 

a'  X -h  b' y =:  z. 

Intégration  de  l' équation  linéaire  du  premier  ordre. 

1)58.  Lue  équation  diflércntiellc  du  premier  ordre  est 
dite  linéaire  lorsqu’elle  est  du  premier  degré  relative- 
ment à l’une  des  variables  et  à sa  dérivée  ; une  telle  équa- 
tion est  donc  de  la  forme 

(*)  — t- Xj" -t- X|  = o, 

X et  X,  étant  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

On  peut  intégrer  facilement  l’équation  (i)  en  y exécu- 
tant la  séparation  des  variables.  A cet  effet,  posons 

(2)  y = ^z. 
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Z étant  une  nouvelle  variable,  et  9 désignant  une  fonction 
de  X que  nous  nous  réservons  de  déterminer  à volonté. 
L’équation  (a)  donne 


(3) 


H Y rh  tl  9 


et  en  substituant  les  valeurs  de  > et  de  j-  dans  l’équa- 
tion (i),  on  obtient 


(4) 


-t-X,  = 0. 


Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  fonction  9 par 
la  condition  qu’elle  satisfasse  à l’équation 

(5)  g4-XS=o, 


et  l’assujettir  en  outre  à se  réduire  à l’unité  pour  a:  = 
L’équation  (5)  est  une  équation  différentielle  dans  la- 
quelle on  jieut  séparer  les  variables  en  récrivant  comme 
il  suit, 

— 4 Xrf-r  = o, 

et  l’on  en  conclut 

• — / Xrfx 

J 

(fi)  logO  — — \ e “ e 

Ensuite,  h cause  de  l’équation  (5),  l'équation  (4)  se  ré- 
duit à 

„ , X.rfr 

9- — rX,  = 0 ou  rfî -I — ~ — =o; 
th:  0 

les  variables  sont  encore  séparées,  et  l’intégration  donne 
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C étant  la  constante  arbitraire.  On  a donc,  pour  l'inté- 
grale générale  de  ré(|ualion  (i), 


D’après  les  résiillais  obtenus  aux  n“  (339  cl  suivants,  il  esl 
évident  J[ue  les  équations  linéaires  ne  peuvent  pas  avoir 
de  solutions  particulières. 


(5.39.  Exemple  I.  — On  demande  d inlégrcr  V équa- 


tion différentielle 


(• 


a étant  une  constante  donnée. 


On  a ici 


X 


-■  X,  = - 


1 -f-  x‘ 


d'où 


puis 


-r 


Xrf.r  - log  \ I -t-  a’,  0 = y l H-  .f, 


rX,  , /■*  >lr  —a.r 

d ® J /T+.r' 

l’intégrale  dcuiamlcc  est  donc 

jr  ^ a.r  -t-  C.  x\ 

C étant  la  constante  arbitraire. 


onsl.; 


(5(10.  Exesiple  h.  — On  demande  d'intégrer  l'éqa  i- 
tion  différentielle 


'Il 

iU 


1 

-t-  2- 


d.c. 
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puis 


ensuite 


1 /'■'siri.r 

X = -,  X,  — - f/.r, 

Jo 

f Xdr  = 2logJ-,  0=-^, 

•/'  I 

fj  =/•’•=  = I ! j s 

d’ailleurs 

. r ■ 

-J—  (l.r  ~ — j .r’sinxf/j; 

= (.A*  — 2)  Cüsj:  — a j'sin.r  -t-  const., 


donc 


J > 3J0 


— 2 2 . 

— ^ — cos.r  "t-  ^ a:  sin  j:  -t-  const.  ; 


l’intégrale  demandée  est  donc 


C -r  /^■’^sin.r 


— 2 2 sinr 

'•  H 5 cos.i  — ^ , 

3.r‘  3 .r 


C étant  la  constante  arbitraire. 


D'une  classe  d’équalions  ilijférentiellcs  réductibles 
à la  forme  linéaire. 

661.  Les  équations  de  la  forme 
(0  -t- X/  + X,  j-«=o, 

où  X et  X(  désignent  des  fonctions  données  de  .r,  se  ra- 
il. 27 
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mènent  à la  forme  linéaire,  par  la  substitution 


= d’où  y~''dr  = dz\ 


effectivement,  l’équation  proposée  divisée  par  •)  " devient 
y~"  4-  X r 4-  X,  = O, 

dj 

et,  par  notre  substitution,  on  trouve 
dz 


d.1 


4-  (i  — n)  Xz  4-  X,  = o, 


ec  qui  est  une  équation  linéaire. 

Au  reste,  il  est  inutile  d’opérer  la  réduction,  et  on 
peut  appliquer  directement  à l’équation  (i)  le  procédé 
d’intégration  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  (j-IH.  Si  l'on 
))ose 

y = 

f 

l’équation  (i)  deviendra 


âz  dH 


a)  6 --  4-z('^ -hex)4-X,S''i"=o; 

‘ d,r  \d.v  f 

et  cette  équation  se  réduira  à la  suivante 


(3) 


dz 

f/x 


4-  X,  6"~'z"  = O, 


.si  l’on  détermine  S de  manière  que  l’on  ait 
dO 


(4) 


4-0X  = o. 


L'é({uation  (4)  donne,  comme  au  n“  6o8, 


r/0 

— — h Xr/.r  = O,  0 = e 


Xr/j 
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ensuite  l’équation  (3)  devient,  en  séparant  les  variables, 


dz 


— -t-  X,  O"""'  dx  = O. 

Intégrant  et  désignant  par  C la  constante,  il  vient 

- I X,  0—  dx  -4-  C; 

Jx, 

l’intégrale  de  l’équation  (i)  est  donc 

/ (!-«)  /’  \d^ 

L~iX  '■  X,^/.r  + C 


D'une  classe  <ï équations  dont  on  peut  detenniner  V in- 
tégrale générale  quand  on  connaît  une  intégrale 
particulière. 

()G2.  Les  équations  différentielles  dont  je  veux  parler 
ici  ont  la  forme 


0, 


X,  X,,  X,  étant  des  fonctions  données  de  x.  Si  l’on  sa- 
tisfait à l’équation  (i)  en  posant  j = Y,  Y étant  une  fonc- 
tion donnée  de  x,  on  jKuirra  trouver  l’intégrale  générale. 
Pour  cela,  il  suf6ra  de  poser 


d_r  _^d^ 
Tx~lü- 


dz 

de' 


Z étant  une  nouvelle  variable.  Comme  on  a,  par  hypo- 
tbèse, 

— -I- XY- -H  X,  Y -+- X,  = O , 
tir 
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l'équation  iransfonnéc  en  ; sera 


(2)  -t-(X,  4- 2XY)h-Xî’  = o. 

Celle  é(|ualion  (2)  esl  comprise  dans  celle  que  nous 
avons  considérée  au  numéro  précédent,  et  elle  répond 
au  cas  de  rt  = 2 ; on  pourra  donc  obtenir  sou  intégrale 
générale  en  appliipiaiU  l’un  ou  l’autre  des  procédés  que 
nous  avons  indiqués. 

Par  exemple,  l’équation 

~ 4-  X.)>4-  X,r  — (X.t-  4-  X.j  -I-  i)  = o 

est  satisfaite  quand  on  pose  y = .r;  donc  la  substitution 

= .r  + Z 

ramènera  celle  équation  .à  la  suivante 

^ 4-(X,  H-2Xj-)z  + Xz>  = 0. 
dx 

De  r équation  de  lUccati. 

Gü3.  L’équation  dite  de  Jiiccati  appartient  à la  classe 
de  celles  dont  il  a été  question  au  numéro  précédent  ; 
cette  équation  est  la  suivante 

{.) 

a Cl  b étant  des  coefficients  constants. 

Dans  le  cas  de  m = o,  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement; on  a 

f/y 

4-  atl.r  =1  o; 
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d’oi'i,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c une  constante, 


Vi'»--— 


— . 4-  f>  {.r  — f]  ^ O. 


\/j 


Si  1 'on  résout  par  rapport  à , on  trouvera 


■7 

l)  C > “ -f.  P V " 


■’  , A 

lorsque  - est  négatif,  on  peut  écrire  (n"  308) 

^ ==V/-r»‘ ["(•'■ 

L'équation  (i)  est  intégrable,  dans  certains  cas,  par  le 
inoycn  des  fonctions  algébriques  et  logaritbiniques  ou 
circulaires;  la  marche  que  nous  allons  suivre  dans  cette 
recberebe  consiste  .à  ramener  réejuation  dinérentielle  à 
une  autre  de  même  forme,  et  dans  laquelle  l’exposant  ni 
soit  nul. 

OOi.  Nous  ferons  d'abord  la  transformation  suivante 
= M/'  H-  N, 

y'  étant  une  nouvelle  variable  et  M,  N désignant  des 
fonctions  de  jr  que  nous  pourrons  déterminer  à volonté; 
on  aura  aussi 


tt.r  a.r 


, </M  rfiN 
■ ^ ~i ' — 7~  ’ 

<l.r  tic 


et,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  il 
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dy 

d.r 


_ + ( ^ 4-  aaMN^  r'-+-  «M’^" 

^ \ a.r  J " 

4-  4-  fl  N’  — i,r™^  = O. 


Posons  mainienant,  pour  délermincr  M et  N, 

— 4-flN’  = o,  ^^  + 2«MN=o. 
f/.r  n.r 

Dans  la  première  de  ces  équations,  les  variables  se  sé- 
parent immédiatement;  on  peut  écrire 


et  il  en  résulte 


Nous  prendrons 


(lîi 

h-  iidjc  — O, 


h nx  = const. 

N 


N=  ■ 


l’autre  éejuation  devient  alors 


r/M  2M  </M  7.  d.r 

1 =o  ou  -rpH = O, 

f/-r  ,r  M X 


et,  en  intégrant, 

logM -t- log.r’ = const.  ou  Mx*  = const.; 
nous  prendrons 

M = -, 

• 

en  sorte  que  la  transformation  employée  sera 

(2) 


y I 

y=  ’ 

.r^  a.c 


Digitized  by  Google 


CHAl'ITRE  VII. 


ft  elle  donnera  pour  transformée 


h — 64:'"+’  = O. 

dx  ■ 


Dans  le  cas  de  ni  = — a,  celte  équation  dcvieiii 


et,  comme  le  second  membre  est  une  fonction  du  seul 

rapport'—,  elle  est  intégrable  par  le  procédé  du  n”()ol-. 

Ainsi  notre  transformation  permet  d’intégrer  l’équation 
de  Riccali  lorsque  ni  = — 2. 

l.’éijualion  (3)  n’a  plus  la  forme  de  la  jiroposéc,  mais 
on  peut  l’y  ramener  par  un  nouveau  cbangemetil  de 
variables  5 nous  ferons 


r'=-, 


dv'  = - dx  = — .r,  ^ . 

J'  , "I  ■+■  3 


si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (3),  cl  que 
l’on  fasse,  pour  abréger, 


Il 

(>J  = —.TI 

lit  -h  3 


III  4 
III  -I-  3' 


Cette  équation  est  toute  semblable  h l’équation  (i);  elle 
est  intégrable  lorsque  m,  = o,  ce  qui  donne  ni  = — 4 1 
donc  l’équation  (1)  est  elle-mômc  intégrable  dans  cette 
hypothèse. 
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00t>.  La  traiisforinalion  par  laquelle  on  passe  de  l'équa- 
lion  (i)  à réquatiun  (6)  peut  être  appliquée  à celle-ci, 
cl,  en  poursuivant  la  même  marche,  oi\  obtiendra  une 
innuitc  de  transformées  successives,  qu’on  peut  repré- 
senter d’une  manière  générale  par 


fin  . , , m. 


Si  l’on  renconlre  une  transformée  dans  laquelle  w,  soit 
nul,  celle  transformée  sera  intégrable  comme  on  l’a 
vu,  cl  toutes  les  iraiisformécs  qui  précèdent  le  seront 
aussi.  Il  est  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  celte 
circonstance  se  présente. 

Désignons  par  6m  la  fonction  de  m définie  par  la  for- 
mule 


et  faisons,  pour  abréger, 

a 6 m — O nt,  6 O’/a  = . .; 


il  est  évident  que  l’on  aura 

ni,-  =:  6'  ni, 


et  l’on  trouve  [voir  mon  Cours  d' Algèbre  supérieure, 
3'  édition,  t.  11,  p.  Sag) 

( 2 » — \)  m + ûi 

Wi  — . — : — — - ; 

un  (2/  -I-  i] 


cette  formule  s’accorde  avec  les  formules  (5)  pour  t = i, 
et  il  est  facile  de  s’assurer  que  si  elle  a lieu  pour  un  in- 
dice i elle  subsiste  pour  l’indiec  1 -t-  i- 

D’après  cela,  pour  que  l’on  trouve  tu,  = o,  il  faut  que 
l’on  ait 


(7) 


ni 


4' 


?.i — I 
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J.orsquc  le  nombre  m a celle  forme,  i éiant  un  entier 
positif,  l’équalion  de  Riccaii  est  intégrable  par  le  inoven 
des  fouclioiis  algébiiques  cl  logai itlimiqucs ; mais  il 
existe,  comme  on  va  voir,  un  autre  ras  d’inlégrabilité. 
En  effet,  si  l’on  fait  la  substitution 


y’ 


X"'+' 


dans  l’équalioii  proposée  (i),  on  trouvera  la  transformée 


f/Y  /< 

(/X  m + 1 


qui  a encore  la  meme  forme,  et,  d’après  ce  qui  précède, 
celte  iransfunuée  et  la  proposée  seront  intégrables,  si 
l’on  a 

— fit  _ 4 ' 4 ' 

W -1-  I 2 /■  — I 2 ( + I 


Donc,  en  résumé,  nous  savons  intégrer  l’équation  de 
Riccati  lorsque  le  nombre  m a la  forme 


c étant  un  entier  positif;  le  cas  de  /;;  = — a considéré 
])lus  liant  répond  h i = v.  . 


De  Vèquation  L (.rr/)  — JfJx)  — Mr/)  -+-  Nr/x  = o,  dans 
laquelle  L,  M,  N désignent  des  Jonctions  linéaires. 

GüC.  L’équation  différentielle 

Vdr  -f-  Q(/jr  — O 

s’intégre  aisément  (n”  (xi7)  lorsque  P et  Q sont  des 
fonctions  linéaires  des  deux  variables  x et  y.  Euler  cl 
d’autres  géomètres  ajirès  lui,  ont  étudié  le  cas  où  P et  Q 


4a6  CALCUL  INTÉGRAL. 

sont  des  fonctions  entières  du  deuxième  degré,  mais  ils 
n’ont  pu  trouver  l’intégrale  qu’en  restreignant  la  géné- 
ralité des  polynômes  P et  Q. 

Les  équations  différentielles  de  la  forme  dont  nous 
parlons  et  que  l’on  était  parvenu  à intégrer  sont  com- 
prises, comme  cas  particulier,  dans  une  équation  gé- 
nérale dont  nous  allons  nous  occuper,  et  pour  laquelle 
Jacobi  a donné  le  premier  une  méthode  d'intégration. 
L’éf[uation  dont  il  s’agit  est  la  suivante 

(i)  L {■rily  — — Me/j  Nrf.f  = o, 

où  L,  M,  N désignent  des  fonctions  linéaires  données, 
savoir 

!Xj  — A — 1“  A -r  A , 

M — R -I-  B'.r  + B"j, 

N C H-  C’.r  -t- 

A,  A',. . . étant  des  constantes  données.  La  méthode  (jue 
je  vais  exposer  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  que  Jacobi 
a fait  connaitre. 

Soient 

I U : rt  -f-  èjT  -H  Cf, 

( 3)  ' L'  = fl'  -t-  6'.r  -t-  e' X, 

I V"—  n"-h  b".r  + c’  y, 

trois  fonctions  linéaires  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés; posons  en  outre 


K 

11 

C- 

r 

S — c'a" — c"a'. 

7 = a'b"— 

a'V, 

1 

J1 

6'  “T  r"a  — ett". 

■{  = a"  h — 

ab" , 

C 

1 

‘‘g 

ji 

6"=  ca'  — r'  a, 

ab'  — 

a’  b. 

et 

(5)  S = a{b'c"  - b"c' 

) -1-  h (c'n" — c'a'] 

1 + c(rt'è"  — 

a"  b') 
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; <13. 

-1- 

a' 

a' 

fl' 

A, 

-+- 

a' 

fl' 

0, 

i "7 

-h 

a' 

'7'  + 

fl' 

'7"  = 

0, 

! bu 

4- 

b' 

a -f- 

i' 

0, 

\ 

-1- 

b' 

b’ 

'r- 

A, 

6 y 

-1- 

b' 

-/■+ 

b" 

'7"= 

0. 

ca 

■4- 

c' 

a'  -4- 

c" 

a” 

0, 

cp 

4- 

c' 

c' 

'P"= 

0. 

1 ry 

-1- 

c' 

7'  + 

c" 

7"  — 

A. 

et  à cause  de  ces  relations,  les  formules  (3)  donneront 

1i  =aU-l-a'U'4-*"r", 

ij=vU  H-  v'I!'  + 7"L’". 

Si  l’on  fait,  pour  abréger  l’écriture, 

I ^t'  — A a -4-  A’6  A^y, 

,1,'=;  Aa'  -i-  A'6'  -i-  A"-/. 

»V”*—  Aa“+  A'6"-f-  K'’/", 

iC.,  = Ba  -f-  B'6  + B"y, 

(8)  K!,'  = Ba’ — B'ë' -4  B"v', 

11!,"=  B a"-;-  B'8"h-  B"y", 

O ~~  Ca  C 8 -t-  C y, 

S'  =Ca'  + C'g'H-  C'y', 
e"  = Ca"4  C'e"-f-  C'  y", 

et  que  l'on  ajoute  les  équations  (7),  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  A,  A',  A",  puis  par  15,  B',  B", 
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puis  enfin  par  C,  C',  C",  on  aur.T, 

/AL  — .l,U  ■+■  .L'U'  + cL"U'-, 

(9)  I AAI  = ni, U + Di/L'  + D'j'L'", 

( AN  = £U  -I-  G'U'  ■+■  G"U". 

• Les  équations  (3)  ilonncnt  pir  la  dilTércntialion 

dV  ==;  bd.r+cdy,  dV  = b' dx  -t-  c’dv,  dV"=x  b"dx  + c'dy, 

à cause  des  foi  mules  (4)  on  déduit  les  suivantes  : 

U' r/U" — U"r/L”=a  {xdy — )' dx'j  — 6 dy-\--/  dr, 

U"r/U  — U d\j"xx  3.\.rdjr  — J'd.r)  — t' dy  -\--i  dx, 

U f/U'  — U' f/U  = x'\tdy  — y dx\  — 6"f/)’  + •/"f/j, 

et  celles-ci  donnent,  en  faisant  usage  des  formules  (6). 

\{xdy—ydx]  =:  [a'  U"—  fj"U'j  f/U  (fl"U  — ffU"jf/U' 
-l-(<fU'-a'U)f/U, 

— Af/>  = (/.'U"-  i"U')f/U  -4-  (i"U  — bV"  f/U' 

_f  (iU'- i'U)f/U", 

\dx  = fr'U"  — f"U')  f/U  -f-  (c"  U — cU";  f/U' 

(rU'  - c'U,  f/U". 

Nous  allons  maintenant  substituer  dans  l’équation 
proposée  les  valeurs  de  L,  M,  N,  x dy  — r dx,  d)  et  dx 
tirées  des  formules  (9)  et  (lo).  Le  résultat  de  cette  sub- 
stitution sera  une  équation  entre  les  variables  L,  L',  l'" 
et  leurs  différentielles;  l’une  de  ces  variables  est  expri- 
mable par  les  deux  autres  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion ( j),  mais  il  vaut  mieux,  pour  notre  objet,  les  conserver 
toutes  les  trois.  Les  neuf  constantes  des  polvnônes  L,  U', 
U"  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à satisfaire 
à six  relations,  et  en  introduisant  trois  nouvelles  indéter- 
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minées  À",  nous  poserons  les  neuf  éqiiaiions 

I a ,1,  -i-  é II!,  + c C =:  A>, 
j rt  X'  + 6 II!,'  + f £'=  O, 

l a b O, 

1 -r-  b' M\)  -r  c'  2 = o, 

I I ! -a*  “!“  b i)!,'  -f-  c 2'  — A X', 

ü'  -4-  b Üi,  c"2  ' O, 

«".1/-4-  t"ll!,'-f-c"2':^0. 

' rt''a."-t-  è"llV'-+-  c"2"=::  AX'. 

Alors,  l’équation  proposée  deviendra,  après  la  sul'sliiu- 
liondonl  nous  venons  de  parler, 

Ll'  L"r/U  (X"  - X)  U"  V (X  — X')  LL"  r/L"  = o, 


(•  >■)  r^'  - 'n  ^ + (V'  - X)  + (X  - X') 


fiV" 

L" 


Dans  telle  équation,  les  trois  variables  sont  séparées; 
en  intégrant  et  en  désignant  par  H une  constante  arbi- 
traire, on  a 

(i  3)  (X'  — X''i  logU  -T-  .X"  - X)  logU'-h  (X  - V)  logU"  = logH, 

et  si  l'on  convient  de  représenter  par  ~ la  quantité 
dont  le  logarithme  est  (X'  — À")  logU,  même  dans  le  cas 
où  X' — X"  et  U sont  imaginaires,  l’intégrale  de  l'équation 
proposée  sera 

(l4)  H. 

Il  reste  à calculer  les  coefficients  des  fonctions  U,  U', 
U",  ainsi  que  les  exposants  X,  X',  X".  A cet  effet,  considé- 
rons les  trois  éi^uations  du  premier  des  groupes  (ii); 
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ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a,  a',  a",  puis  par  b,  b',  b",  puis 
par  c,  c',  c",  il  viendra,  à cause  des  équations  (8)  et  (6), 

i (A  — H- B i Ce  = O, 

(i5)  • + — + Cc  = o, 

( A"o  -I-  B"  i -t-  (C"  — ).)c  = O. 

11  est  évident  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  équations  des  deux  derniers  groupes  (i  i),  on  obtiendra 
deux  systèmes  d'équations  qui  peuvent  se  déduire  du  sys- 
tème (i5),  en  remplaçant  a,  b,  c,  X par  a',  b',  c',  V,  puis 
par  a",  b",  c'\  V. 

Les  équations  (i5)  sont  homogènes  par  rapport  à a,  b, 
c,  et  si  l’on  élimine  entre  elles  ces  trois  quantités,  on 
obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

(iG)  F(À)  = o, 

dontle  premier  membre  aura  pour  valeur  le  déterminant 

A — X,  B,  C,  i 

I A'  B' -'a,  C',  i; 

; A",  B",  C"  — ).  i 

ainsi  l'on  aura 

I F W = (A  - >)  (B'  - ).)  (C"  - i)  - B"C'(A  - y.) 

''71  I _a"C^B'  — a)— A’B(C"  — )i)+A'B''C-t-A"BC'. 

Les  équations  (i5)  ne  peuvent  déterminer  que  les  rap- 
ports de  deux  des  trois  constantes  a,  b,  c à la  troisième.  Si 
. l’on  fait,  pour  abréger, 

B'C'  — B'C'=D, 

C'A"  - C"A'=D', 

A'B"—  A"B'=^D", 

B'  C"  = E, 
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011  aura,  par  les  deux  dernières  équations  (i5), 

rt  i f _ 

D—  iy  + A'x  ~ ü"^rÂ"T' 

il  est  permis  de  prendre  ecs  rapports  égaux  à runité,  et 
alors  on  aura 

(19)  fl  = D — E>  4- V,  è = D'-4-A'),,  c_D'  -l  A">.. 

Il  est  évident  que  l’équation  (16)  a pour  racines  les 
trois  quantités  X,  X',  X",  et  si  l'on  rcniplace  dans  les  for- 
mules (19)  X par  V et  par  X",  ces  formules  donneront  les 
valeurs  de  a\  b',  c'  et  de  a'',  b”,  c" . On  a donc  en  résumé 

/ U — (D  — E X -f-  ^‘  ) 4~  (D’ -H  A’X  ] X 4-  [D  4-  A” X \x 

(20)  ; L!'=  (D  - EX'  4-  X'')  4-  A'X')a'  + (D"4- 

I U"— (D  — EX" 4-  X"-;  4-  (D'4-  A'X"jx  (D"4-  A"X";j, 

en  sorte  que  pour  intégrer  l’équation  différentielle 
proposée,  il  suflil  de  résoudre  l’équation  du  troisième 
degré  (16). 

CGT.  L’intégrale  (i3)  ou  (i4)  que  nous  avons  obicnne 
devient  illusoire  lorsque  l’équation  (16)  eu  X a des  racines 
égales;  mais  il  est  facile  de  déduire  de  notre  analyse  la 
solution  de  ce  cas  particulier.  Si  l’on  pose 
logU  = /(X), 

l'intégrale  (i3)  sera 

(21)  (X'  - X")  /(X.)  4-  (X"  - X)  /{X')  4-  fA  - X')  /(X") = const  . 
ou,  en  faisant  X'  = X 4-  b,  et  en  divisant  par  /i, 

(r  _ i) -/(>■)  ^ 

Les  coefficients  A,  II,  - • - , de  l'équation  proposée  étant 
regardées  d’abord  comme  des  indéterminées,  faisons-les 
tendre  vers  certaines  valeurs  pour  lesquelles  l’équation 
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correspondante  en  X ait  deux  racines  égales.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  coefficients,  l’équation  précédente 
constitue  l’intégrale  delà  proposée;  la  même  chose  sub- 
sistera donc  à la  limite,  et  on  aura  pour  cette  intégrale 

(aa)  (a"  - X)/'  ())  -!-/{>)  - /(>.")  = const.. 

ou 

(a3)  ("a"  — ^ const  , 

IJ,  étant  la  dérivée  de  U prise  par  rapport  à savoir 

;-.,4)  U.  = (a  X - K)  -t-  A'.r  ■+-  K"  y. 

Si  l’on  pose  dans  l’écpiatiou  (aa),  il 

viendra  en  divisant  par 

1.2 

— — ,, = const. 

I . 2 

Supposons  que  les  coefficients  A,  B,. . .,  ne  soient  assu- 
jettis qu’à  la  seule  relation  nécessaire  pour  l’égalité  de 
deux  racines  égales  de  l’équation  (i6),  et  faisons-les  tendre 
vers  des  limites  déterminées  qui  répondent  à une  équa- 
tion (i6)  dont  les  trois  racines  soient  égales;  à la  limite 
rét|ualion  précédente  deviendra 

/"(>)  = const., 
ou 


ou  enfin 

(aS)  Hll’  -H  L J — aU  = o. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  l’équation  (i6)  a scs  trois  racines 
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égales,  l’intégrale  de  la  proposée  est  une  équation  du 
deuxième  degré. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  l’équation  (i6)  a 
trois  racines  milles.  On  a d’aliord 

U = D -+-  D'  X -+-  D".i , U,  = A -t-  A'x  S!' J — L, 

puis 

DL  4-  D'M  -h  D"N  = o, 
AL4-A'M4-A"N=U, 

ainsi  qu’on  le  reconnaît  facilement.  Si  l’on  regarde  A, 
A',  A",  D,  I)',  D"  comme  des  quantités  données,  et  que 
les  fonctions  M,  N soient  déterminées  par  les  deux  pni- 
cédentes  équations,  l’intégrale  de  l’équation  différentielle 

h{x(ly  — 7'^/x)  — Mf//  4-  N(/x  = O 

sera 

*HU>—  2U4-L’=o, 

H étant  la  constante  arbitraire. 


Cas  des  équations  différentielles  F 


tlrx 

^j=  O,  qui  ne 


sont  pas  résolues  par  rapport  à 


dr 

dx 


Ü08.  Nous  n’avoiis  considéré  jusqu’à  présent  que  des 
équations  différentielles  résolues  par  rapport  à la  dérivée 
qui  y figure;  nous  allons  examiner  ici  quelques  cas  dans 
lesquels  on  peut  obtenir  l’intégrale  demandée,  bien  que 
l’équation  dilléreutielle  proposée,  savoir  ; 


, 1 . <■/* 
ne  soit  pas  résolue  par  rapport  a 


1°  D’abord,  si  l’équation  proposée  ne  renferme  ni  x 

II.  28 
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ni  y,  elle  esl  de  la  forme 


el  elle  exprime  que 


^ (ê) 

f/r 


O, 


a clanl  une  racine  de  l’cqualion  F(a)  = o.  L’iniégra- 

tion  donne  y = ax4-C,  C étant  la  constante;  on  tire  de 

I.  r — G ,, 

la  a = ^ 1 et  1 on  a,  par  suite, 


pour  l’intégrale  demandée. 

a”  Lorsque  l’équation  proposée  ne  renferme  pas  y, 
l’intégration  se  ramène  aux  quadratures  en  résolvant 

l’équation  par  rapport  à Si  cette  résolution  ne  peut 

pas  être  exécutée,  mais  que  l’on  sache  résoudre  l’équation 
par  rapport  à x,  on  pourra  encore  ramener  le  problème 
aux  quadratures.  Posons  en  effet 

^ d’ofi  dr=pdx, 

dx 

et  supposons  qu’on  ait  tiré  de  l’équation  proposée 

on  aura  aussi,  par  la  différentiation,  dx  — f (p)  dp^  ou  à 

cause  de  dx  ~ — > 

P 

dx  = pf  {p)dj>-, 

c’est  là  une  équation  difTércntielle  dans  laquelle  les  va- 
riables^j'  et  psont  séparées  ; on  en  tire  par  l'intégration 


’•=  [%/'{!>) 


dp  -t-  C, 
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C étant  la  constante  arbitraire.  On  a ainsi  deux  équations 
qui  expriment  les  valeurs  de  x et  de  j'  en  fonction  de  />  ; 
lorsqu’il  sera  possible  d’éliminer  p entre  ces  équations, 
l’intégrale  de  la  proposée  sera  exprimable  jjar  une  équa- 
tion entre  x,y  cl  C. 

3“  Lorsque  l’équation  proposée  ne  renferme  pas  x et 
qu’on  peut  la  résoudre  par  rapport  à y,  on  obtient  l’in- 
tégrale demandée  par  le  procédé  que  nous  venons  d’em- 
ployer. Car  si  l’on  fait,  comme  précédemment, 

fir 

T.  = f'' 

l’équation  proposée  prendra  la  forme 

y =/(/'}. 

et  la  différentiation  donnera 


ou 


dy=f'(p)dp 


ce  qui  donne,  par  l’intégration, 


J,.  P 

C étant  la  constante.  Comme  dans  le  cas  précédent,  l’in- 
tégrale demandée  est  représentée  par  deux  équations  en- 
tre x^y,  C et  la  variable  p qui  doit  être  éliminée. 


669.  Le  cas  que  nous  venons  d’examiner  est  compris 
dans  celui  où  l’équation  différentielle  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  ky.  Supposons  que  cette  équation  soit 
mise  sous  la  forme 


(>) 


y =/(•»•,  p). 


28. 
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P désignant,  comme  précédemment,  la  dérivée^  - En  dif- 
férentiant  l’équation  (i),  on  aura 


(2) 


^ dx  dp  dx' 


ce  qui  est  une  équation  différentielle  du  premier  ordri; 
entre  les  variables  x et  p.  Supposons  que  l’on  sache 
trouver  l'intégrale 

(3)  -1.  (.r, /J,  C)  = O 

de  cette  équation  {2)  ; il  est  évident  que  l’élimination  de  p 
entre  les  écjaations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation 

(4)  C)=o 

entre  x,  y et  la  constante  C,  qui  sera  l’intégrale  générale 
de  l’équation  (1). 


Des  équations  dijffcrentielles  linéaires  par  rapport 
aux  variabU’s, 

670.  Les  équations  différentielles  dont  il  s’agit  ici  sont 
de  la  forme 

(')  r 

où  l’on  fait 

dr 

'’=Tx' 

et  où  ÿ (p),  vp  (p)  désignent  des  fonctions  données  de  p. 
Nous  appliquerons  ici  le  procédé  dont  nous  avons  fait 
usage  au  numéro  précédent;  la  différentiation  de  l’équa- 
tion (1)  donne 

(2)  p</x  = rfj-o(p)  -t-[.f/(p)+  •if'(p)]dp. 
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± X + - ^>1-  = O. 

dp  f[p)  — p ’fU>)—p 


Regardons  X comme  fonction  de  la  varialilc  indépen- 
dante P',  l’équation  (3)  est  linéaire,  et  elle  a pour  inté- 
grale (n°  CSS) 


<rU')  — P 


d(p)llp 
fiP)  -/' 


V(p) 

o(p)  — p 


dp 


on  obtiendra  donc  l'intégrale  de  l’équation  (i)  en  élimi- 
nant P entre  les  équations  (i)  et  (4). 


671 . Les  formules  que  nous  venons  d’obtenir  sont  illu- 
soires lorsque  l’on  a ç (p)  ce  cas  mérite d’étre  exa- 
miné avec  attention.  L’équation  (i)  est  alors 


(5) 


et  l’équation  (a)  qu’on  en  tire  par  la  différentiation  se 
réduit  à 


(6)  [jf  + [p)]dp  z=  O. 

On  a donc 


(:) 


dp  ■=zn 


ou 

(8)  xH-,j,'(p)  = o. 


Considérons  d’abord  l’équation  (7):  elle  nous  donne 
par  l’intégration 

P = C, 

C étant  une  constante,  et  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (5),  il  vient 

9)  .r=Cx-f-|(C), 
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ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  comme  on 
l'a  déjà  vu  au  n“  631 . 

Considérons  en  second  lieu  l’équation  (8)  ; si  l’on  en 
tire  la  valeur  de/^,  pour  la  substituer  dans  l’équation  (5), 
on  aura  une  solution  de  cette  équation  dilVérenticlle  qui 
n’est  autre  chose  que  la  solution  particulière  dont  nous 
connaissons  l’csistencc.  Ce  résultat  s'accorde  avec  la  théo- 
rie des  solutions  particulières  que  nous  avons  développée 
dans  le  Chapitre  précédent;  effectivement  l’équation  (8) 
n’est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l’équation  (5)  prise  par 

rapport  à l’élimination  de  p doit  donc  donner  la  solu- 
tion particulière.  On  voit  aussi  que  le  calcul  nécessaire 
pour  cette  élimination  est  identique  à celui  qu’exige  l'é- 
limination de  C entre  l’intégrale  générale  (9)  et  sa  dérivée 
relative  à C. 

uippîication  à quelques  exemples. 

072.  Problème  I.  — Étant  tlonnés  deux  points  F et  F' 
dont  la  distance  est  2c,  tromper  une  courbe  telle,  que  le 
produit  des  distances  de  ces  points  à chaque  tangente 
soit  égal  à une  quantité  donnée  b’. 


f - H 

1 ' ' ■ . 

U 

H 

■/  / 
f ‘ 

/'N 

r 

K\  F 0' 

Ha  X 

\ i 

1 î i 

Prenons  la  droite  FF'  pour  axe  des  x,  et  la  perpen- 
diculaire menée  à celte  ligne  par  son  milieu  O pour 

axe  des  r;  en  faisant  ^ = /»,  l’équation  de  la  tangente 
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au  point  (x,y)  de  la  courbe  demandée  sera 
Y — y = p[%.  — x'; 

les  distances  FH,  F' H' de  cette  tangente  aux  points  F et  F' 
ont  pour  valeurs 

l’équation  du  problème  sera  donc 

I + /j'  ’ 

ou,  en  faisant  n*  = c’  ± IP, 

jr  - p.r  -h  \ja' p'zil  b^. 

L’intégrale  générale  de  cette  équation  sera  (n”071), 
en  désignant  par  C la  constante, 

J'  = Cx  -I-  \jcPO±  b'\ 

elle  représente  des  lignes  droites;  mais  la  véritable  ré- 
ponse  au  problème  proposé  est  donnée  par  la  solution 
particulière  de  l’équation  didérentielle,  pour  laquelle 
on  a 

n’C  — «’  C 

X H ; — r.  =0  OU  X = . 

en  portant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  précédente 
on  a 

_ 

^ ^a‘C‘zlzb‘ 
et  l’élimination  de  C donne  ensuite 


équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
ayant  pour  foyers  les  points  F et  F'. 
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673.  Problème  II.  — Étant  données  deux  parallèles 
et  sur  chacune  d'elles  un  point  fixe , on  demande  de 
trouver  la  courbe  dont  les  tangentes  interceptent  sur 
les  parallèles  données,  et  à partir  des  points  donnés , 
des  segments  dont  le  produit  soit  égal  à une  quantité 
donnée. 

Soient  AP,  A'P'  les  parallèles  données,  A et  A' les 
points  donnés  sur  ces  droites  ( voir  la  figure  du  n°  672)  ; 
prenons  pour  axe  des  x la  ligne  AA'  et  j)0ur  axe  des  7 
une  parallèle  aux  droites  AP,  A'P',  menée  par  le  milieu  O 
de  AA'.  La  tangente  de  la  courbe  chcrcliée  a pour  équa- 
tion 

et  si  l’on  désigne  par  ia  la  distance  AA',  les  longueuis  AP, 
A'P'  comprises  entre  les  points  A,  A'  et  la  tangente, 
ont  pour  valeurs 

± AP  = J'  — — pa,  ± A'P'  — — px  + pa\ 

l’équation  du  problème  sera  donc 

(r  — px)'  — a^p^  — ±b\ 

OU 

X = px  -t-  \^a^p-  zhb'. 

On  voit  qu’elle  est  la  même  que  celle  du  problème  pré- 
cédent. La  véritable  solution  est  encore  donnée  ici  par  la 
solution  particulière 


qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués. 

674.  Problème  III. — Trouver  la  courbe  telle,  que  la 
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fiartie  de  ses  tangentes  interceptée  entre  deux  droites 
rectangulaires  soit  égale  à une  quantité  donnée  a. 


-V 




T A I 


Soient  T et  S les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
demandée  rencontre  les  droites  données  ; celles-ci  étant 
prises  pour  axes,  l'écjuation  de  la  tangente  sera 


Y — 7 =/»(X  — j), 

Cl  on  aura 

±OS=x-p^,  = 

l'équation  du  problème  sera  donc 

[X-pxY  (i-r 
OU 

/ \ 

(')  y = -r=^=- 

V>  -1-/^' 

Comme  dans  les  deux  problèmes  précédents,  l'intégrale 
générale  s’obtiendra  en  remplaçant  p par  une  constante, 
et  la  solution  particulière  qui  représente  la  courbe  de- 
mandée s’obtiendra  eu  éliminant  p entre  l’équation  dif- 
férentielle et  sa  dérivée  relative  à p,  savoir  : 


(a)  o = .r-t-- 

Des  équations  (i)  et  (a),  on  tire 

ti  np^ 


(i 


-7>  y 


('  -+•/’’) 


> 1 
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élevant  ces  ét|uaiions  à la  puissance  ^ et  ajoulanî  ensuite, 
on  obtient  l’équation 


cjui  représente  une  épiejeloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  égal  à ^ roulant  dans  l’intérieur  d’un  cercle  de 


rayon  a. 

Ce  résultat  peut  être  établi  très-simplement  par  des 
considérations  géométriques.  En  effet,  construisons  sur 
OS  et  OT  le  rectangle  OSKT ; joignons  OK  qui  rencon- 
tre ST  en  H,  et  décrivons  le  cercle  ARB  du  point  O 
comme  centre  avec  le  rayon  OK  = a;  décrivons  enfin  le 
cercle  O'  sur  HR  comme  diamètre,  et  soit  M le  point  où 
la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  de  nouveau  la 
droite  ST.  L’angle  KHT  est  double  de  KOH  et  il  est 
moitié  de  KO'M;  ce  dernier  angle  est  donc  quadruple 
de  ROA;  d’ailleurs  le  rayon  O' R est  le  quart  du  rayon 
OR;  donc  les  deux  arcs  de  cercle  RM  et  RA  sont  égaux 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  M est  une 
épicycloïde  dont  l’origine  est  en  A;  nous  savons  que  MH 
ou  ST  est  tangente  à celte  épicycloïde,  qui  est  ainsi  l’en- 
veloppe de  la  droite  mobile  ST. 


Du  problème  des  trajectoires. 

675.  Le  problème  dont  il  s’agit  ici  est  le  suivant  : 

Étant  donnée  une  famille  de  courbes  représentées 
par  une  équation  qui  renferme  un  paramètre  variable, 
trouver  les  lignes  qui  coupent  les  courbes  données  sous 
un  angle  donné. 

Lorsque  l’angle  donné  est  droit,  les  courbes  demandées 


Digilized  by  Google 


CBÀPIT&E  VII.  443 

sont  dites  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  don- 
nées. 

Le  problème  des  trajectoires  conduit  toujours  à une 
équation  différentielle  du  premier  ordre.  Supposons  que 
les  courbes  données  soient  rapportées  à deux  axes  rec- 
tangulaires, et  représentons  par 

(l)  F(.r,  , a)  = 0 


leur  équation,  a étant  un  paramètre  variable.  Soit  M (x,_)  ) 
l’un  des  points  d’intersection  de  l’une  des  courbes  (1)  avec 
l’une  des  lr.ijectoires  demandées,  et  désignons  par  c,  c, 
les  coelFicients  d’inclinaison  des  tangentes  en  M aux  deux 
courbes,  par  V la  tangente  de  l’angle  donné  des  mêmes 
courbes  : on  aura 


I -l-«i 

le  coeflicient  c est  la  valeur  de  ^ tirée  de  l'équation  (1)  ; 
par  consé(|uent  on  a 


flr 


ensuite  c,  étant  la  valeur  de  ^ relative  h la  courbe  de- 

d.r 

mandée,  on  a 

f/F  ^ f/l 

f/x  ' dy  f/.f 

,7f  f/F  dr 

f/)  f/.r  f/.r 

OU 
(’■) 


= V, 


\ -V- 

/f/F 

-V^üî\ 

) d.r 

\37 

dr  ) 

et  si  l’on  élimine  a entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  ob- 
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tiendra  une  équation  résultante 


(3) 


•l’  . 


= 0, 


qui  sera  l’équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées. 

Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales,  on  a V = * , 
et  l’équation  (2)  se  réduit  à 


(4) 


rfF  (IF  dy  _ 

dy  d.r  d.r 


l’élimination  de  « entre  les  équations  (1)  et  (4)  sera  l'é- 
quation différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 


070.  Exemple  I.  — Trowcr  les  courbes  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  et  donné  les  courbes  repré- 
sentées en  coordonnées  rectangulaires.,  par  l’équation 
J = ax"*. 

La  valeur  de  ^ tirée  de  cette  équation  est  max"'~' 

Y I 

ou  tti'--,  si  donc  ou  désigne  par  - la  tangente  de  l'angle 

donné,  l’équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées sera 


dy 


y 

■ m ■— 


r dr 
m - -j- 
.r  (Ir 


= -7  ’ UU 


) I 
TO  ■-  -t-  7 
d)  .r  k 

d.r  m r 

‘ ~ T .7- 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
de  on  pourra  donc  intégrer  par  la  méthode  du  n°054. 

Examinons  le  cas  dem=:i  : les  courbes  données  se 
réduisent  à un  système  de  droites  passant  par  l’origine; 
l'équation  différentielle  est  alors 

■rd.r  ydy  = k {-cdy  — rd.r'j. 
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On  reconnaît  immédiatement  que  xdy  — ydx  est  la  dif- 
férentielle du  double  du  secteur  formé  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  (a:,  y)  avec  un  rayon  fixe;  et  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  cette  même  différentielle 
est  exprimée  par  p'dw.  Pareillement  est  la 

demi-différentielle  pdp  du  carré  p' ; on  a donc 


p(/p  rr 

et  l’intégration  donne 


^ = kd. 
P 


P 


Ce*", 


C étant  la  constante  arbitraire.  On  voit  que  les  trajec- 
toires demandées  sont  des  spirales  logarithmiques,  ce  qui 
s’accorde  avec  la  propriété  connue  de  ces  courbes  (n“  247) . 


677.  Exemple  II.  — Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales d'un  système  d’ellipses  homofocales. 

L’équation  des  ellipses  données  est 


P désignant  le  paramètre  variable  et  b une  quantité 
donnée.  La  différentiation  donne 


.rrf.r  rdy 


et  on  tire  de  là 


.rrt.r  + rety 


•r*  X .Tfix-i-  rdr  jr’  X -yiix  + ydy 

p'  dx  à’  ’ p’  — 4’  dy  ’ 

puis  en  ajoutant  . 

(xdjr  — ydx"]  (xdx  rdy) 
h'dxdy 

Cette  équation  appartient  aux  ellipses  données.  Pour 
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Cil  conclure  celle  îles  trajccloires  orthogonales,  il  faut 

remplacer  ~ par  — ^ 'b'  P'**’  — P®*'  ’ 

or  l’équation  reste  la  môme  après  un  tel  changement  ; 
Jonc  son  intégrale  reste  aussi  la  môme,  et  par  conséquent 
l’équation  des  ellipses  données  représente  en  môme  temps 
les  trajectoires  demandées.  Seulement  pour  distinguer 
les  deux  systèmes  il  faut  remplacer  p’  par  un  autie  para- 
mètre P*,  et  écrire 


Si  l’on  suppose  p*  i*,  cette  équation  représentera  des 
hyperboles  qui  ont  mômes  foyers  que  les  ellipses  données, 
et  qui  coupent  celles-ci  à angle  droit. 

678.  Exemple  III. — Trouver  les  trajectoires  orthogo- 
nales des  hypei'boles  cquilatères  dont  le  centre  est  en  un 
point  donné  et  qui  passent  par  un  second  point  donné. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  les  hyper- 
boles données  ont  pour  équation 


P’ 


«’cossa 
cos  ( 2 w — 2 O ) 


, , rt’sin2u 

ou  COt(2W  — 3a)  = , 

p’ — «'C0S2u 


a.  étant  le  paramètre  variable  et  a désignant  la  distance 
du  point  donné  au  centre  commun.  La  différentiation  lo- 
garithmique donne 


dp 

— = tanc  (2U 
pnu 


, dù  p‘  — rt’  cos  2 O) 

2a)  ou  =:  L 

prfw  rt’sinaw 


Or  est  la  tangente  de  l’angle  formé  par  la  normale 
prfw 


de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur;  on  obtiendra  donc 
l’équation  différentielle  des  courbes  cherchées  en  prenant 

pour  l’inverse  changé  de  signe  de  la  précédente  ex- 
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pression  ; on  a ainsi 


ou 


fif  rt’sinaw 

fitiot  rt'cosïo)  — p' 


cos  2 U ) 


- («*COS2u)  + 2p. 

P 


Celte  équation  est  linéaire  quand  on  prend  pour  varia- 
bles rt*  C0S2U  et  P ; en  désignant  par  a‘  — la  constante 
arbitraire,  on  trouve  l’intégrale 


(7’C0S2w  = Fp'  -t-  — /•'M 

2p’ 

ou 

p‘  — 2fl’p^  C0S2U  -t-  «'=  6‘; 

cette  équation,  dans  laquelle  l>  est  le  paramètre  variable, 
représente  un  système  d’ovales  de  Cassini  (n“  56îi)  ayant 
les  mêmes  Jojers. 


Des  facteurs  propres  à rendre  différentielle  exacte 
une  expression  de  la  forme  Prfa:  + Qtij-. 

679.  Soit  l’équation  différentielle 
dr 


d.i 


= ^{-r,X) 
dy 


résolue  par  rapport  à la  dérivée  on  peut  poser  d’une 
infinité  de  manières  différentes 

P et  Q étant  des  fonctions  de  x et  y,  alors  l’équaiion 
proposée  prendra  la  forme 

P</j:  Qdjr  = O. 

Si  les  fonctions  P et  Q ont  été  choisies  de  manière 
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que  Pdx  H-  soit  une  différenliellc  exacte  quand  on 
regarde  x et  j comme  des  variables  indépendantes , et 
que  l’on  ait 

du  ■ Prfj  QrfT) 

U étant  une  fonction  de  x et  de  il  est  évident  que  l’in- 
tégrale de  l’équation  différentielle  proposée  sera 

« = const. 

Si  après  avoir  choisi  les  fonctions  représentées  par  P 
et  Q,  on  veut  en  prendre  d’autres,  celles-ci  seront  res- 
pectivement égales  aux  premières  multipliées  par  un 
même  facteur  e,  et  l’équation  différentielle  proposée  aura 
la  forme 

f'Prfjr  -)-  v(^djr  = O. 

Alors,  si  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte 
,,  d’une  fonction  u des  variables  x ciy,  l’intégrale  de  l’é- 
quation proposée  sera,  comme  on  vient  de  le  dire, 

U = const. 

Les  fonctions  P et  Q ayant  été  choisies  à volonté,  il  existe 
toujours  un  facteur  e qui  réalise  l’hypothèse  dans  la- 
quelle nous  venons  de  nous  placer  ; c’est  ce  que  nous  nous 
proposons  d’établir  ici. 

680.  Théorème  I.  — Soient  P et  Q deux  fonctions 
données  de  deux  variables  indépendantes  x,  y ; il  existe 
toujours  un  facteur  tel,  qu’on  obtient  une  différen- 
tielle exacte  en  multipliant  par  ce  facteur  l'expression 
Vdx-^qdy. 

En  effet,  considérons  l’équation  différentielle 

(i)  P<ir  + Q(^  = o; 

nous  savons  que  cette  équation  admet  une  intégrale,  et  si 
l’on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à la  con- 
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slante  arbitraini  qu’elle  renferme,  elle  aura  la  forme 

lî)  « = C, 

n étant  une  fonction  des  variables  x et j . L’équation  (a) 
donne  par  la  différentiation 


(■^) 


c/a 

tix 


(ijc 


O, 


et  il  faut  que  la  valeur  de  ^ tirée  de  l’équation  (3)  soit 

précisément  égale  à celle  que  fournit  l’équation  diffé- 
rentielle (i)  ; on  a donc 


f/lt  (tu 


Cette  équation  (4)  a Heu  en  veitude  l’équation  (a),  mais 
j’ajoute  qu’elle  est  identique;  car  elle  est  indépendante 
de  C,  et  la  valeur  dc^  donnée  par  l’équation  (a)  est  une 
fonction  de  x et  de  C.  Si  l’on  désigne  par  v la  valeur  com- 
mune des  deux  membres  de  l’équation  (4),  on  aura 


(la  du 

c/j-  " ’ dy 


‘’Q, 


et,  par  conséquent, 

(5)  I’  (Pd.c  Q'(r)  ~ ~ djc  -y  ~ c/y  = du. 


L’expression  P</x-+-Qr/y  devient  donc  une  différen- 
tielle exacte,  lorsqu’elle  a été  multipliée  par  le  facteur  e. 

681.  Théouème  II.  — Il  existe  une  Infinité  de  facteurs 
propres  à rendre  l'expression  Pc/j7  une  diffé- 

rentielle exacte. 

En  eCTct,  nous  venons  de  prouver  qu’il  existe  un  tel 
II.  29 
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facteur,  et  en  le  désignant  par  w,  nous  avons 


(’  ( Pdj-  -t-  Qf/r  ) = du, 

U étant  une  fonction  de  x et  de  y.  Si  l’on  multiplie  cette 
équation  par  une  fonction  quelconque  (f  (u)  de  n,  il 
viendra 

i’(f  («)  (Prfx -L  Qrfr)  = Ÿ («) (/(/, 

ce  qui  est  encore  une  différentielle  exacte. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  ^(“),  l’expression 
Prix  devient  une  dilférentiellc  exacte  quand  on 

la  multiplie  par  le  facteur  V'ç(u). 

J’ajoute  que  rip  (u)  est  l’expression  générale  des  facteurs 
qui  possèdent  cette  propriété.  En  c/fet,  soit  V l’un  de  ces 
facteurs,  et  supposons  que  l’on  ait 

V(P</x-+-Q<É/)=:f/U. 

U étant  une  fonction  de  x et  dej',  on  aura 


d'où 


P dx  ■+-  (^d  y — 


iW 

V 


du 

P 


Or,  puisque  u est  fonction  de  x et  de j',  on  peut  regarder 
r comme  fonction  de  x et  de  u;  alors  U devient  une 
fonction  de  « et  de  x , et  la  formule  précédente  montre 
que  la  dérivée  partielle  de  U relative  à x est  nulle.  Il 
s'ensuit  que  U est  une  fonction  de  u;  il  en  est  de  même 

de  sa  dérivée  ^ > et  l'on  peut  écrire 
du  * 


V 

»> 


= f(u) 


OU  V = >'<f(u), 


ce  qu'il  fallait  démontrer 
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()82.  Théorème  III.  — Si  \ et  u désignent  deux 
facteurs  propres  à rendre  l'expression  P<^/x  + Qt/>  une 
différentielle  exacte,  et  que  le  rapport  de  ces  facteurs 
ne  se  réduise  pas  à une  constante,  l'intégrale  générale 

de  V équation  différentielle  Vdx  + = o sera  - = C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 


En  cfTet,  par  liypolhèso,  on  a 

r(Pf/.r  Qf//)  ==  du , 

ei  puisque  le  procluil  V (P^/x -f- Qc//)  est  aussi  diffé- 
rentielle exacte,  on  a,  par  le  tliéorèmc  précédent, 


^ (h)  désignant  une  certaine  fonction  de  u. 
Cela  posé,  l’équation  différentielle 

P </.r  -4-  ç^dy  — O 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

du  = o; 


son  intégrale  est  donc  n = const.,  ou,  ce  qui  revient  au 
même, 

.)>(«)=  const . 


ou 


V 


C étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  plus  loin  des  applications  importantes  de 
ce  théorème. 


683.  Le  facteur  o qui  rend  P^/x-)-  (^dj  une  différen- 
tielle exacte  ne  donne  pas  seulement  l’intégrale  générale 
de  l’équation  différentielle  ï*dx -h(^dj  = o,  mais  il 
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fournit  aiis^i  iuimédiatemeiit  la  solution  particulièrr , 
quand  elle  existe. 

En  effet,  I c(|uatioii  différentielle  peut  être  mise  sous 
la  forme 

— du  — O, 

U 


et,  par  consé(|ueni,  elle  se  décompose  en  deux  autres 


du  = o. 


la  première,  du  = o,  donne  l’intégrale  générale;  la  se- 
conde contient  les  solutions  particulières. 

On  peut  déduire  ce  résultat  de  notre  tliéoi  ie  des  solu- 
tions particulières.  Effectivement,  l’intégrale  générale 
étant  ici 

U — C = o. 


il  faut  égaler  à zéro,  pour  avoir  les  solutions  particu- 
lières, le  rapport  des  dérivées  partielles  de  u — C relatives 
h C et  à ou  à C et  à x;  la  première  de  ces  dérivées  se 
réduit  ici  à — i,  cl  l’on  a 


à cause  de 


I I 


rly  dx 

du  — ('(Pf/.r  -t-  Qdj- 


ces  éc|uations  donnent 


I 

t> 


o. 


Recherche  du  facteur  propre  à rendre  P(7x-t-Q'’/>' 
utte  différentielle  exacte. 

()8i.  La  condition  pour  que  l’expression 

{l)  rPf/.c  -f  vQdj, 
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soit  une  différeiuielle  cxaclc  csl  (n”  'i.^9), 


ou 


./(rP) 

ilr  tir 


th'  tlv  fflQ  rlP\ 


45;i 


Cotte  équation  de  laquelle  dépend  la  fonction  in- 
connue f est  une  équation  aux  dérivées  partielles;  la 
rcclicrclie  de  o constitue  donc  un  problème  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celui  qui  a pour  objet  riiitégralion  de 
l’équation  différentielle 

Ptlx  -+-  Qilf  --  O ; 

il  y a cependant  des  cas  dans  lesquels  le  facteur  e peut 
être  obtenu  facilement;  nous  indiquerons  ici  les  plus 
simples. 

G8o.  Cas  ou  P ET  Q soxt  des  fonctions  homocènes 
nu  MÊME  DEGRÉ.  — Si  P ct  Q soiit  dcs  fonctions  liotno- 
gènes  du  degré  ni,  on  peut  trouver  une  fonction  bomo- 
gène  O d’un  certain  degré  //,  telle  (jue 

(l  ) ePf/.r -f  (’Qf/) 


soit  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  soit  e une  fonction  bomogene  du  degré  ii, 
rP  sera  une  fonction  Itomogcnc  du  degré  m H-  n,  et  l'on 
aura  identiquement  (n"*  85  et  13G), 


tKi'P) 

“77.r“~ 


— [nt  -f  «)  l'P. 


La  condition  pour  que  l’expression  (i)  soit  différentielle 
exacte,  savoir  ; 

_r/(eP) 
tlx  dy 
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peut  donc  i^tro  écrite  comme  il  suit 


■r  — h _r  — — (f/l  ■+■  fl)  oP, 

. ax  d.r 

ou,  a cause  de  r — r — = - ■.  et  x — — = — — vP, 

” dx  dx  d.r  d.r 

de  la  manière  suivante: 

rf[«'{P.r Qj)] 

, — J = (m  -4-  /I  H-  i)i'P. 

dx 

Le  nombre  n étant  indéterminé,  posons 

m -4-  n -4-  I = O , 

alors  la  condition  (a)  é({uivaudra  à celle-ci 
rf[.-(P.r-4-Q.r)l  _ 

ta;  _o, 

un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la  condi- 
tion (a)  peut  être  mise  sous  la  forme 

' djr 

Les  formules  (3)  et  (4)  expriment  que  e(Px  -I-  Qj  ) est 
une  constante,  et,  en  prenant  cette  constante  égale  à i, 


^ ' Px  + Q/ 

Il  suit  de  là  que  si  P et  Q sont  des  fonctions  homogènes 
du  même  degré,  l’expression 

Pd.r  -4-  Qdjr 
Px  -H  Q^- 

sera  une  différentielle  exacte. 
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Donc,  s'il  s’agit  d’inlcgrcr  l'cquation  (liffércnliclle 

(6)  Pf/j: -H  Q'O  — > 

il  suffira  de  chercher,  d’après  la  méthode  du  n”  io9,  l’in- 

dc  la  différenliellc  — — — , et  on  égalera  eii- 
Px  -t-  Qx 

suite  celte  intégrale  à une  constante  arbitraire. 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  (6)  est  une  dif- 
férentielle exacte,  nous  connaissons  deux  facteurs, 

savoir;- ' et  i propres  à rendre  Pi/.r-l-Or/r  dif- 

Px  -+-  Qx  ^ ‘ ^ 

férentielle  exacte;  si  donc  on  égale  à une  constante  C le 
quotient  de  ces  deux  facteurs,  on  obtiendra  (n”  08!2 ) l’in- 
tégrale générale  de  l’équation  (G),  laquelle  sera 


Px  4-  Qx  — C. 


11  faut  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  celle  ([ue  nous  avons  employée  au 
n”  60 1;  car  soit 


le  premier  membre  de  l’équation  (6)  se  réduira'.! 
ou,  en  posant  y = xz,  dy  = xdz  4-  zdx,  à 


C’est  par  cette  transformation  que  nous  avons  effectué  lu 
séparation  des  variables  au  11°  G54,  et  on  voit  que  l’ex- 
pression précédente  devient  une  différentielle  exacte,  si 
on  la  multiplie  par  le  facteur 
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68G.  On  peut  encore  déterminer  facilenienl  le  fac- 
teur propre  à rendre 

. Pdx  -t-  Qf/)- 

une  dilférenticllc  exacte,  lorsque  ce  facteur  ne  dépend 
que  d’une  seule  variable  x ou  ) . Supposons,  par  exem- 
ple, que  s>  ne  dépende  que  de  x,  alors  on  aura  ^ = o, 
et  l'équation  (2)  du  n“  G8b  deviendra 


dv  dV  rfQ 

dx  dy  dx 

ISotre  hypothèse  exige  donc  que  l’on  ait 

rfP  r/Q 
dy  dx  ^ 

— Q—  -X, 

X étant  une  fonction  de  x.  Si  cela  a lieu,  ou  aura 


‘t^Xd.r, 

V 


d’où 


logi>=  / 

d 


\dx  -H  const., 


et  on  pourra  prendre 


f: 


Xdj 


Supposons,  comme  cela  est  permis,  Q = i;  dans  ce 
cas,  la  dérivée  ^ est  indépeudanle  de  > , et  on  a 
P = Xy  + X„ 

X et  X,  étant  des  fonctions  de  x;  par  conséquent  l’ex- 
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pression  proposée  a la  forme 


dy  -I-  (Xj'  + 


el  le  fadeur  qui  la  l end  intégrable  est  e 
cela,  pour  intégrer  l’équation  linéaire 


X./.- 


D’après 


dy  4-  (X_)  4-  XJ  d.r  = o, 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n”  C58,  il  suffit 
de  la  multiplier  par  le  fadeur  que  nous  venons  de  trou- 
ver; elle  devient  ainsi 


P X .tx  ■ 

I \dr  j \ilx 

dye  -h  ye  Xf/.c c X,d.r  =zo, 


f^\dx 

* 

d’où,  par  l'intégration, 

/'-  r r- 


\dx 


C étant  la  constante  arbitraiie. 


X,  d.r  = C, 


687.  Examinons  enfin  le  cas  où  l’expression  Pr/x-f-Qr/) 
devient  une  difféicntielle  exacte,  quand  on  la  multiplie 
par  un  facteur  de  la  forme  XY,  X et  Y étant  respective- 
ment des  fonctions  de  x et  de  y.  L’équation  de  condition 
est  ici 


r/fXYP)  _ d(\YQ) 


fiy 

dx  ' 

dX  d\ 

dQ 

dj' 

X Y 

ce  qui  exige  que  la  différence  — ~ soit  de  la  forme 

‘ dy  d.v 


dP 

dy 


d-r 


= Qif(j)-  PiKr). 
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Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  faire 


d’où 


X 


I 

Y 


'U 

dx 


= 'Hr), 


X = e 


= XY. 


Application  du  calcul  intégral  à la  démonstration  des 
propriétés  fondamentales  des  transcendantes  simples 
à différentielles  algébriques. 

688.  Le  calcul  intégral  conduit  très-aisément  aux  pro- 
priétés caractéristiques  des  logarithmes  et  des  fonctions 
circulaires  iuverses.  Si  la  théorie  de  ces  transcendantes 
n’avait  pas  été  préalablement  constituée,  on  en  aurait 
certainement  posé  les  bases  dès  les  premiers  pas  que 
l’on  eût  fait  dans  la  théorie  des  équations  différentielles, 
comme  cela  est  arrivé  effectivement  à l’égard  des  fonc- 
tions elliptiques  et  des  transcendantes  différentielles 
algébriques  plus  composées.  Je  me  propose  d’entrer  ici 
dans  quelques  développements  h ce  sujet. 

Considérons  l’équation  différentielle 


(•) 


il.r  d r 


les  variables  sont  séparées,  mais  l'intégration  de  chaque 
terme  exige  la  notion  des  logarithmes.  Si  cette  notion 
n’est  pas  acqui.se,  l’intégrale  devra  être  représentée  par 


d.r 

X 


= C. 


Si  l’on  veut  que  la  valeur  dc_7'  se  réduise  à une  quantité 
donnée  z pour  x = i,  il  faudra  déterminer  la  constante 
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: C OU 


par  la  condition 

en  écrivant  2 au  lieu  de  sous  le  signe  J' ; alors  notre 
intégrale  sera 

r—— r~ 

J,  J,  y “J,  î ' 


(>) 


D’un  autre  côté,  il  est  évident  que  l’équation  (1)  admet 
une  intégrale  algébrique;  car  si  l’on  chasse  les  dénomi- 
nateurs elle  devient 


y dx  xd)  — O ou  d (.r)-)  = o ; 

l’intégrale  est  donc 

' xy  — const. , 

et  si  l’on  détermine  la  constante  de  manière  que  l’on  ait 
y — Z pour  a;  = I , on  aura 


(3) 


xy  — 2; 


on  voit  que  les  équations  (2)  et  (3)  expriment  la  même 
relation  entre  les  quantités  x,  2;  en  d’autres  termes, 
elles  sont  équivalentes. 


Puisque  la  transcendante 


i: 


dx 


nous  apparaît  pour  la 


première  fois  il  faut  lui  donner  un  nom;  je  choisis  celui 
de  logarithme,  et  je  pose 


loga-; 

alors  la  formule  (2)  nous  donne,  en  mettant  xy  au  lieu 
de  2, 

log  rr  = Iog.r  -H  log/, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes. 
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Au  lieu  des  logarithmes  nous  pouvons  introduire  les 
fonctions  inverses.  Soient 

C ih  rh 

J,  X J,  ^ 

U étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x comme 
fonction  de  w ; désignons  celte  fonction  par  le  symbole  e", 
on  aura 

et  les  équations  (a)  cl  (3)  deviendront 
H+r  = n-,  e'‘.r':=c", 

d’où 

e«+'  — e“.c', 

ce  qui  exprime  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction 
exponentielle. 

089.  Considérons,  en  deuxième  lieu,  l'équation  diffé- 
rentielle 

, tl.r  fl\ 

les  variables  sont  séparées,  et  si  l’on  désigne  parc  la  va- 
leur que  l’on  attribue  à lorsque  x=o,  l’intégrale 
pourra  être  représentée  par 

r'  '''■  r ‘>y  C‘ 

D’un  autre  côté  l’équation  (4)  peut  être  écrite  comme  il 


[ \ — .ry  + y [.r  + y ,],ix  \ \ — .ry  + X {.r  y)]dx  = O, 


(l  — ..•/)  ,l[.r  + j)  — [x  + J)d[l  — xj  )=zO, 
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ou  enfin 


{i  — xy]tl  (x-\-  y]  — (.r  + — -^ï)  _ ^ . 

(i  — <r/ 

le  premier  membre  est  la  différentielle  de  p-— J- > quan- 
tité qui  se  réduit  à z pour  x = o,y  = z;  donc  l'intégrale 
de  l’équaiion  (4)  représentée  diqà  par  l’équation  (5)  peut 
IVtre  aussi  par  l’équation 


(6) 


J-  -f-  ,r 


Posons 

,i.r  r’'  ,/y  ,h 

U étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x comme 
fonction  de  u;  désignons  cette  fonction  par  le  symbole 
tang  m;  on  aura 

.r=iangtt,  7^tangi',  i=tangic;  . 
puis  les  équations  (5)  et  (6)  donneront 
tane«  -t-  lanei' 

H -t-  e = <e,  ^ ^ - = tangd', 

1 — tang»  tang >> 

et,  par  conséquent, 


tang  ^11  -f-  r)  : 


la  ne»  -t-  langi" 


1 — tang»  tange 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  tang  a. 
690.  Considérons  encore  l'équation 

f/.r  rit- 


il) 


— .r'  y/ 1 — y ’ 

I.’intégrale,  prise  de  manière  que  y se  réduise  .à  z jyonr 
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jr  = O,  sera  évidemmenl 


niais  si  l’on  mulliplie  l’équation  (7)  par  le  facteur 
yji  — X*  y/i  — — XI',  elle  deviendra 


«lU 

r/(.r  + d [y  s'i  — X' j = O ; 

l'intégrale  de  l’équation  (7),  prise  de  manière  que  l’on 
ait_r  = pour  x — o,  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

(9}  -ry'i— y' l—x'  = î. 

En  outre,  le  premier  membre  de  l’é(}ualion  (7),  qui 
est  une  différentielle  exacte,  demeure  une  différentielle 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  le  facteur 

— r’  \/ 1 — .>  ’ — .TJ  ; 

il  suffit  donc  (n°  682)  d’égaler  ce  facteur  à une  con- 
stante pour  avoir  l’intégrale  de  l’équation  (7).  Si  l’on 
détermine  cette  constante,  par  la  condition  que  l'on  ait 
y = Z pour  X = o,  on  aura 

(lo)  y'i  — .r’  — .Tf  = y/ 1 — 

en  sorte  que  chacune  des  trois  équations  (8),  (9),  (10) 
exprime  la  même  relation  entre  les  quantités  x,  ^ , z;  les 
deux  dernières  sont  algébriques,  tandis  qne  la  première 
renferme  des  transcendantes. 
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H dlaiil  fonction  de  x,  nous  pouvons  regarder  x et  y i — x' 
comme  des  fonctions  de  «;  représentons  ces  fonctions 
par  les  symboles  sinii,  cosu;  on  aura 

X = sin  U,  J-  = sin  i>,  z = sin  tv, 

I — x'  = costt,  I — j’=cosi',  ^i  — i^=cos(i'; 

l'équation  (8)  deviendra 

U -i-  V = «■, 

et  les  équations  (9)  et  (10)  donneront 

sin  («  + e)  = sin  « cosv  H-  cosk  sin  e, 
cos(«  -r  f)  = cosa  cosp  — sin  « sini’  , 

formules  qui  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  sinus  et  cosinus.  On  pourrait  retrouver  aisé- 
ment, par  cette  voie,  les  autres  propriétés  connues,  celle 
de  la  périodicité,  par  exemple;  mais  il  n’est  pas  utile  de 
nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet  et  nous  allons  appli- 
quer, d’après  Euler,  les  considérations  dont  nous  venons 
de  faire  usage,  à la  démonstration  de  la  propriété  caracté- 
ristique des  fonctions  elliptiques. 

Propriété  fondamenlala  des  fonctions  elliptiques. 

691.  Considérons  l’équation  dilférentielle 

/ , <!x  dy 

(1)  — -I-  __  --  --  =0, 

^ l — x’  y I — k‘x'‘  l — .7  ’ 1 — k‘y^ 

OÙ  h*  désigne  une  constante  donnée  comprise  entre  o et  1 . 
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Les  variables  étant  séparées,  si  l’on  prend  l’intégrale  de 
l’équation  (i)  de  manière  que  y se  léduise  à s pour 
X = O,  on  aura 

I Ç'^  de  ^ ^ dy 

, . L (,  V^-’-r=  ^ /o  V'  ' - J’ — 

=r-  = ---  ■ 

' X v'i-îV 

formule  OÙ  chaque  terme  est  une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce. 

Euler  a reconnu  que  l’équation  (i)  admet  une  intégrale 
algébrique,  et  il  est  facile  de  trouver  cette  intégrale  en 
opérant  comme  il  suit. 

Posons 

X = (i-.r>)^i-X’x>), 

l'équation  proposée  sera 

fir  fiv 

ou  , en  chassant  les  dénominateurs  et  en  multipliant,  eu 
outre,  par  une  fonction  indéterminée  T de  x et  de  y, 

'3)  T^'Ÿdx-y-T\/\dj=o. 

Or  on  a 

T v/Ÿ de  = f/(TvŸ  X a ) - TZlIl  -x^dT, 

7 V y 

T y/x  ./r  = (T  v/X  X^;  - - V y/x  rfT. 

• 2 V X 


Digitized  by  Google 


CHAPITnE  VII. 


46i 


cl  l’équation  (3)  peut  ainsi  être  mise  sous  la  forme 
( r , T/xY'(/r  rXV/r\ 


(4) 


I 


— (.rv/Ÿ+/v'X)rfT  = o, 


X'  cl  Y'  désignant  les  dérivées  -7—»  -r-- 

^ rl.r  dy 

Cela  posé,  on  peut  disposer  de  la  fonction  indéler- 
miiiée  T de  manière  que  l'équation  (4)  se  réduise  sim- 
plement à 

(5)  d[T(xv/'Y-^/v/x)J=o. 


Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  autres  termes  de  l’é- 
quation (4)  se  détruisent  en  vertu  de  l’équation  (1).  Rem- 
plaçons donc  <iï  par 


tn 

d-r 


dx  ■ 


'Il 

dP 


et  remarquons  que  dx  et  d)  sont  proportionnels  à y X 
et — y' Y,  d'après  l’équation  (t);  la  condition  .à  laquelle 
T doit  satisfaire  sera 


(6)  I {xT  - yX')  - (^  v'X  -4-  X v'Y)(  Jï  y/X  - Il  y/Y  j = o 

Celte  équation  est  aux  dérivées  partielles;  mais  il  suffit 
pour  notre  objet  d’en  connaître  une  solution  quelconque. 
Or  il  est  naturel  de  chercher  s’il  n’existerait  pas  une 
valeur  de  T rationnelle;  il  est  évident  que,  si  cette  valeur 

existe,  elle  doit  être  telle  que  les  dérivées  partielles 

soient  proportionnelles  k jr  et  x,  afin  i|ue  les  radicaux 
disparaissent  de  l’équation  (6).  On  remplira  celle  condi- 
tion en  prenant  pour  T une  fonction  du  produit  xy^,  car 
11.  3o 
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en  désignant  par  T'  la  dérivée  de  T par  rapport  an  pro- 
duit dont  il  s'agit,  on  aura 

HT  rfT 

— = T>,  —=:T'x. 

dx  dy 

I^a  substitution  de  ccs  valeurs  dans  l’équation  (6)  donne 


T' 


T y.(rX  — x^Y) 

ou  en  mettant  au  lieu  de  X,  Y,  X',  Y',  leurs  valeurs, 


(7) 


T' _ a/’rr 
T ~ I — A'x^y' 

V 


cette  expression  de  — est  bien  une  fonction  rationnelle 

du  produit  xj,  et  cette  fonction  est  la  dérivée  de 
— Iog(i  — Â’x*)  ’)-,  l'intégrale  de  l'équation  (y)  est  donc 

logT  = — l°g(*  — /•’x’/’)  const. 

Mais  on  peut  supposer  la  constante  nulle  et  l’on  aura 

cette  valeur  de  T satisfait  à l’équation  (6),  et  par  consé- 
quent, l’équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(9) 


I — 


d'où,  en  intégrant, 

X y'Ÿ  -t-  r \/X 


= const. 


I — 

Si  l’on  remet  au  lieu  de  X et  de  Y leurs  valeurs,  puis- 
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que  l'on  détermine  la  constante  de  manière  que  l’on  ait 
en  môme  temps  .r  z=i  »,  y =z  z,  on  aura 

JT  v/ 1 — .r’v^i  — ’ -t-/ v^i  — 2:’ ^1  — A'x’ 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  peut  exprimer  en  fonction 
de  X et  de  j les  deux  radicaux  ^i  — -%  \/i  — A’  z’.  qui 
représentent  les  valeurs  de  y/i  — et  de  ^'1  — f\'j  ‘ cor- 
respondantes à J = o;  on  trouve  facilement 

, , , > v'>  - \f  ' X’  v'7-  A 'ÿ-  _ — 

( , a ) -i:  'Z vlL^  ^ 

(392.  Chacune  des  équations  (3),  (10),  (11),  (la)  le- 
présente  l’intégrale  de  l’équation  (1)  prise  de  telle  ma- 
nière que  l’on  ait  ,V  = 3 pour  x = o.  Si  l’ou  pose 


r' 

Jo  ^ c’  ^ I — X’x’ 

f-- 

•^o  v^i  — 1 — *'r' 

/■*  t/z  _ _ 

J O V'  — z’  — *’î’ 


et  que  l’on  fasse,  comme  au  n°  438, 


X = sinain  11, 


— x’  = cosam  «, 
y/ 1 — k'x'  — Aam  1/, 
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l'équation  (2)  deviendra 


(P  — /I  -f-  i', 

et  les  équations  (10),  (ti),  (12)  donneront  ensuite 

sinam»  cosaini’  Aami>  siname  cosam </  Aamn 
I — X' sin’ainw  sin'amc  ’ 

cosam  « cosam  I’  — sinam»  sinami’  Aam»  Aamc 
I — /.’  sin’am»  shi'amc  ’ 

Aam»  Aamr  — X’  sinam»  sinam c cxisam»  cosam <• 
I — X’  siii’am»  siu'amc 

Ces  formules  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques  sinam u,  cosaniu,  Aauiu.  Nous  de- 
vons nous  borner  ici  au  résultat  que  nous  venons  d’établir 
et  dont  nous  ne  saurions  développer  les  conséquences  sans 
sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes  fixées. 


sinam  {«  + c)  = 
i3j  [ cosam(«  + <’)  = 
Aam(»  4-  c)  = 


Digilized  by  Google 


CIIAPITKE  VIII 


4<J9 


CHAPITRE  VIII. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉOI^ATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 


d"r 


De  l’équation  = X,  où  X désigne  une  Jonction 


dont 


de  X. 


093.  Tous  les  cas  des  éijuatiaiis  diirérentielles  ordi- 
naires se  ramènent,  comme  on  l’a  vu,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables,  au  cas  d’une  équation  diirérentiellc 
d’un  certain  ordre  à deu.x  variables.  Après  avoir  exposé 
les  résultats  connus  de  la  théorie  des  équations  du  premier 
ordre,  nous  devons  considérer  les  équations  des  ordres 
supérieurs.  Mais,  si  l’on  excepte  les  équations  linéaires^ 
qui  seront  pour  nous,  plus  loin,  l’objet  d’une  élude 
spéciale,  la  théorie  qui  nous  occupe  ne  possède  aucun 
principe  général,  aucune  méthode  d’intégration,  et  les 
développements  qui  vont  suivre  sont  nécessairement 
bornés  à un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

^lous  nous  arrêterons  d’abord  un  instant  sur  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  l’on  donne  une  dérivée  d’un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue;  il  est  évident  que  l’inté- 
gration à exécuter  ne  dépend  que  des  quadratures. 

Soit  donc  l’équation 


(■) 


— -X 
dx-  ’ 


et  supposons  qu’on  veuille  déterminer  son  intégrale  géné- 
rale; désignons  par  I®*  valeurs  que  doivent 
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prendre,  pour  x = Tq,  la  fonction  7 et  ses  n — i pre- 
mières dérivées.  En  multipliant  l’équation  (1)  par  f/x  et 
en  intégrant  ensuite,  on  a 


rf” 


%/  X, 


x,u 


-)=x, + 


intégrant  de  même  celte  tx|uation  après  l’avoir  multi- 
pliée par  dx,  011  a 


fl'-ty 

d.("  ■' 


=x. 


''(-r  — J-.) -t-/.' 


’J. 


ft  on  aura,  en  continuant  (ie  la  m«ne  manière, 


x=\,+  P,-,, 


formule  où  l’on  fait,  pour  abréger, 

p.-.=.r.+yc'^*  + •••+.?•: 


1 .2. . .(« — 1} 

et  où  X„  désigne  le  terme  de  rang  n -|-  i dans  la  suite 
X,  X„  X:,...,  X.; 


ces  fonctions,  h partir  de  la  deuxième,  s’annulent  pour 
X = .r„  et  chacune  d’elles  est  la  dérivée  de  la  suivante. 
On  a évidemment 

dj-  l dx.  . . 

dx,  , 

formule  où  le  nombre  des  intégrations  à exécuter  est 
égal  h fl. 

L’intégration  par  parties  permet  de  transformer  la 
formule  précédente  et  de  ramener  le  calcul  de  X„  à une 
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quadrature  unique;  tel  est  l’objet  que  nous  nous  pro- 
posons ici. 

On  a 

(3) 

et  de  même 


‘■=/' 


yidj-.. 


C.=  Ç\,d.c. 


L’intégration  par  parties  change  l’expression  de  X,  en  la 
suivante 


c'est-à-dire 

(4) 

Pareillement,  on  a 


X,  = xX.  - ■rd'-, 

• JT, 

X.  = X r X dx  — r X X d.r 
,=  C X,dx, 


et,  en  intégrant  par  parties, 

X,  = X,x — J ^^x</.r  — X,x — j X,  xdr 

= X,x  — X, ht  ;dx, 

a J,,  dx  2 

c’est-à-dire,  à cause  des  formules  (3)  et  (4), 

(5)  X,=  ~j'  XdjT  — xJ  Xxdx -hj^  xÇdr. 


La  comparaison  des  formules  (3),  (4),  (S)  fait  près- 
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sentir  que  l’on  a généralement 


- • — * rjT"~'  f Xf/.r x"~’  f Xjr</r-+-... 

i.2...(n-i)L  J,  ' Jt. 


• I y ^ X" 


f 

•'r. 


X X*  r/jr  -t-  . . 


-( — i)"~'  Ç Xx"“'f/,i1î 
J r.  J 


et  pour  établir  relie  formule  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  a lieu,  pour  une  certaine  valeur  de  ri,  elle  subsiste 
aussi  quand  n augmente  de  1.  Multiplions  donc  la  for- 
mule (6)  par  f/jr  et  intégrons  ensuite,  à partir  de  x=  jTo; 
on  aura  dans  le  premier  membre  X„^,  : passons  au  second 
membre.  Le  terme 


deviendra,  en  appliquant  l’intégration  par  parties, 

— .r"-'  f Xx'</x f Xx"f/x, 

" - ' J X,  " - ' J X, 

et  si  l’on  donne  à 1 toutes  les  valeurs  o,  1,  — i), 

on  voit  que,  dans  la  formule  qui  nous  occupe,  l’intégrale 

j Xx"f/x  se  trouvera  multipliée  par 


— r- 

I . 2 . . . i_ 


n n {n  — i ) 
I 1.2 


• 7]’ 


I J 

<|uanlité  qui  est  égale  à -1  à cause  de  (t  — 1)"  = o. 

On  aura  donc 


X,^-i  = X"  Ç Xdx — f Xx(/x-t-...-t-( — 1)"  / X./-’<ic1j 

• J-,  J 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  en  cbangeant  n en  n +i 
dans  la  formule  (6). 

Maintenant  si  l’on  écrit  z au  lieu  dex  sous  cbacun  des 


signes ^ du  second  membre  de  la  formule  (6)  et  qu’on 

désigne  par  Z ce  que  devient  X après  ce  changement,  on 

pourra  faire  passer,  sous  chaque  signe J't  les  facteurs  x 

qui  le  multiplient.  Réunissant  ensuite  toutes  les  inté- 
grales en  une  seule,  on  aura 


X„  = 


I . 2 - 


’î-t-. Ztiz, 


ou 

(7)  X.  = / [x— z)“-'Zdz. 

Ainsi  l’intégrale  générale  de  l’équation  (i)  est 


(8)  j = 


'Zdz- 


Pn-i  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré /t — i. 


69i.  Supposons  que  la  fonction  X soit  la  dérivée 
(x),  d’ordre  ti,  d’une  fonction  donnée  f(x)-,  il  est 
évident  <|ue  l’équation 


(-r — •r.)"”' 

I.2.T7(«  — 1) 


est  l’intégrale  de  l’équation  (1),  prise  de  manière  quej  et 
ses  n — I premières  dérivées  se  réduisent  à zéro  pour 
x = Xo.  Mais  la  même  intégrale  sera  donnée  aussi  par 
la  formule  (8),  si  l’on  y remplace  Z par  _/"  ( z)  et  que  l’on 
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fasse  P„_i  = o;  011  a donc 


{.T  — 


= r:TTr.(^X 

ou,  en  posant  x = + /t  et  z = Xa+  h — t sous  le 

signe  J I 

/(x, + A ) = /'  (x.  ) + y /'  ( ./■.) 

*h 


*, ; f /<">  (x,  -4-  A — t)  f"-'  dt. 

— l)  Jo 


Notre  analyse  nous  fournit  ainsi  une  démonstration  nou- 
velle de  la  formule  de  Taylor. 


Des  équations  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  consé- 
cutives de  la  fonction  inconnue. 


695.  Considérons  d’abord  une  équation  de  la  forme 


(0 

'(ë-£)=« 

ou 

(2) 

en  posant 
(3) 

dy 

Tr=P- 

Supposons  que  l’on  puisse  résoudre  l’équation  (a)  par 

^ dp  .dp  ^,  \ 

rapport  a ^ et  qu  ou  en  lire  ^ (/>),  ou 


(4) 


d.r  = 


dp 

/(P)' 
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XP  dj, 


C étanl  une  constante  arbitraire,  une  valeur  initiale 
quelconque. 

Ensuite,  si  l’on  peut  résoudre  l’écjuation  (5)  par  rap- 
port à de  manière  que  l’on  ait 

ou  iljr  = ^ [x)  (Lt, 


< 


(f  (x)  <£r  C', 


C' étant  une  deuxième  arbitraire;  l’étjuation  (6)  est  l'in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

On  peut  encore  obtenir  cette  intégrale  par  le  procédé 
suivant,  qu’on  devra  toujours  employer  quand  l’équa- 
tion (5)  ne  pourra  pas  être  résolue  par  rapport  à p.  En 
multipliant  l’équation  (4)  parp,  elle  devient 

p<!x=zdy=^ 


^ ÇPpdj^ 

J P. 


C,  étant  une  constante  arbitraire.  11  est  évident  que  l’in- 
tégrale générale  demandée  résulte  de  l’élimination  de  p 
entre  les  équations  (5)  et  (y). 

Ü9(î.  Si  l’on  ne  peut  pas  résoudre  l’équation  (a)  par 

rapport  à -—■>  mais  qu’on  sache  la  résoudre  par  rapport 

h p,  on  obtiendra  comme  il  suit  l’intégrale  demandée. 
Posons 
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et  supposons  que  Téqualion  proposée  donne 

(8)  />  = ÿ(7)i 

on  aura,  en  difTérentiant, 


d’ailleurs 

donc 


7 7 

’üsl  d,,,  ,ly  = d^. 

7 7 


d’où,  en  intégrant, 

cwi't) . , . r%^7W'f</i 

'»>  '=!  ^-1 


dq  H-  C,, 


C et  c,  étant  deux  constantes  arbitraires;  l’intégrale 
demandée  sera  le  résultat  de  l’élimination  de  (Rentre  les 
deux  équations  (9). 

697.  Supposons,  enfin,  que  l’équation  proposée  ne 
puisse  être  résolue  ni  par  rapport  à p m par  rapport 
à (/,  mais  qu’on  sache  exprimer  p et  q en  fonction  d’une 
nouvelle  variable  t,  de  manière  que  l’on  ait 

(lo)  p = u(t),  y = ,{-(/); 

on  tire  de  là 

dp  — o'  (f)  dt. 


et  les  formules 
deviennent  alors 


dp  pdp 

djc  — djr=  , 

7 7 


dx-. 


d'où 

(il)  J- 


dt,  dy  = 


A 


rfr  + c,  y . 


^[n 

r‘ü,{t]  a' 

J,.  'H') 


dt, 


it) 


tlt  + Cl, 
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C et  Cl  étam  deux  arbitraires;  l’intégrale  demandée  est 
ainsi  donnée  par  les  é<{uations  (i  i). 

698.  Exemple.  — Trouv’cr  la  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure  a une  projection  de  longueur  con- 
stante sur  une  direction  fixe. 


Le  rayon  de  courbure  a pour  expression,  dans  le  cas 


des  coordonnées  reclaugulairos,  et  le  cosinus 

d.r' 

de  l’angle  que  forme  sa  direction  avec  l’axe  des  x est 
dr 

Si  donc  on  prend  pour  axe  des  x la  direction 


\/' 


1 4- 


fixe  donnée,  l'équation  du  problème  sera 


dy' 

dx 


( 


d‘y 


dx^ 


a étant  une  ligne  donnée.  En  faisant,  comme  précé- 
demment, ^ = p,  cette  équation  devient 


d’où 


*IîL  — 'tZl] 

dx  fl  * 

d.r  dp  dp  P dp 

a ""  P I ‘ 

dy dp 

a I -4-  />’ 


Intégrant  et  désignant  par  Xo,  1 0 deux  constantes  arbi- 
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x — x,  P y — y, 

= log  = arc  tang/;, 

" \ -V-  p ‘ “ 

et  l’élimination  de  p donne 


x — x,  . y — y, 

= log  SID  • 


699.  Considérons  plus  généralement  l'équation  dif- 


férentielle 

(>) 

^ /r/"r  r/*”' r 

Fl  » 

y t/x" 

qui  SC  réduit  à 

(2) 

quand  on  pose 

d"~'  y 

Supposons  que  l’équation  (a)  puisse  être  résolue  par 
< <ip  , , 

rapport  a ^ et  que  1 on  en  lire 


(3) 


on  aura,  par  l’intégration, 

,4,  .= r 


X = i + c, 


C étant  une  constante.  Si  celte  équation  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à p,  on  sera  ramené  à une  équation 
de  la  forme 

» Y 

= X ou 

X étant  une  fonction  donnée  de  a:;  c’est  le  cas  du  n“  693. 
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700.  Supposons  que  l’équalion  (4)  ne  puisse  pas  être 
résolue  par  rapport  à p.  On  a,  à cause  de  réqualion  (3), 

rfx-'  f[p) 

d’où,  C,  étant  une  constante  arbitraire, 

d'^’r  pdp 


dx" 


I _ l“'P 

’ X f[p 


4-  C|. 


Si  l’on  fait,  pour  abréger. 


=/' 


f[p)' 


on  pourra  écrire 

rf"”'  Y 

a — = 

dx’'-^ 

et,  en  intégrant, 


■ 0,  dx. 


Zip) 


dp  + Cl  X -f-  C;  ; 


en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de^  par  des 
quadratures. 

Des  équations  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  dont 
les  ordres  different  de  deux  unités, 

701.  Soit  d’abord  l’équation 

(.) 

qui  ne  renferme  que  la  fonction  inconnue  avec  sa  dé- 
rivée du  deuxième  ordre. 

Supposons  en  premier  lieu  qu’on  puisse  résoudre 
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,,  , . . « > , 

1 équation  par  rapport  a et  qu  on  en  tire 

f/*  V 

(2) 

On  aura,  en  raullipliaiu  par  2dy, 
dr  fl  s J 

Le  premier  membre  est  mainlenanl  la  différeiiliellc 

de  i ® donc,  en  iniégrant  et  en  désignant  par  C 

une  constante  arbitraire,  par  yn  une  valeur  initiale  (|uel- 
conque  de_r, 

On  ti  re  de  là 


\Ar 


/ix)'b  +c 


puis,  comuic  les  variables  sont  séjiarées, 


ftr 

*4.  V Jj. 


f{x)‘h  ■+■  ^ 


C'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  L’étjuaiion  (3) 
est  l’intégrale  générale  de  la  prf»posce. 

702.  Supposons  qu’on  ne  puisse  pas  résoudre  la  pro- 
posée par  rapport  à qu’on  sache  la  résoudre 

par  rapport  à ) . Posons 
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et  soit 

(5)  r = ?('?) 


48 1 


la  valeur  dey  tirée  de  l'équailon  (i).  La  différentiation 
donne 

= ^' [fi)  ^<1 -, 

d’ailleurs  on  a,  par  les  équations  (4),  dy  = donc 
pdp=zq^'  {f{)dq. 


équation  où  les  variables  sont  séparées.  L’intégration 
donne,  en  désignant  par  C une  constante, 


(6) 

d’où 


/•</ 

I ■}.qnf' {q)(lq  + C, 


■Jl 


2qq'[q)d,/  -h  C; 


11.  • I 1 • I 

1 équation  dx  = — = 2 devient  alors 

* l>  P 


tir  — 


n/X’’"’' 


[q)t/q  -h  C 


d’où,  en  désignant  par  C,  une  deuxième  arbitraire, 

f'(q)t/q 


f lq)t. 

J V J 


c,; 


?'(<7)-+-C 


l’intégrale  générale  demandée  est  le  résultat  de  l’élimi- 
nation de  q entre  les  équations  (5)  et  (j;). 

703.  Exemple.  — Considérons  l’équation 

y/’  Y 


dx‘ 


— m ) = O ; 


II. 


3i 
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OU  t*ll  tUl' 


dr  d’r 

- -:0. 


\/x’  + c 

Cl 

r-  r 

j-ym=  I — ---  4- const., 

-!r.  V/’  + t- 

ou 

xy'/w  = log(/  4-  4-CJ  — logC', 
C'  étant  une  deuxième  constante.  On  a ainsi 
r 4-  v>'  + c = cv\'", 

et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 


— r 1-  + C = - c- V*' . 

F.n  retranchant  cette  formule  de  la  précédente  et  écrivant 

C c 

simplement  C,  G'  au  lieu  de  — » -7^!  on  obtient 
r = Cc'v"  4-  C'e-'V", 

ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  proposée. 

Si  rn  est  un  nombre  négatif  — n*,  on  peut  écrire 

jr  ~ C -H  C — J 

2 2 y — I 


J = Ccos  n.r  ■+■  C'  sin  nj-, 

V.  et  C'  désignant  encore  deux  constantes  arbitraires.  On 
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peut  faire 

C=Acosa,  C'=  — Asina, 
et  l’intégrale  générale  deviendra 

jr=  Xcoi{nx  a), 

A et  a étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

70A.  On  peut  ramener  au  cas  du  n”  701  celui  de 
l'équation 

(•) 


/rf"r 


dx"  dr«-' 


qui  ne  renferme  que  les  deux  dérivées  » 

Il  sufbt  elTectivement  de  poser 

et  la  proposée  deviendra 

(3)  /,)  = o. 

La  détermination  de  p en  fonction  de  x n'offre  que  les 
difficultés  de  l’élimination,  et  elle  se  ramène,  comme  on 
l'a  vu,  aux  quadratures. 

Supposons  que  l’équation  (3)  puisse  être  résolue  par 
rapport  a et  que  1 on  ait 


(4) 

on  aura  (n”  701  ) 


S =/(/'). 


dx 


-h: 


/(p]dp  + C = '^{p), 


puis 

(5) 


C et  C'  étant  deux  arbitraires. 


3i. 
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Si  l’équation  (5)  peut  être  résolue  par  rapport  à /», 
ou  déterminera  y par  l’cqualion  (a)  qui  rentre  dans  le 
cas  du  n"  ü93.  Mais  si  l’on  ne  sait  pas  résoudre  l’équa- 
tion (5),  on  opérera  comme  au  n°  700  ; on  a 


d’où 


d 


d’-\r 


z=z  P dx 


P dp 

ip)’ 


d«-ly 


r pdp 

J P.  -HP) 


-4-  C(  — P|  -4-  Cl, 


C,  étant  une  constante.  Ou  a ensuite 


d’où 


d -, 

djc“  ' 


= (P,-|-C,}./x 


V,dp 

■HP) 


-4-  CldXy 


d”-'r  i'P 

» 


Vidp 

\P) 


CiJ: 


C 


C,  étant  une  nouvelle  constante.  Il  est  évident  qu’en  con- 
tinuant ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de  j par  de  simples 
quadratures. 


Cas  ou  l’on  peut  abaisser  l'ordre  des  équations 
dijjeren  tielles . 


705.  On  peut  abaisser  l’ordre  d'une  équation  difléren- 
tielle,  lorsque  celle-ci  ne  rcnfeirac  pas  la  fonction  in- 
connue, mais  seulement  ses  dérivées.  Soit,  en  effet, 
l’équation  d’ordre  n 


d»y  d"'^'X 


lU" 


dxr 


d 

dx" 


d^y 


qui  ne  renferme  pas  j et  dans  laquelle  désigne  la  dé- 
rivée de  l’ordre  le  moins  élevé.  Si  l’on  pose 
d-”)- 

d.i^  ~ ’ 
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l'cquation  proposée  se  réduira  à l'équation  d'ordre  h — ni. 


P y 


(ip 

dx' 


dx“~ 


')=“■ 


Quand  la  valeur  de  p sera  connue,  on  aura_i  par  des  qua- 
dratures. 

En  second  lieu,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité 
l’ordre  d’une  équation  différentielle  qui  ne  renferme  pas 
la  variable  indépendante.  Car  soit  l'équation  d'ordre  ri 


F 


/ <y 


où  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x;  il  est 
évident  que  si  l’on  prend  v pour  variable  indépendante, 
l’équation  proposée  rentrera  dans  le  cas  précédent.  Posant 
donc 

>fy 


on  aura 


d ’ V dp  dp 

dx-  dx  ^ dy' 


et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l’équation  se  ré- 
duira à l’ordre  n — i.  La  valeur  de  /»  en  •)  étant  connue, 
il  restera  à déterminer  x par  l’équation 


ce  qui  n’exige  qu’une  quadrature. 

706.  Des  éqi:ations  HOMOGÈNES  par  rapport  a la  fonc- 
tion INCONNUE  ET  A SES  DÉRIVÉES.  — Si  l’équatioii  dif- 


Digitized  by  Google 


486  CALCUL  INTÉCRAL. 

férentielle  d’ordre  n, 


F 


O, 


1 . . '/t  d’y 

est  homogène  par  rapport  a i , on  peut 

^ * * ‘ «JT  «,r*  *■ 

la  ramener  à l’ordre  « — i par  la  substitution 


■«■o 

jr=e 

Z étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  Effectivement, 
la  différentiation  donne 


Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  rcxponentielle 
disparaîtra  nécessairemcntdc  l’équation  proposée,  puisque 

cette  t^uation  est  homogène  par  rapport  à ), 

et  l’on  aura  une  équation  en  = 


O, 


dont  l’ordre  sera  seulement  n — i.  La  valeur  de  s étant 
connue,  on  aura  celle  de  7 , par  une  quadrature. 

707.  On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de  con- 
sidérer celui  d’une  équation 
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qui  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x et  qui 
est  homogène  par  rapport  a 


d^  Y 

f/’  y 

dy 

iLr- 

rf.r* 

dx 

y 

dr 

d‘‘Y 

dx 

17 

car,  si  Ton 

pose 

dy  

dx 

P> 

on  aura 

d\y 

dp 

d^Y 

d' P 

rfx* 

17=  P 

dy 

après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  une  équa- 
tion d’ordre  n — i,  laquelle  sera  homogène  par  rapport 

, /fp  d- P 

a P,  en  conséquence,  sc  ramènera 

à l’ordre  n — a. 


708.  Des  équations  différentielles  du  deuxième 

ORDRE,  HOMOGÈNES  PAR  RAPPORT  AUX  VARIABLES  ET  A LEURS 
DIFFÉRENTIELLES.  Soit 


’(.r, 


dr  dy\ 

di' 


une  équation  du  deuxième  ordre,  homogène  par  rapport 
à .r,  > , (ix,  dj,  d'y-  Si  l’on  pose 

(a)  y = ux,  dy—pdx,  ^ 


l’équation  (i),  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  ii4i 
contiendra  plus  x,  et  elle  sera  de  la  forme 

(3)  f{u,p,<j)  = o. 

En  effet, par  hypothèse, réquation(i)ncchange  pasquand 
on  multiplie  chacune  des  quantités  .r,  y,  dx,  dy,  d'‘y 
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par  un  facteur  quelconque  ; mais,  après  cette  multipli- 
cation, les  valeurs  de  u,  p,  q sont  restées  les  mêmes; 
donc  l’équation  (3)  ne  peut  pas  renfermer  x. 

Les  formules  (a)  donnent 


dy  — udx  .rîlu  = P dx. 


d‘‘ y ■=  dpd.r  = 


1 

X 


d’où 

(4) 


dx  du  dp 

X P — U q 


Supposons  maintenant  que  l’on  lire  de  l’équation  (3) 


9 = ?(". /■')i 

on  aura,  par  la  formule  (4)  > 
txs  _ ‘‘l> 

— ~i 

équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  varia- 
bles P et  U.  Lorsque  cette  équation  aura  été  intégrée, 
la  solution  de  la  question  proposée  n’exigera  plus  qu’une 
quadrature,  car  la  valeur  de  p étant  connue  en  fonction 
de  w,  on  aura  celle  de  x au  moyen  de  la  formule 


ilx  du 
X p — U 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 


Application  des  résultats  qui  précèdent  à quelques 
exemples. 

709.  Problème  I.  — Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à une 
fonction  donnée  de  l'abscisse. 

Si  l’on  désigne  par  x cl  y des  coordonnées  rectangu- 
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(-£)■ 


=/(.r). 


Elle  ne  renferme  pasj',  et  on  l’abaissera  au  premier  ordre, 
en  posant 

fly  ii^r  eip 


tlx  tlx'  d.r 


elle  devient  alors 


dp 


Ici  les  variables  sont  séparées  et  l’intégration  donne 

/>  /•'  dr 


d’où 


--  /• 

V’  I + p'  /(■'^) 

i'  ^ dx  • 

.1  7W\  ^ 


c, 


P = 7Ü  = 


f{^y> 


on  aura  > , par  une  nouvelle  quadrature,  savoir  : 

y — Ç ? [x)dx  + c,. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  donnée 
f(x)  a pour  valeur 

fl’ 

f{x)  = —, 

' 2.C 

a étant  une  constante.  On  aura,  eu  prenant  jTo  = o et 
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en  écrivant  — au  lieu  de  C, 


r 


puis 


r/x  .T*  ^ ^ X*  -t-  r 

X=f  -=^— — - rlx  + C,. 

J O ^o‘  — -)-  cy 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  se  rencontre 
dans  la  Mécanique  et  elle  a reçu  le  nom  de  courbe  élas- 
tique; son  rayon  de  courbure  varie  en  raison  inverse  de 
l’abscisse. 


710.  Problème  U.  — Trouver  la  courbe  plane  dam 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  cube 
de  la  normale. 


Si  l’on  désigne  par  x et  des  coordonnées  rectangu- 
laires, par  P la  dérivée  ^7  le  rayon  de  courbure  et  la  nor- 
male auront  respectivement  pour  valeurs 


df> 


dx 


r v'n- 


l’équation  du  problème  proposé  est  donc 


a étant  une  ligne  donnée.  Cette  équation  du  deuxième 
ordre  ne  renferme  pas  x;  il  faut  donc  prendre  y pour 

variable  indépendante,  et  en  remplaçant  dx  par  — , on  a 


on 


±p<ip  — 


n?  dr 


Digiti^ed  by  Google 


CRAFITIIE  VIII.  491 

Les  variables  sont  séparées,  cl  l’on  a,  par  l’intégration, 
en  désignant  par  - une  constante. 


d’oü 


et 


. .U  I 

p*  = ± — + -1 
jr'  n 

tir  ± n7i 


P = Hi  = 


_>•  \j  n 


J r y '^y 

dx  = ^n  — - 


yj'  rt:  na^ 

intégrant  et  désignant  par  x„  une  nouvelle  constante  ar- 
bitraire, on  trouve 

X — x„=  ^ d~  na‘ 
ou 

(x  — X,)’  — n>  ’ = ± rOa^. 

La  courbe  demandée  est  donc,  en  général,  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  Dans  le  cas  de^  = o,  on  trouve  une 
parabole. 

7H.  Problème  IH.  — Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à la 
normale. 

Désignons  par  n un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 
L’équation  du  problème  sera 
I -I- 


dx 


dy 


elle  ne  renferme  pas  x et  nous  remplacerons  dx  par  — , 
comme  dans  le  problème  précédent;  on  aura  ainsi 
ipdp  2 dy 

\ + p^  n y 

Les  variables  sont  séparées,  et  l’intégration  donne,  en  dé- 
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signant  par  c une  constante  arbitraire, 


log(i+ (togj— loge)  = log  1 , 

d’où 


-vV- 


une  seconde  intégration  donne  enfin 


désignant  une  constante  arbitraire  et  j'o  une  valeur  ini- 
tiale de  y qu’on  peut  choisir  à volonté. 

L’expression  de  dx  est  celle  d’une  différentielle  bi- 
nôme et  les  cas  d'intégrabilité  sont  ceux  dans  h'squels 

^ ou  — est  un  entier;  c’est-à-dire,  ceux  dans  lesquels 

« est  un  entier.  Les  jilus  remarquables  répondent  à 
n = ± I , n = di  a . 

i“  Soit  « = — 1 ; on  a,  en  prenantjt  o = 


d’où 


(x  — X,)’  -f- t’; 

la  courbe  demandée  est  une  circonférence. 
a“  Soit  « = -f-  J ; on  a 

— X,  dy  r-t-\r’— c’ 

= I -1--^-  = log  . 

Je 
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el  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre 

C — -r. 

y — sjr'  — '-'  . 


On  a,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes. 


•y  ' 


la  courbe  demandée  est  donc  une  chaînette  (n°  !22-4). 
3“  Soit  n — — a ; on  a 


=v/¥- 


ce  qui  est  l'équation  diÜërentielle  d’une  cycloïde  dans  la- 
quelle le  diamètre  du  cercle  générateur  est  égal  .à  c 

(ri-aai). 

4'*  Soit  « = -)-  a ; on  a 


r®  — y 


le  I — 

Je  SX  — '■ 


d’où 


r-  c = 


4c 


ce  qui  est  l’équation  d’une  parabole. 

712.  Problème  IV.  — J'rom'er  la  surface  de  résolu- 
tion pour  laquelle  la  coiwburc  mojenne  aux  divers 
points  est  constante. 


Dans  une  surface  de  révolution,  les  méridiens  et  les 
parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de  cour- 
bure. 11  s’ensuit  que  l’un  des  rayons  de  courbure  princi- 
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paux  est  celui  de  la  méridienne  et  que  le  rayon  de  la  se- 
conde courbure  est  la  partie  de  la  normale  eomprise 
entre  l’axe  et  la  surface.  Si  l’on  désigne  par  R le  premier 
de  ces  rayons,  par  N le  second,  l'équation  du  problème 
sera 


a étant  une  ligne  donnée.  Dans  cette  formule,  R et  N sont 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que  ces 
rayons  ont  la  même  direction  ou  des  directions  opposées. 
Rapportons  l’un  des  méridiens  à deux  axes  rectangu- 
laires, dont  l’un,  celui  des  x,  coïncide  avec  l’axe  de  la  sur- 


face; R et  N seront  de  même  signe  si  y et 


d^Y  , 

soût  de 

rir' 


signes  contraires,  et  inversement;  il  faut  donc  prendre 


R = — 


dx^ 


lical  y/ 1 


dr 


le  signe  du  radical  ^ i -t-  qui  figure  dans  ces  expres- 


sions étant  d’ailleurs  arbitraire.  Alors  l’équation  précé- 
dente deviendra 


Celte  équation  ne  renferme  pas  x,  cl  on  l’abaissera  au 
premier  ordre  en  posant 


fl(r d'y dp 

dx  dx'  ^ dy  ’ 
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elle  devient  ainsi 


dr 


1 I 

r,3  fl 


d y _ ydy 


Pour  l’intégrer,  il  suffit  de  la  multiplier  par^</j',  ce  qui 
donne 

— r 

re  est  ! 

et  l’on  a,  par  conséquent, 


_ V —P—’L^ 

J 4 , 

ï 


le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de  — — , 


r 

V 


6’ 


Y r’  i fd 

+ /)■ 


— étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l’inté- 
2a 

gration.  On  tire  de  là 


P = 


jr^  Hh  il  ’ 


. J dy 

et,  a cause  de  p — -f-ï 

' d.r 

dr  ~—  (y’  ± b’)dy 

la  question  est  donc  ramenée  aux  quadratures. 

713.  Si  la  constante  b est  nulle,  l’équation  précédente 
se  rédui  t à 

v'4"'— 

en  faisant  abstraction  de  la  solution  jiarticulière  y = o. 
L’intégration  donne 

X — .r«=  — V^4“’  — T’  — O,  d’où  (x  — X,)’ = 4"S 


ce  qui  représente  une  circonférence;  il  est  évident  à 
priori  que  la  sphère  est  l’une  des  surfaces  demandées. 
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Si  l’on  pose  i’  = ca,  c étant  une  nouvelle  constante, 
et  que  l’on  fasse  ensuite  a = co  , l’équation  différentielle 
que  nous  avons  obtenue  se  réduira  à la  suivante 


d’où  l’on  tire 


Xa  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  celle 
de  la  chaînette,  qui  est  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d’une 
parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  (n“  224), 
et  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendre  en 
tournant  autour  de  l’axe  des  abscisses  a cette  propriété 
que  la  courbure  moyenne  est  nulle  en  chaque  point, 
c’est-.à-dire  que  les  rayons  des  courbures  principales  sont 
égaux  et  dirigés  en  sens  contraire. 

En  partant  de  ce  fait  et  en  remarquant  que,  dans  le  cas 
général  où  les  constantes  net  b restent  indéterminées,  l’in- 
tégrale de  la  différentielle  ifx  ne  renferme  pas  d’autres 
transcendantes  <[ue  celles  qui  expriment  les  arcs  d’el- 
lipse ou  d’hyperbole,  M.  Delaunay  a pensé  que  la  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  de  courbure  moyenne 
constante  devait  pouvoir  être  engendrée  par  le  foyer 
d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  roulant  sans  glisser  sur 
une  droite  fixe.  Il  a efléctivemciit  démontré  cette  élé- 
gante proposition  dans  un  article  qui  fait  partie  du 
tome  VI,  I " série,  du  Journal  Je  Mathématiques  pures  et 
appliquées  j on  peut  en  vérifier  l’exactitude  comme  il  suit  ; 
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l'équation  d’une  ellipse  rapportée  à ses  axes;  désignons 
par  c la  distance  yVj’  — b'  du  centre  au  foyer  F,  par  s' 
l’arc  AM  de  l'ellipse,  compris  entre  le  sommet  A et  le 


''y 


point  M (x',y).  Menons  au  point  M la  tangente  Ox, 
prenons  à partir  de  M une  longueur  MO  = s'  et  élevons, 
par  le  point  O,  la  droite  perpendiculaire  à Ox.  Dé- 
signons enfin  par  j la  perpendiculaire  FP  abaissée  du 
foyer  F sur  la  tangente  Ox  et  par  x la  distance  PO  du 
pied  de  cette  perpendiculaire  au  point  O.  On  aura,  par 
les  formules  connues, 


1=6 


\/ 


rt"  — r.r' 
rt’  -t-  C.r' 


C V>  ' 
“6~" 


La  première  de  ces  équations  et  celle  de  l’ellipse  déter- 
minent x'  et  >■'  en  fonction  de  _x,  on  trouve 


a’  6>  — 
c 6’  -h}’ 


6’ v'4«V  - (*’+ 

t (6' -+-/■) 


II. 


32 
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d'où  l’on  conclut  facilement 


V 4 — ( *'+.)’  )'  ’ * 

— ; dy. 

O (i*-4-j’)’v4n=.)'— (A'+^’)' 

La  diflcrencc  des  premiers  membres  de  ces  formules  n'est 
autre  chose  que  rlx\  on  a donc 

_ {b^A-y'')dy 


Il  est  évident  que  cette  équation  différentielle  est  celle 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F quand  l’ellipse  roule 
sans  glisser  sur  la  droite  Ox,  et  si  l’on  veut  substituer 
une  hyperbole  à l’ellipse,  il  suffira  d’écrire  — i*  au  lieu 
de  dans  la  précédente  équation.  On  voit  que  celle-ci 
coïncide  avec  l’équation  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé. 


71  i.  Probi-ème  V.  — On  ilemanriv  de  trouver  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 


ttr  d'y  iy' 

da-  dx'  .t  ' 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  à y, 
on  doit  donc  poser  (n”  TOC) 


dy  d’> 
dx'  d.r'  ' 


et,  après  la  substitution,  on  a l’équation  du  premier  ordre 


dz  2 


que  l’on  peut  intégrer  facilement,  car  on  la  rend  homo- 
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elle  devient  efTeetivement,  par  celte  substitution, 

t-zdz  — (z>  -I-  2/*)  dt  = O. 

Enfin,  si  l’on  pose  (n°  6o4) 

z = ut,  dz^  udt  -y-  tdu, 
elle  prendra  la  forme 
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dt  U du 

t tt-' — u‘  ■+•  2 

ou 


£ f « — I ) <■/«  3 r!,, 

t 5 U -y-  t 5 {il  — 5(«  — </  + i 

intégrant,  et  remettant  - au  lieu  de  t,  zx  au  lieu  de  u,  il 
vient 

1 . ' 1 XZ  -f-  I 3 

— log.r  -I-  - log  Z -T_i  — ■=  arctancfxz  — i)  = C. 

a V a 5 ‘ 

La  valeur  de  z étant^éfinie  par  cette  équation,  l’intégrale 
générale  demandée  sera 

[ 

y — e • ; 

elle  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  x,  et  C. 

715.  Problème  VI.  — Trouver  la  courbe  plane  dont 
les  arcs  sont  proportionnels  aux  arcs  correspondants 
de  la  développée. 

Désignons  par  .«  l’arc  de  la  courbe  inconnue  compté  à 
partir  d’un  point  fixe  de  celle  courbe,  par  .r,  l’arc  cor- 
respondant de  la  développée , par  a une  consiaute 

3a. 
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donnée;  l’équation  du  problème  proposé  sera 
s,  = as  ou  cii,  = ac/s, 

OU,  comme  dSi  est  égale  à la  différentielle  du  rayon  de  « 
courbure  R de  la  courbe  demandée, 

i/R  = ads. 


Si  l’on  introduit  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y, 
cette  équation  sera  de  troisième  oi’dre,  et,  parconséquent, 
l’intégration  amènera  trois  constantes  arbitraires.  On 
effectue  facilement  cette  intégration,  en  opérant  comme 
il  suit  : 

Soit  l’inclinaison  de  la  tangente  de  la  courbe  cherchée 
sur  l’axe  des  x,  on  aura 


et  notre  équation  différentielle  deviendra 
rfR 

■r” 

l'intégration  donne 


■ = arf 


T! 


logR  — log«  = ay,  ou  R = 


a étant  une  constante  arbitraire.  On  a donc  aussi  - 

* 

ds  = ac“f  df, 

et  par  conséquent 

rfj:  = ttc®?  cosç  , dy  — ae^'^  iWf  df. 

Ajoutons  ces  équations  ; après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  — I,  il  viendra 

rf  (x  + J y/ — I ) = ; 


intégrant  et  désignant  par  x^  \j — i une  constante 

arbitraire,  on  a 

(x  - X.)  + (y  - y,)  yC:-,'  " c < p 

a -t-  y/— I 
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Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  et  si, 
entre  celles-ci,  on  élimine  l’angle  <^,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  demandée,  qui  renfermera  les  trois  ar- 
bitraires a, 

Posons 

^ U\/—  J 

, 

a -+-  1 

puis 

X — X,  = pcos(w -I- u),  y — J',  = P sin(w fl). 


P et  O)  seront  des  coordonnées  polaires,  et  l’équation  pré- 
cédente deviendra 


d’où 


P = mc^f,  U = y. 


et,  par  conséquent, 

a 6i 

P = me  , 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  est  la  seule  courbe  qui 
possède  la  propriété  en  question. 

La  solution  précédente  fournit  un  exemple  des  simpli- 
iications  que  peuvent  comporter  les  problèmes  du  genre 
de  celui  que  nous  venons  de  traiter. 


716.  Problème  VII.  — Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
rajon  vecteur  issu  d'un  point  fixe. 

Considérant  la  courbe  inconnue  éomme  l’enveloppe 
de  ses  tangentes,  nous  emploierons  (n”  210)  les  deux 
équations 

•rsin  y — jrcoiy—f  (ÿ), 

•rcostp  -f-  y sin  y = f'[y), 

qui  permettent  d’exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires ar,  y en  fonction  des  variables  ct_/'(y).  On  tire  de 
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d’où 

puis 


et 


x=/(®)sin  f ^-/'(ÿ)  cosip, 
r = — /(?)cos?  -f-/'(if)sin7, 

f/x  = [/((f)  +/"(y)]cosi)<^1>, 

= [/(?)  +/'(f)]siiiŸf/î, 

tij^  = ils  = f/(ï)  +/"(?)]  f/?- 


Le  rayon  de  courbure  étant  égal  à ^ et  le  rayon  vecteur 

(l  O 


x'  + ^ l’équation  du  problème  sera 


ri 


+ /=  m 


'ïi 

tiy^' 


m étant  un  nombre  donné.  Comme  elle  ne  renferme 
pas  ip,  nous  poserons 


±-f 

(/(f  ’ df  •'  rf/  ’ 

et  il  viendra 


Cette  équation  du  premier  ordre  s’intégre  immédiate- 
ment, car  on  peut  lui  donner  la  forme 


frlf  + frlf 


= mdf-. 


le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de 
^7’ -1-7'’,  et  l’intégration  donne 

v'7+7^="'(/-c). 

C étant  une  constante  arbitraire.  Comme  /'=  on  a 

tt 
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Si  l’on  a wi  <^i,  l’inlégration  donnera 


? — Ÿ*  = 


s/Tir; 


— arcsin 


(fo  étant  une  constante.  On  tire  de  là,  en  faisant 


r/i  C 

I — m‘ 


y/i—m'  = IX, 

/(f)— — " v^'  — i*’  -+-  asinft(Ÿ  — f.) , 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  est  algébrique 
quand  fjt  est  commensurable. 

Si  l’on  a w >1,  l’intégration  de  la  différentielle 
donnera 

9 — ?.=  : l0g(<  + — ')> 

y//i’ — I 

t désignant  la  quantité  — — f — m,  et  ç,  étant  la  con- 


m C 


stante:  on  tire  de  là  en  faisant — = «,  v'm’ — * =Mj 

f.)  4- f— /‘(p— ?.) 

/(t)  = « V ' -t-  " ; • 

EnGn,  dans  le  cas  de  m =:  i , on  a 

y/ 

V— 2C/-hC>’ 


d 9 = - 


d’où  l’on  tire,  en  posant  - = ci, 

/(?)  = "['  — (t  — ?•)']• 
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Usage  d'un  fadeur  pour  l'inlcgration  des  équations 
différentielles  d'ordre  quelconque. 


717.  Considérons  une  équation  difTérenlielle  d’ordre  n 
entre  les  variables  x et  et  supposons  (ju’on  l’ait  mise 
sous  la  forme 


(■) 


O, 


P et  Q étant  des  fonctions  de  x,  _> , 


peut  écrire 

^*  — 1 y 

(2)  +Q^'-  = 


dv 

— ; . . . , 

(tx 


O, 


d’-'  r 
dx—' 


On 


et  s'il  arrive  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
soit  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  u de  .r, 

7“’  ■ ■ ■ ’ évident  que  réquation 


U = const. 


sera  l’une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  P et  Q,  il  existe  tou- 
jours des  facteurs  ).  propres  à rendre  le  premier  membre 
de  l’équation  (a)  la  différentielle  exacte  d'une  fonction 

de  X,  -, — En  effet,  considérons  l'une  des 

(IX 

intégrales  premières  de  l'équation  (a),  et  soit 
H=C 


cette  intégrale  résolue  par  rapport  à la  constante  qu’elle 
renferme.  Différcntions-la  et  écrivons,  jiour  abréger, 

au  lieu  de  on  aura 

de' 


du 

dx 


du  , du  , 


d" 

— ) (*)  = O , 


et  la  valeur  de  y*"*  tirée  de  cette  équation  coïncidera 
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avec  celle  qui  est  donnée  par  la  proposée,  savoir  ; 
Q ■+■  Pj(*)  = o; 

on  a donc 


du  du  du  , du  , , 

1-  — r . .H »("-') 

d.r  dy  ' dy"'~'->' 


ports, 


P Q 

d’où,  en  désignant  par  À la  valeur  commune  de  ces  rap- 

du  . 
th  ~ * ’ 

dx  dy'  ^ 


Il  résulte  de  là  que  l’expression 

ÀPrfv("~')  + > Qtir 

est  une  diflércntielle  exacte  du. 

On  peut  établir  par  un  raisonnement  analogue  à relui 
du  n“  683  que  la  solution  particulière  de  l’équation  pro- 
posée doit  satisfaire  à l’équation  ^ = o;  nous  nous  bor- 
nons à indiquer  cette  proposition  que  nous  ne  croyons 
pas  utile  de  développer  ici. 

La  rccbercbe  des  facteurs  dont  il  vient  d’ètre  question 
présente  en  général  des  difficultés  insurmontables;  il  y a 
cependant  des  cas  où  l’on  parvient  facilement  à les  dé- 
couvrir. Nous  allons  en  présenter  un  exemple  qui  est  un 
de  ceux  qu’Euler  a considérés. 


718.  L’équation  dont  nous  allons  nous  occuper  est  la 
suivante  ; 


ay  

dx‘  y ■+-  iSx  -t-  ix’)’ 

En  examinant  sa  forme,  on  voit  qu’il  y a lieu  de  ebereber 
s’il  n’existerait  pasunfacteur  tel  que 
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propre  à rendre  son  premier  membre  la  diiréreiuiclle 


(Îy 

exacte  d’une  fonction  M de  X,  Ji'^'  Si  une  telle  fonc- 
tion U existe,  la  partie  ^ de  sa  diflercntielle  to- 

dx 

taie  aura  pour  valeur 


dx 


et  l’on  aura,  en  conséquence, 


m 


-+-  aXij  ^ -t-  U, 
dx 


U étant  une  fonction  des  seules  variables  x et  y.  En  éga- 
lant à zéro  la  di/férentielle  du,  on  a 


</X,  dy  I 

2 r -j-  + dM  p<.  — = o. 
dx  dx  dx 


Et,  pour  que  cette  équation  coïncide  avec  la  proposée,  il 
faut  que  l’on  ait 

aaXi.rrf)'  -t-  aaXj.r  ’rfj: 


dV  = 


(P.t  ’ -4-  7 -t-  2^x  -t-  tx') 


/rfx, 


d\. 


La  première  partie  de  cette  valeur  de  d\]  deviendra  une 
différentielle  exacte,  si  l’on  pose 

X,  = 7 -I-  2^x  ix’, 

^ t d'X., ^ ^ ^ ^ 

’ 2 dx  ’ 

et  il  arrive  alors  que  la  partie  restante  est  elle-mèrae  une 
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diflérenliellc  exacte.  On  a 

y ■+-  7. Sx  -h  ix’ 


et,  par  conséquent, 

y -h  7.  Sx  -t-  i .r’ 


+ «/’  + c. 


ooy 


P P/'  -f-  7 + 2 ô ,r  H-  s X' 

C étant  une  constante. 

Le  facteur  dont  nous  avons  fait  usage  est 

2(7-I-2iÎX  + 8X=)^  — z(S  -t-  ix)  f, 

et  nous  en  concluons  cette  intégrale  première  de  la  pro- 
posée, savoir  : 

(7-H  2JX-+-.X»)  - Z{S -i- ex)  jr 

«{7 -f- 2 0X  4- ix’) 

— - ''-T-  , - - — - -I- tr’-H  C=;o. 

P(P7’4-7-4-20x  4-t.f’) 


Usage  de  la  dijférentialion  pour  V intégration  des 
équations  différentielles . 

719.  Soit 

(1)  U = o 

une  équation  différentielle  d’un  ordre  quelconque  n entre 
les  deux  variables  x et  j.  En  la  diflérentiant  on  oblioii- 
dra  une  équation  d’ordre  n 4-i 

(2)  U.=  o, 

et  l’on  pourra  former  ensuite  diverses  combinaisons  des 
équations  (1)  et  (2).  Soit 

(3)  V.  = o 

l’équation  d’ordre  n-l-i  qui  résulte  de  l’une  de  ces  com- 
binaisons. Si  l’on  peut  trouver  une  intégrale  première 
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de  l’équation  (3)  distincte  de  la  proposée,  on  connaitra 
aussi  une  intégrale  première  de  cette  dernière.  Car,  si 

(4)  v = o 

est  une  intégrale  première  de  l'équation  (3),  et  qtte  l’éli- 

ci  ^ y” 

minalion  de  entre  les  équations  (i)  et  (4)  donne 
pour  résultat 

(5)  • W = o, 

celle  équation  (5), qui  est  de  l’ordre  u — i et  qui  renferme 
une  consiaute  arbitraire,  sera  évidemment  une  intégrale 
première  de  l’équation  (i). 

Si  l’équation  (i)  est  du  premier  ordre,  l’équation  (5) 
fera  connaître  son  intégrale  générale. 

720.  Exemple.  — Pour  donner  un  exemple  de  celte 
méthode  d’intégration,  proposons-nous  do  trouver  les 
lignes  de  courbure  d’une  surface  du  deuxième  ordre  .à 
centre.  L’équation  de  cette  surface  étant 


si  l’on  pose 

, (c’  — è’)  o’  ^ 

A — ’ B = — — , 

l’équation  différentielle  des  projections  des  lignes  île 
courbure  sur  le  plan  xy  sera  (n“341  ) 


On  a par  la  différentiation  de  celle  équation 


(2) 


2 Ax/ 


cLc 


Ky--n\p- 

I d.i^ 
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el  rélimiuatioii  de  a:’ — Aj‘‘  — B entre  les  é(|ualions  (i) 

ffyt 

et  (a)  donne,  ajirès  la  suppression  du  facteur  A -^  + 1 
cominuii  à tous  les  termes, 


(3) 


J) 


rf’  r 
r/x’ 


dx 


= O. 


Si  l’on  divise  cette  équation  par  X)  elle  devient 

(i^r  riy 


d.T-  dx  I 


d.r 


les  variables  sont  séparées,  et  l’on  a par  l’intégration 


log  ~ -t-  log^  — logj  = loge, 


ou 

(4) 


^ — r 

X dx  ' 


dr 


C étant  une  constante.  L’élimination  de  -Rentre  les  équa- 
tions (i)  et  (4)  donne 

RP 

(5) 


ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  obtenus  précédemment 
par  d’autres  méthodes  (n®*  338  et  6S0). 


Solution  d’un  problème  qui  exige  l'intégration  d’un 
système  d'équations  différentielles  simultanées . 

721.  Nous  avons  vu  que  l’intégration  d’un  système 
d’équations  différentielles  simultanées  d’ordres  quelcon- 
ques se  ramène  toujours,  par  l’élimination,  à l’intégra- 
tion d’une  ou  de  plusieurs  équations  qui  ne  renferment 
chacune  que  deux  variables  ; mais  une  telle  réduction 
n’est  pas  toujours  de  nature  à simplifier  le  problème 


Digitized  by  Google 


CALCUL  INTÉGRAL. 


5 lO 

qu’il  s'agit  de  résoudre.  En  l’absence  de  toute  méthode 
générale  d’intégration,  il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter 
ici  un  exemple  particulier,  que  nous  empruntons  à la  géo- 
métrie. 

Problème.  — Trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile. 

Soient  X,  y,  s trois  coordonnées  rectangulaires,  et 
(l)  XCOSa  H-^  COSS -t- ZC0S7  — « = o 

l'équation  du  plan  mobile;  la  distance  u de  ce  plan  à 
l’origine,  et  les  angles  a,  6,  y qu’elle  forme  avec  les  axes, 
sont  des  fonctions  données  d’un  paramètre  t.  Les  trajec- 
toires demandées  devant  être  perpendiculaires  au  plan, 
les  équations  différentielles  du  problème  sont 

rir  rly  tiz 

' ' cosa  COS 6 cosy  ’ 

on  peut  concevoir  que  l’on  ait  tiré  de  l’équation  (i)  la 
valeur  de  t en  fonction  de  s,  et  les  cosinus  des  angles 
a.  G,  y doivent  être  regardés  dans  les  équations  (a)  comme 
des  fonctions  données  des  variables  x,y,  z.  Pour  inté- 
grer ces  équations  (a),  je  ferai  usage  des  formules  que 
j’ai  établies  au  n“274,  et  je  conserverai  les  notations  de 
ce  numéro.  Ainsi,  les  angles*.  G,  y étant  évidemment  ceux 
que  forme,  avec  les  directions  des  axes,  la  tangente  de  la 
courbe  cherchée,  je  désignerai  par  l,  n,  ^ et  par  X,  p,  v 
les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par  la  normale 
principale  et  par  l’axe  du  plan  osculateur  de  la  courbe; 
en  outre,  r/ff,  dr  désigneront  les  angles  de  contingence 
et  de  torsion,  ds  la  différentielle  de  l’arc  de  courbe,  en 
sorte  que  l’on  aura 

t fia  = ^(</cosa)’-t-  (rfcosê)’  -f-  (c/cosyj’ 

' rir  — y (</ cosa)’  -t-  (f/cos(i)’  -I-  (ti cosv  )’. 
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Cela  posé,  chaque  membre  de  la  formule  (a)  est  égal  à 
ds,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

(4)  (ix  — lis  cos  a,  ily  =z  ds  cos^i,  ih=zds  cosy. 

Posons 


(5) 


.r  cos  A y cos(i  -+•  Z cosï  = U : 


en  diflerentianl  deux  fois  cette  équation  (5)  et  ayant 
égard  aux  équations  (4),  on  aura  (n^ST^) 


(6) 

(7) 


•r  cosÇ  -)-  > cosn  + Z cosÇ  =: 


dV 

rfr’ 


■r  cos*  -f-  )'  cos6  -1-  Z cosy  = — 


La  comparaison  des  équations  (i)  et  (y)  donne 


(8) 


dz 


+ U = — U 


tic 


D’après  la  première  équation  (3),  do  est  le  produit  par  dt 
d’une  fonction  donnée  de  f,  puisque  cosa,  cosê,  cosy  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  données  de  ce  paramètre.  En- 
suite, d’après  les  formules  du  n°  274,  cosÇ,  cos»j,  cosÇ, 
et  cosX,  cosfc,  cosv,  sont  elles-mêmes  des  fonctions  con- 
nues de  t,  enfin  dz  est,  d’après  la  formule  (4),  le  produit 
d’une  telle  fonction  par  dt.  Il  résulte  de  l.à  que  l’équa- 
tion (8)  est  une  équation  diflerentielle  du  deuxième 
ordre  entre  les  variables  U et  f;  l’intégration  amènera 
donc  deux  constantes  arbitraires.  Quand  la  valeur  de  IJ 
sera  connue,  les  coordonnées  x,  y,  z seront  données  en 
fonction  du  paramètre  t par  les  équations  (5),  (6),  (7); 
ces  équations  peuvent  être  représentées  par 

(9)  V = o,  dV  = o,  inv  = o, 
si  l’on  pose 

(10)  V = J- cosX cosp -+- Z cosa  — U. 
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L'équation  (8)  appartient  à la  classe  de  celles  dont  la 
théorie  fera  l'objet  du  Chapitre  suivant;  mais  on  l’intègre 
très-facilenient,  en  faisant  usage  des  formules  du  n°  210. 
Effectivement,  soient  X,  Y deux  nouvelles  variables  dé- 
finies par  les  équations 

X sin  T — Y cosT  = II, 


f/U 

X COST  -t-  Y sin  T = , 

</T 


on  aura 


f/U 

X = U sinr  H COST, 

«T 


, f/U  . 

y = — U COST  H — - siOT, 

f/T 


puis 


COST  f/T, 


sinT  f/T, 


et,  à cause  de  l’équation  (8), 


lits  ,,,  dn  . 

d\  — — U — COST  f/T,  f/Y  =:  — « SIDT  OT 
f/T  f/T 


Intégrant  et  désignant  par  A et  B deux  constantes  arbi- 
traires, on  aura 


X = 


d(T 

n — - COST 
f/T 


f/T, 


Y = B 


f/T 


sin  T f/T, 


et,  par  suite. 


(«■) 


U A sinT  — 


B COST 


r 

• sin  T I 

*/t, 

■ COST  / 

Jt, 


U 


cosTf/r 

«T 


U sinr  «T. 

«T 


Celle  formule  (ii)  donne  l'expression  de  U en  fonction 
de  T,  ou  si  l'on  veut  en  fonction  du  paramètre  /*,  le  pro- 
blème proposé  est  donc  résolu. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  UNTlAIRES. 


Des  équations  linéaires. 


722.  On  nomme  équations  différentielles  linéaires 
celles  dans  lesquelles  les  fondions  inconnues  et  leurs  dé- 
rivées n’entrent  qu’au  premier  degré  et  ne  se  multiplient 
pas  entre  elles. 

La  variable  indépendante  étant  représentée  par  x,  et 
la  fonction  inconnue  par  j",  la  forme  générale  des  équa- 
tions linéaires  à deux  variables  est 


f/"  >•  _ y 

— ^ + P i-  + 

,l.r»  ^ 


+ Ur  = V, 


les  coefficients  P,...,  T,  U étant,  ainsi  (jue  V,  des  fonctions 
données  de  x qui  peuvent  se  réduire  à des  constantes. 

Lorsque  la  quantité  V sera  nulle,  nous  dirons,  pour 
abréger  le  discours,  que  l’équation  linéaire  n a pas  de 
second  membre.  On  verra  plus  loin  (jue  l’intégration  des 
équations  linéaires  pourvues  d’uu  second  membre  se  ra- 
mène à l’intégration  de  celles  qu’on  en  déduit  par  la  sup- 
pression du  second  membre. 

11  est  évident  (n"(ifo)  que  les  équations  linéaires  n’ont 
pas  de  solutions  particulières. 


Propriétés  des  équations  linéaires  dépourvues  de 
second  membre. 

723.  Puf.mièhk  pnopiuéTÉ.  — L'ordre  d'une  équation 
linéaire  sans  second  membre  peut  toujours  être  abaissé 
d'une  unité. 

II.  33 


Digitized  by  Coogle 


CALCUL  INTÉGRAL. 


5l4 

Effectivemonl  l'équation 


il"Y  ri-~' Y 

dx“ 


+ U.v  = O 


appartient  à la  classe  tics  équations  liomogènes;  on  abais- 
sera donc  son  ordre  d’une  unité  en  posant  (u“  GOG) 


d’où 


r = 


zd.t 


r-.,u 

dy • J '■/•  > / </: 

dx  ~ dx‘‘  \f/x 


mais  on  doit  remarquer  que  la  transformée  obtenue  n’est 
pas  linéaire. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  n = 2,  la  proposée  est 


d‘\ 


-t^P 


dy 

<lx 


+ Qy  =2  0, 


et  notre  transformation  donne 


dz 

— -t-  -H  P:  + Q =:  o. 
dx 

72i.  Del'xil.me  ritoPRiÉTÉ.  — Si  l'équation  linéaire 
sans  second  membre 


d"  V 


y 


-t-  G.)  = ü 


est  satisfaite  quand  on  pose  y = elle  est  également 
satisfaite  par  y = C)  1 , C étant  une  constante  arbi- 
traire. 


Effectivement  le  résultat  de  la  substitution  de  Cjy  à p 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  est  égal  au  produit 
de  la  constante  C par  le  résultat  de  la  substitution  dep  ,. 
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72o.  Thoi.sième  propriété.  — Si  la  meme  équation 
linéaire  est  satisfaite  quand  on  pose  y=  7 ,,  y=  )j, . . . , 
Y =J„  (die  est  aussi  satisfaite  parj—y, 

En  effet,  le  résultat  de  la  sulisliiution  do 

J'i  ~t-  .I  l I 

a J dans  le  premier  membre  de  l’équation  est  évidemment 
la  somme  des  résultats  que  l’oii  obtient  quand  on  substitue 
successivement  ) 

Il  résulte  decettej)ropriélé  et  delà  prérédentc  que  si  l’on 
connaît  i solutions  de  , de  l’équation  linéaire 

sans  second  membre,  on  pourra  former  une  solution  de 
la  même  équation  contenant  t constantes  arbitraires,  sa- 
voir 

= , ■+-  C..I  , -t- . . . -t-  , . 

Et  si  le  nombre  est  égal  à rordre/ideréijuation,  on  aura 
de  celte  manière  l’intégrale  générale  de  l’équation  diffé- 
rentielle, pourvu  cependant  que  les  arbitraires  soient 
telles  qu’on  finisse  attribuer  à la  fonction  j cl  à ses  n — 1 
premières  dérivées  des  valeurs  arbitraires  répondant  à 
une  valeur  de  x choisie  à volonté.  Cette  dernière  con- 
dition ne  serait  pas  remplie  s’il  existait  une  relation 
linéaire  entre  r,, ...  ; car,  dans  ce  cas,  on  a 

«iji  -t- rtj.)  I -t- . . 

rt,,  fl,,...,  fl„_,  étant  des  coefficients  constants;  celte 
valeur  de  étant  substituée  dans  l’expression  de  ) , 
celle-ci  se  réduit  à la  forme 

J"  = Cl  r,  -I-  Ci  .r,  -I- . . . -t-  C„_,  , 

et  comme  elle  ne  renferme  pas  n arbitraires,  elle  ne  peut 
être  l’intégrale  générale. 

726.  QeATRiÈME  pROPiuÉrÉ.  — L intégrale  générale 
d'une  équation  linéaire  d'ordre  n,  sans  second  membre, 

33. 
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est  toujours  de  la  forme 


r = Cl  r • -+-  Cî  / J -f- . . . c„  , 


C|,  Cl,...,  C„  étant  des  constantes  arhitraires  et  ),, 
ji,...^j„des  Jonctions  dctenninées  de  la  variable  in- 
dépendante. 

Celte  proposition  est  évidente  dans  le  cas  de  n = i , car 
l'équation  dilïérentiullo  est  alors 


-7-  -t-  Pj  = o 

a.r 


th 

ou  — 
7 


et  l’on  en  tire 
en  posant 


.r  = c, 


Pdx, 


Il  suffit,  d’après  cela,  de  démontrer  que  si  la  propriété 
en  question  appartient  aux  équations  d’ordre  n — i,  elle 
ajjparticnt  aussi  aux.équations  d’ordre  n.  Supposons  donc 
que  l’équation 


„ l'/r 

P -I - -t-  . . . -t-  Y 

dx“  d.v"-'  dz 


U.r  = O , 


soit  satisfaite  par  = y,,  étant  une  fonction  de  x sans 
constante  arbitraire,  et  faisons  la  substitution 


d’où 
dy  _ 
dx 


<h 
' dx 


dr, 

d.v  ' 


d-  Y d‘‘z 

7/x'  ' d.7 


dy,  dz  d’r, 

d.r  dx  dx' 


CCS  valeurs  ayant  été  tnbslituées  dans  la  proposée,  il  est 
évident  que  le  coefficient  de  z sera 


dx"  d.r" 


■ 'JZi 

dx 


b’_ri. 
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expression  dont  la  valeur  est  nulle,  par  hypothèse.  Si 

1 , i.'  . I*'* 

1 on  pose  — = U,  I équation  en  u sera  linéaire,  sans  se- 
cond membre  et  d’ordre  n — i ; son  intégrale  générale 
sera  donc 

W “ Cl  Ut  -i-  C|  U J -h  . . . -t-  C«  I/n— I , 
et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  z sera 

I = Cl  + C,  r «,  rf.i-  -t-  C„  r M,_i  dx. 

• ’j-,  Jt, 

Ainsi  l’on  aura,  pour  l’intégrale  générale  de  la  proposée, 

} = C,  y,  -t-  C,  J,  I «1  <ir  + C„  .r , I dx , 

Jx.  Jt, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


Intégration  d'une  équation  linéaire  pourvue  d’un  se- 
cond membre,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  l’intégrale 
générale  de  l’ équation  privée  de  second  membre. 


727.  Posons,  pour  simpliiier  l’écriture. 


(0 


1>ü)= 


//"r 


et”-'  I i/i 

d.>-~‘  ^ dx 


+ v.r. 


P, . . .,  T,  U étant  des  fonctions  données  de  x,  et  consi- 
dérons l’équation  linéaire  d’ordre  n, 

(3.)  <|.(j-)  = V, 

dont  le  second  membre  V est  également  une  fonction 
donnée  de  x.  Je  dis  que  si  l’on  ronnail  l’intégrale  géné- 
rale de  l’équation 

(3)  f(r)  = o 

dépourvue  de  second  membre,  on  pourra  en  conclure 
l’intégrale  de  l’équation  ( a),  par  de  simples  quadratures. 
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Soit 

(4)  X = C‘t  C;  J,  + . . . H-  C„  y„ 

l’intégrale  générale  de  réijualion  (3),  C,,  C,,...,  C„ 
étant  des  coiistaulcs  arbitraires.  Si  l’on  regarde  les  arbi- 
traires C,,  Ci..  . .,  C„  cotirme  des  fonctions  de  .r  indé- 
terminées, le  second  membre  de  la  formule  (4)  pourra 
représenter  une  fonction  (picl('om|ue,  et,  par  consécjucnt, 
cette  formule  (4)  est  susceptible  d’exprimer,  en  parti- 
culier, l’intégrale  générale  de  l’équation  (2).  On  peut 
môme,  si  l’on  veut,  attribuer  à n — i des  arbitraires  C,, 
Cj,...,  C„  telles  valeurs  (jiie  l'on  voudra,  ou  établir  entre 
elles  n — i relations  quelconques  ; car  l’une  de  ces  arbi- 
traires demeurant  une  fonction  indéterminée,  nous  ne 
faisons  autre  ebose  que  substituer  à 1 une  variable  nou- 
velle. 

Dill’érenliant  donc  l’équation  (4)  dans  l’iiypotbèse  des 
arbitraires  variables,  tious  aurons 


<}r 

tlx 


= c, 


• -î- 


'lu 

ch- 


clC, 


dC. 


dC„ 

ch-  ’ 


et,  puisque  nous  pouvons  établir  n — 1 relations  entre 
les  arbitraires,  nous  poserons  d’abord  la  suivante  : 


rfC, 

d.r. 


■ J 1 


dC, 


dC„ 

.U  -7-  = O; 
clx 


par  cotiséqucnt  la  valeur  de  -j-  sera  simplement 

'‘y  __  r ' J-  r ’ -4-  -4-  r 

//.r  dx  dx  dx 

en  sorte  qu’elle  a la  môme  forme  que  dans  riiypoiliè.se  des 
arbitraires  constantes. l/'onnons  pareillement  les  dérivées 
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suivautcs  (le  jusqu'à  celle  de  l’ordre  n — i,  en  opérant 
de  la  même  manière,  c’est-à-dire  en  établissant  enlre  les 
arbitraires  les  relations  nécessaires  pour  (jnc  les  expres- 
sions des  dérivées  dep"  soient  les  mêmes  que  dans  l'iivpo- 
thèse  des  arbitraires  constantes.  Il  est  évident  que  les  re- 
lations dont  il  s’agit  seront 

'fC„ 


f/C, 


dC. 

llx 


d r.  dC,„ 


! (ix  d.r 

j 

dx  dx 

+ 

dx  dx  ' 

[ d-’  i , dC. 

d"-\y,  dC, 

d"-\y„  dC„  _ 

[ <t.r 

fU"  dx 

d.r‘~‘  dx 

^51 


et  l’on  aura,  en  même  temps, 

! y = c,r,  -(-  c..  V.  -t- . . . -i-  c„.r.. 

! d’ r d"  V,  d"  1 5 

(b)  ( — =C,  • -^  Cj — --h 

' d/’  i/j:"  dx"~' 


dx 


d“.)'„ 
dx«-'  ' 


dx' 


'JL  — c ' 

' d.i^— 


d«-\u 

''  dx-"-' 
d"  y 


C„ 


d-'^„ 

d.r'—‘  ' 


Il  nous  faut  encore  la  valeur  de  — - ; mais  nous  ne  pontons 

plus  établir  de  relation  nouvelle  entre  les  arbitraires,  et 
la  dernière  des  équations  (6')  nous  dotittera,  par  la  dif- 
férentiation, 


(7) 


1 dx"  d.t^  dx" 

I d"~‘y,  dC, 

dx 


C„ 


d“.V, 


dx" 
d"—_y„  dC.„ 


■ dx-'  dx  ■■■  d.r"->  dx 

Substituotis  maitilenattt,  dans  rétjualion  (a),  les  valeurs 
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de  y et  de  ses  n premières  dérivées,  tirées  des  équa- 
tions (6)  cl  (7),  il  viendra 

Cl  *1’  (.>1)  Cj  <I>  (_Vj)  -f-  . . . -H  C„<I'  (j'n) 

àC,  ri"-'  r„  rfC.  _ 

dx  ' ' ’ dx“~'  d.r 


Or  les  quantités  *l’(7i),  sont  nulles 

par  hypothèse  ; donc  011  a 

,g.  >1  '{C,  rfC,  rfc,  _ 

' dx‘~'  dx  dx"~‘  dx  ' ' rf.r"*'  t/.r 


Maintenant,  si  le  déterminant 


(9) 


'O'i  '(Ti  » 

d.r  ’ dx''"'  d.r  ' 


n’est  pas  nul,  les  équations  (5)  et  (8)  donneront  pour 
des  valeurs  déterminées,  fonctions 

dr  d.r  dx 

de  X. 

Pour  ohlcnir  ces  valeurs,  ajoutons  les  équations  (5) 
et  (8),  après  avoir  inuliiplié  les  premières  par  les  fac- 
teurs Ào,  X,,.  . et  posons  généralement 


(10) 


?(.r)  =>..r-t->i 


<h 

dJ- 


■ ■+•  ^n-j 


d»->y 

d.r"-^ 


d«-i  y 
-4* y 


on  aura 


f \ / \ 1 / \ 


Pour  avoir  la  valeur  de 


dCi 

d.r 


il  faut  déterminer  les  fac- 
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leurs  X,  de  manière  que  l'on  ait 

(la)  = = ç(j^„)  = o,  exccpié  ?(.>-,)  = O, 


el  l'équation  (i  i)  donnera 


(.3) 


^ ^ 


ip,  (_^)  étant  la  valeur  que  prend  ip(y)  lorsque  les  coeffi- 
cients X satisfont  aux  équations  (la).  Désignons  par  c, 
une  constante  arbitraire,  on  aura  par  l'intégration 


C,= 


\dr 


par  conséquent,  si  l'on  pose 


\dr  \dx  \d 

Jx.  ?•(.►■')  Jx,  ?^U>)  Jx, 


l’intégrale  générale  de  l'équation  (a)  sera 


J'  — X -f-  c,y,  -I-  c,/,  -4-.  . . 4- 

Cl,  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit 

qu'elle  s’obtient  en  ajoutant  la  fonction  X à l’intégrale 
générale  de  l’érjuation  (3). 

Il  faut  remarquer  que  le  déterminant  (g)  ne  peut 
jamais  être  nul.  En  clfet,  par  hypothèse,  l'équation  (4) 
représente  l’intégrale  générale  de  l'équation  (3),  lors- 
qu’on regarde  C,,  C,, . . . , C„  comme  des  constantes  arbi- 
traires; donc  les  n équations  (û)  doivent  fournir  pour 
C,,  Cj,. . .,  C„,  des  valeurs  déterminées  fonctions  de  x, 

y,  *1*^'  n’aurait  pas  lieu,  si  le  déter- 

minant en  question  était  nul. 


728.  Méthode  de  Cacchy  . — La  méthode  dont  nous 
venons  de  faire  usage,  fondée  sur  la  variation  des  arbi- 
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trnires,  a une  importanre  considérable  dans  l’analyse,  et 
elle  nous  a fourni  une  solulion  très-élégante  du  problème 
que  nous  nous  étions  proposé;  il  ne  sera  pas  inutile  ce- 
pendant de  faire  connaître  ici  une  autre  solution  que 
Caueby  a donnée  de  la  même  question. 

Il  s’agit  d’intégrer  l’équation 


(•) 


d"  y „d"~‘r 

— - -i-  P ^ 

d.i-"  d.r”-' 


-t-.  . .-+-T 


'(*■ 

TU- 


4-  üy  = F(ar), 


dont  nous  représentons  le  second  membre  par  F (or),  en 
supposant  connue  l’intégrale  générale  j =Y  de  l’équa- 
tion 


, > d‘'Y  ^d"-'r  ^dy 

(2)  -,  --1-P-; — - -i-,  . .-yT— -hVy  — o. 

' ^ dr"  f/.r"  ' tt.r 


Les  n arbitraires  qui  figurent  dans  la  fonction  Y peuvent 
être  déterminées  de  manière  que  l’on  ait,  pour  ar  =a, 


(3)  Y = o, 


'H 

d.r 


d'-~'Y 


■ = O, 


et  je  dis  qu’on  satisfera  tà  l’équation  {1)  en  posant 


(4) 


Yda. 


En  edet,  on  a,  en  dilférentiant  celte  formule  (4)  et  en 
représentant  par  (Y)  la  valeur  de  Y pour  a = x. 


dj_ 

dx 


(Y), 


ou  simplement 

(5) 


-=  f 

J O 


dx 


da. 


car  les  formules  (3)  ayant  lieu  (juand  on  remplace  x 
par  a,  et,  par  suite,  quand  on  remplace  a par  T,  la  quan- 
tité (Y)  est  identiquement  nulle. 


Digitized  by  Google 


CHAPITBE  IX. 


323 


Pareillement,  les  dérivées —, — - s’aiinulai 

t(x‘ 

pour  a = 3:,  on  a,  par  des  différentiations  successives, 

(,nr  d’Y 

tl\Y  _ d»Y  ^ 

(b)  ^ d.H  -X  >!'■' 

[ rl"-'x  r *d— 'Y  ^ 

' d.r"-‘  ~ ’Z/-'— “ ’ 

enfin,  une  différenliaiion  nouvelle  donne 


^/■Y  I t/'-'V 
dx'  + 1 7/.7-- 


(7?^)  valeur  que  prend  ^ ^ pour  a.  = T.  Il 

est  évident  que  cette  valeur  est  r'(j").  puisque,  par  hy- 
‘Y 

potlièse,  réduit  à F(  a)  pour  x = a ; ainsi  l'on  a 


/'•i  f'rf”Y  , , 

5-=i  + 


Substituons  maintenant,  dans  l’équation  (i),  les  valeuis 

de  ),  —>•••)  4-^  tirées  des  formules  (4),  (5))  (f>) 
• dx  dj:"  ' 

et  (7)  ; on  aura  pour  résultat 

r^rd"Y  „d"-'Y  ^d\  , 

ce  qui  est  bien  une  identité  ; car  le  coefficient  de  dsi  sous 
le  signe  J est  nul  par  hypothèse.  ' 

Nous  connaissons  donc,  par  cette  méthode,  une  solution 


dY  n , 

T -f- UY  da  =r  O, 
du:  I 
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de  l’équalion  (i)  ; désignons-la  par  X el  posons 


J-  = X -I-  Z. 


Si  l'on  efface  les  termes  qui  se  détruisent,  le  résultat  de 
la  substitution  dans  l’équation  (i)  sera 


rf"z 

1-  P 

dr"  d.r’-< 


dz 

dx 


-t-  Uz  = O, 


ce  qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (2),  où  la  lettre 
est  remplacée  par  z.  11  s’ensuit  que,  pour  avoir  l’inté- 
grale générale  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  prendre  celle 
de  l’équation  (2)  et  d’y  ajouter  ensuite  X. 


Réduction  d'une  équation  linéaire  à une  autre  d'ordre 
inférieur^  dans  le  cas  où  l'on  connaît  une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  de  l'équation  prwée  de 
second  membre. 


729.  Posons,  comme  au  n“  727, 


{■) 


d' r 

* Ü ) = + P 


d.r"-' 


T ^ U. ) , 

ar 


P, . . . , T,  U étant  des  fonctions  données  de  x.  INous  ve- 
nons de  voir  qu’on  peut  obtenir,  par  des  quadratures, 
l’intégrale  générale  de  l’équation 

(2)  <i>(.r)  = v, 

dont  le  second 'membre  est  une  fonction  donnée  de 
quand  on  connait  l’intégrale  générale  de  l’équation 

( 3 ) (r)  = O, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  connait  n inté- 
grales particulières  distinctes  de  cette  équation,  sans 
aucune  constante  arbitraire.  Nous  nous  proposons  ici  de 
généraliser  ce  résultat  en  démontrant  que  l'intégration 
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de  l’équation  (2)  exige  seulement  l’intégration  d’une 
é(|uation  linéaire  d’ordre  n — lorsque  l’on  connaît  / 
intégrales  particulières  de  l’équation  (3). 

Supposons  que  l’on  connaisse  une  intégrale  particu- 
lière),,  de  l’équation  (3)  ; ou  aura  une  intégrale  plus  gé- 
nérale en  posant 

(4)  = 

Cl  étant  une  arbitraire.  Et  si  l’on  regarde  C|  comme 
variable,  l’équation  (4)  pourra  représenter  l’intégrale 
générale  de  l’équation  (2);  ce  n'est  ici  que  le  même 
changement  de  variables  déjà  pratiqué  au  11“  726.  L’é- 
quation (4)  donne,  par  la  dilVérentiation  (n“  64), 

Idy  c/Vi  <IC, 

lu' 

>l\r  _ ,l\Y,  rtc,  fly, 

d-r-  ' d^'  dx  ' ' d.r^ 



‘/"Xi  » <^c,  r/"~'  V,  (■/"G, 

dx"  ' d.c"  I dx;  d.c"~'  ‘ ‘ ‘ ,'jxi  ’ 

et  cximme  ^ (j.)  est  nul  par  liypothèsc,  la  substitution 
des  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l’équation  (i)  donnera  un  ré- 
sultat de  la  forme 


(6) 


d"C, 

tU“ 


P. 


(/'•-'G, 

dx'-‘ 


= V,, 


P,,...,  T,  et  V,  étant  des  fonctions  connues  de  x. 
L’éipiation  (G),  d’où  l’on  doit  tirer  la  valeur  de  C,,est 
linéaire  et  d'oidre  n ; mais  comme  elle  ne  renfeiine  (jue 
les  dérivées  de  C,  et  non  cette  fonction  elle-  même,  on 
l’abaissera  à l’ordre  n — i en  posant 


(7) 


^G, 

<ix 


— «; 
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fl'*  ^ U ^ 

J>  ^ T,  W rr: 


Si  l’on  peut  trouver  rinlégiale  gcnéi  ale  de  1 équation  (8), 
on  aura,  par  réqualiou  (7),  en  désignant  jjar  r,  une 
constante  arbitraire, 


C,  — r,  -t- 


r 

I udx\ 


enfin  ré(|uation  (4)  donnera 
(<))  .r  — r.X'-^.yif 

qui  sera  l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée  (2). 

Ainsi  la  eonnaissance  d'une  intégrale  particulière  de 
l’équation  (3)  permet  d’abaisser  d’une  unité  l’ordre  de 
l’équation  (2),  sans  que  la  forme  linéaire  soit  sacrifiée. 

730.  Supposons  que  l’on  connaisse  i intégrales  parti- 
culières 

.>1.  ,>» .J,- 


de  l’équation  (3).  Au  moyen  de  l’intégrale _r,,  on  ramè- 
nera, comme  on  vient  de  le  voir,  l’intégration  de  l’équa- 
tion (1)  h celle  de  l’équation  (8),  que  nous  représenterons, 
pour  abréger,  par 

(10)  Y(„)  = V., 

et  je  dis  que  l’on  connaît  / — 1 intégrales  particulières 
de  l’équation 

(11)  T(«)  = 0. 

En  effet,  il  est  évident  qu'on  passe  de  l’équation  (ii)  à 
l’équation  (3)  par  la  substitution 
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cl,  puisque  j'j,  _>  j,.  . j ,_i  sont  des  solutions  de  cette 
équation  (3),  l’éijuaiion  (ii)  sera  satisfaite  par  Tune 
quelconque  des  valeurs  sui\ antes  de  u : 

tl—  //■— 

.>  I 

{Iv  * tl.r  ' d.r 

Ainsi  l’on  peut  appliquer  à l’équation  (lo)  tout  ce  que 
nous  avons  dit  de  l’équation  (a);  on  ramènera  la  reelicr- 
clie  de  son  intégrale  à celle  d’une  équation  linéaire 
d’ordre  n — a telle,  que  l’équation  correspondante  sans 
second  membre  admetlra  i — a intégrales  particulières 
connues.  Et,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on 
formera  une  é-qualioii  linéaire  d’ordre  n — i,  dont  il  suf- 
fira de  connaître  l’intégrale  générale  pour  obtenir  celle 
de  la  proposée. 

731.  Remarques.  — La  connaissance  d’une  intégrale 
particulière  j'i  de  l’équation  (a)  ramène, comme  on  l’a  vu, 
l’intégration  de  cette  équation  à celle  de  l'équation  (3); 
en  d’autres  termes,  elle  donne  le  moyen  de  faire  dispa- 
raître le  second  membre,  mais  non  d’abaisser  l’ordre  de 
l’équation.  Il  en  résulte  que  si  l’on  connaît  i intégrales 
particulières  de  la  même  équation  (a),  on  pourra  faire 
disparaître  le  second  membre  et  abaisser  en  outre  de 
I — I unités  l’ordre  de  l’équation-,  car  l’intégrale  ayant 
été  employée  pour  l’évanouissement  du  second  membre 
on  connaîtra  i — i intégrales  y,  — JtiJs  — 1 1 - • ■ — .)  i 

de  l’équation  transformée. 

Si  le  rapport  de  V à U est  constant,  on  a une  solution 

V 

de  l’équation  (a)  en  posant  j)' = celte  équation  est 

donc  immédialemciit  ramenée  à l’équation  (3). 

Enfin  on  voit  par  les  développements  qui  précèdent 
que  les  équations  linéaires  n'admettent  pas  de  solutions 
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particulières,  sans  qu’il  soit  nécessaire,  pour  cet  objet, 
de  recourir  à la  théorie  générale  de  ces  solutions.  Nous 
avons  vu  effectivcnaent  que  si  y,  désigne  une  solution 
de  l'équation  d*  (y)  = o,  ou  peut  mettre  l’intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  sous  la  forme 

^ = C,  -I-  C,  -t-  . . . -t-  C„  ; 

yi  est  donc  une  intégrale  particulière.  De  même  si  i ^ 
désigne  une  solution  de  4>(y)  = V,  l’intégrale  générale 
de  cette  équation  sera  de  la  forme 

C,  r,  -t- . . . -f-  C„J,, 

en  sorte  que  v,  est  encore  une  intégrale  particulière. 


Autre  manière  d'effectuer  la  réduction  d'une  équation 
linéaire  à une  équation  linéaire  d'ordre  inférieur, 

732.  La  réduction  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
u“  730  peut  être  cllèctuéc  d’une  autre  manière;  c’est  ce 
que  nous  allons  montrer  ici,  afin  de  donner  un  nouvel 
exemple  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires. 
Reprenons  l’équation  linéaire  d’ordre» 

(■)  1-(/)=V, 

et  supposons  que  l’on  connaisse  i intégrales  particulières 
de  l’équation  sans  second  membre 

{■}.)  <|.[j)  = o. 

On  aura  une  intégrale  particulière  plus  étendue  de  l'é- 
(juation  (a)  en  posant 

(3)  — C| -H  -t- . . . -t- 

C|,  C, , . . . , C;  étant  des  constantes  arbitraires;  et  si  l’on 
regarde  ces  arbitraires  comme  des  variables,  fonctions 
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de  a",  l’équation  (3)‘sera  susceptible  de  représenter  l’in- 
tégrale générale  del'équation  (i);on  pourra  même  établir 
entre  les  arbitraires  1 — i relations  rboisies  à volonté. 
Procédant  ici  comme  au  n”  727,  nous  choisirons  les  rela- 
tions dont  il  s’agit  de  telle  manière  que  les  i — i pre- 
mières dérivées  de  J'  aient  les  mêmes  expressions,  dans 
l’hypothèse  des  arbitraires  variables  que  dans  celle  des 
arbitraires  constantes.  Ainsi  nous  poserons 

/ dC,  dC,  dC, 

j f/l  , f/C,  f/l  J f/c,  f/l,  f/c, 

(4)  ! in  lü  U ~ 


d‘~'r,  f/C,  d‘  -‘r,  f/c,  d'"’Xi  f/C, 

d.r  djc‘~'  f/c  dr‘~^  d.r 


et  l’on  aura 


(5) 


X — C|^>‘,  -i-  C,^Vi  -t- . • . -t-  C, , 

, _ r ' -U  c ' -4-  -1-  r 


_ P <f'~'x,  d-'r,  P d-'x, 

d.r‘~‘  ' f/.r'"'  ’ f/.H“’  ' ’ ' ' d.r‘~' 


Posons,  en  outre, 

j d'~‘Xi  dC,  d‘~'x,  f/C,  d'-'Xi  dC, 

1 Jx‘~'  dx  dx'~'  d.v  dx'~'  dx 

j f/'.l’,  f/C,  fè.)',  f/C,  d'Xi  dCi 

(6)  ^ dx'  dx  dx'  dx  ^ 

I f/— .y,  rfC,  f/"-'.y,  ^ f/-‘r.  dC, 

I dx"—'  dx  dxf~'  dx  ^rx—\  fj,, 

II.  34 
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et  faisons  aussi,  pour  abréger  l’écriiure. 


(7) 


I Z=  Z, 


t!x 


on  aura,  en  différentiant  n — i -4- 1 fois  la  dernière  des 
équations  (5), 


tl 

(i.r* 


= c,Vr'+c.ÿi+,..  + c,:^'  + z, 

dx*  tir' 


(8) 


1 'îllz 

i rf.r-+' 


= c, 


<i‘ri 

d.r‘ 


d.r'-*-' 


c, 


d‘-*-'Y-, 

rir'"*'' 


■c, 


dx'*' 


Z„ 


d"x  _ d\r, 
d.r"  d." 


„ 'fyi 


‘l’Xi 

daf 


Substituons  maintenant,  dans  l’équation  (i),  les  va- 
leurs de  et  de  ses  n premières  dérivées  tirées  des  for- 
mules (5)  et  (8),  on  aura,  en  remarquant  que  j ,, 
sont  des  intégrales  particulières  de  l’équation  (a), 

(9)  Z._,  + PZ,_,_,  -4- . . . 4-  SZ  = V. 

Mais  le  système  composé  des  équations  (4)  et  de  la  pre- 
mière équation  (6)  détermine  pour 

f/c,  . rfC,  f^C, 

ilx  * dx  ’ ’ dt 

des  valeurs  de  la  forme 


(lo) 


rfCi 

dx 


= X,ï, 


^-x  - 

— A,  . 

n.r 


dC, 


= X,i, 
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X, , Xj , X,  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  les 
n — I dernières  équations  (6)  donnent  ensuite  pour  z, , 
2,, . . . , z„_,  des  valeurs  telles  que 


(■■) 


il  — -I  - , 


S, , E,,.  . H„_.  étant  également  des  fonctions  données 

dcx.  11  en  résulte  que  les  quantités  désignées  par  Zj  sont 
des  fonctions  linéaires  d'ordre  h relativement  à z et  à ses 
dérivées  ; l'équation  (g),  à laquelle  nous  ramenons  la  pro- 
posée, est  donc  linéaire,  comme  celle-ci,  et  d’ordre  n — i. 

L’intégrale  générale  de  l’équation  (9)  renferme  n — i 
constantes  arbitraires;  cette  intégrale  étant  supposée 
connue,  on  aura,  parles  équations  (10), 


(I-A) 


Cl  = C,  -h  I X,  zdr, 
C,  Cj  -f- ^ X,  zd.f^i 


Ci 


■=Ci  ■+-  I XiZdjc, 
J 


C| , c, Ci  désignant  i nouvelles  constantes  arbi- 
traires. En  employant  ces  valeurs  de  C,,  C,,. . .,  C,,  l’é- 
quation (3)  donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée; 
elle  renferme  bien,  comme  on  voit,  n constantes  arbi- 
traires. 


Des  équations  linéaires  thi  deuxième  ordre. 


733. 

ordre 

1) 


Considérons  l'équation  linéaire  du  deuxième 


d'y 

~dJ^ 


„ dr 


-^Qr  = v, 


34. 
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où  P,  Q,  V sont  des  fonctions  données  de  x.  D’après  la 
théorie  exposée  précédemment  (n“729),  si  l’on  connait 
une  solution  j',  de  l’équation  obtenue  en  remplaçant  V 
par  zéro,  l’inlégralion  de  la  proposée  ne  dépendra  que 
de  celle  d’une  équation  linéaire  du  premier  ordre,  et, 
comme  une  telle  équation  peut  toujours  être  intégrée, 
on  pourra  aussi  déterminer  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (i).  On  obtient  très-aisément  cette  intégrale  en  opé- 
rant comme  il  suit.  On  a,  par  hypothèse, 


{’) 


-t-  Qj,  = O 


En  retranchant  les  équations  (i)  et  (a)  l’une  de  l’autre, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  y,  et  la  seconde 
par  y,  il  vient 


or,  si  l’on  fait 

(3) 


on  aura 
donc 

(4) 


dy 

dl 


dr 

~dl 


d\Y  d'r,  _ dz 
dx  ‘ ^ dx  ‘ dx  ' 


L’intégrale  générale  de  celte  équation  est 
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l’équaiion  (3)  donne  ensuite 


d'où,  en  intégrant, 


Cette  expression  (6)  de  jr  renferme  deux  constantes 
arbitraires  C,  C,. 


73i.  Il  convient  d’indiquer  ici,  d’après  Slurm,  une 
propriété  des  intégrales  de  l’équation  sans  second 
membre 


d^r 

dx‘ 


dy 

dx 


Q/: 


: O. 


Soient  et  j,  deux  intégrales  particulières  avec  les- 
quelles on  peut  composer,  comme  on  sait,  l’intégrale 
générale.  On  aura,  par  ce  qui  précède, 


-r 

'^1  ‘l.y>  r- 


i'Jx 


d’où  il  suit  que  la  fonction  ji  ^ — ) s ^ a toujours 

1 . - . '/ji  dy-, 

le  meme  signe,  et  par  conséquent et  -^ou_/tCt  ne 

peuvent  s’annuler  pour  la  même  valeur  x.  Supposons 


•ht 


•h'< 


si  la  fonction  J , s’annule  pour  x = « et  pour  x = ù,  on 
aura,  pour  l’une  et  l’autre  de  ces  valeurs  de  x. 


I ^ 
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et,  par  conséquent,  j,  et  serout  de  signes  contraires. 

Soit  b quand  x croît  de  a à & , change  de 

signe  pour  une  certaine  valeur  ot  de  a:;  donc  doit 
aussi  changer  de  signe  avant  (jue  x devienne  égale  à b. 
Par  conséquent,  si  la  fonction  j j reste  finie,  elle  s’éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x comprise  entre  a et  On 
voit  de  la  même  manière  que  s’annule  nécessairemeSt, 
si  elle  reste  continue,  pour  une  valeur  de  x comprise 
entre  deux  valeurs  qui  annulent  _ri. 

Il  résulte  de  là  que,  x croissant,  les  deux  fonctions  i , 
et  >,  s’annulent  alternativement  tant  qu’elles  restent 
continues. 


Des  équations  linéaires  sans  second  membre,  à coeffi- 
cients constants. 


7.3o.  Soit,  comme  au  u"  727, 


(■)  •^(r)=;^  + P 


dx“~' 


dx 


Uj. 


P, . . . , T,  U étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x\ 
et  posons,  en  outre. 


(2)  /{r;  = r" -t- Pr"~' +.  . . + Tr -r  U, 

/'étant  une  indéterminée;  si  l’on  remplace par  l’expo- 
nentiellc  e'^,  on  aura 

(3)  ■!'  (c'")  = e'ff{r). 


Cette  formule  (3)  est  une  identité;  dilférentions-la  i fois 
par  rapport  à r;  il  est  évident  que  la  dérivée  d’ordre  / 
du  premier  membre  sera 


dr'  \ dr'  j 


<t>(x'V*;. 
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, Quant  à la  dérivtfe  d'ordre  / du  second  membre  de  la 
formule  (3),  on  l’obtiendra  par  la  règle  du  n“  Oi,  qui 
sert  à did'crenlier  les  produits;  on  aura  ainsi,  en  dési- 
gnant par  f f"  ['') T • ■ les  dérivées  successives  du 
polynôme  f(i'), 

(4)  •!>  = c"  ('■)  + Y 

+ - jr’/f-»  (r)  -t- . . . + y/(  r)'| . 

Cela  posé,  considérons  l'équation  linéaire  d’ordre  n, 
sans  seeond  membre, 

(5)  <^(v)=o, 

ainsi  que  l’é-quatioii  algébrique  correspondante 

(6)  /(r)  ==  o, 

laquelle  sera  dite  Yéquation  caractéristique . 

Si  ré(|uation  caractéristique  admet  une  racine  /*,  indé- 
pendante de  X,  on  voit,  par  la  formule  (3),  que  l’équa- 
tion (5)  admettra  l’intégrale  particulière  e’’'-'.  En  outre, 
si  cette  racine  est  multiple  et  que  désigne  son  degré 
de  multiplieilé,  elle  appartiendra  aux  équations 

/'{'■)  = O.  /''“‘(r)=o, 

et,  par  conséquent,  pour  les  valeurs  i,  a,...  (u  — i) 
de  I,  la  formule  (4)  donnera 

<i>  (j-V'*;  = o, 

d’où  il  suit  que  l’équation  (i)  admettra  les  p solutions 
c'i',  xe'“, 

Lorsque  les  coefficients  P, . . . , T,  Lf  de  l’équation  (5) 
sont  constants,  l’équation  caractéristique  a ses  n racines 
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indépendantes  de  x,  et,  en  conséquence,  on  a ce  théo- 
rème : 

Théorème.  — Si  les  coefficients  de  Véquation  linéaire 
d'ordre  n sans  second  membre  4>(j')  = o sont  con- 
stants, chaque  racine  de  l'équation  caractéristiquedonnc 
autant  d'intégrales  particulières  qu'il  j a d'unités  dans 
son  degré  de  multiplicité,  et  par  conséquent  le  nombre 
total  de  ces  intégrales  particulières  est  égal  à l'ordre 
de  l' équation  différentielle. 

Ce  théorème  permet  de  former  l’intégrale  générale  de 
l’équation  différentielle.  Si  les  racines  de  l’équation  ca- 
ractéristique sont  inégales,  et  qu’on  les  désigne  par  r,, 
r„. . . r,„  l'intégrale  générale  de  l’équation  (5)  sera 

C,,  C,,.  . . , C„  étant  des  constantes  arbitraires.  Dans  le 
cas  général,  soient  r^,  r,, . . . , r,  les  racines  distinctes  de 
l'équation  caracléristi(|ue,  p,,  u,,...,  p,-  leurs  degrés 
de  multiplicité  respectifs,  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (5)  sera 

^ = P, + P,  -(-...  -t-  P,  e'-^, 

P,,  P,,. . .,  P,-  étant  des  polynômes  en  x,  à coeiEcients 
arbitraires  et  des  degrés  respectifs  u,  — i , p,  — i , . ■ . , 

Pi  — I. 

736.  Pour  que  la  solution  formée  comme  nous  venons 
de  le  dire  soit  ud’ectivement  l’intégrale  générale  de 
l’équation  proposée,  il  est  nécessaire  qu’on  puisse  attri- 
buer aux  constantes  des  valeurs  telles  que 

(ly  il'-'y 

dx'  dx^  ’ ’ 
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prennent,  pour  x = j~„,  les  valeurs  arbitraires 

r».  y..  ./,,•••,  y;- ■>. 

Nous  allons  montrer  que  cette  condition  est  remplie,  en 
nous  bornant  toutefois  au  cas  où  l’équation  caractéris- 
tique n’a  pas  de  racines  égales. 

Si  l’on  fait  généralement 

C,  = 

la  valeur  de  x que  nous  avons  obtenue  prendra  la  forme 

X = r,e'>  + r,  e'i  *-*.)  . -4- 

et  l’on  en  déduit,  par  la  différentiation, 
dy 


d Y 

^ = Ci  r"  ' -t-  . . . -t-  c„  r’’~'c'« 

d.r“-'  ‘ » 

Pour  X = Xo,  on  aura 

= c,  -4-  f,  . -I-  f„, 

y,— e.r,  + C2r,+... -h  r,  r„, 
y,  = c,r\  + c,r\+.  . . + c,  r». 


y 


("-!)  , 


‘•«y  +...H-c„r^ 


et  il  s’agit  de  démontrer  qu’on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  c,,  Cj, . . . , c„, 
eu  supposant  distinctes  les  racines  r,,  r,,. . r„.  A cet 
effet,  ajoutons  les  équations  précédentes  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

À,  , , . . . , , , I , 
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on  aura 

A = c,  ç(r,)  + -4-,  . .-f-  c.^(r„), 

en  posant,  pour  abréger, 

A = À,  J,  H-  i,/,  + X;  j'  .-t-  '*• 

Ÿ (rj  =r  i,  + i,/  + >,  r’  -1-. . .-4-  + r"-'. 

Supposons  qu’on  veuille  déterminer  c,,  on  disposera 
des  facteurs  indéterminés  ^ de  manière  que  l’on  ait 

?(fi)  = o.  t(r,)  = o, . . y(r„)  = o,  excepté  y(r,)  = o, 

et  l’équation  précédente  donnera 

Les  conditions  par  lesquelles  nous  déterminons  les  fac- 
teurs X expriment  que  l’équation 

,(r)  = o 

a pour  racines  r,,  /■„,  excepté  Mais  l'équation 

caractéristique  j {i  ) = o a ces  mêmes  racines,  com- 
prise. On  a donc 

, , fin  r* -4- P/*~' -4- . . . -4- Tr-l- II  _ 


en  efTcctuant  la  division  dans  le  second  menibre,  et  éga- 
lant ensuite  de  part  et  d’autre  les  coefiieients  des  mêmes 
puissances  de  on  aura 

:=  P + r,, 

^m-3  = Q -4  P >i  -4-  r- , 

l,=  T-4-...-4-PrP-l-r;-', 

éfjuations  qui  déterminent  les  facteurs  X. 
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L’expression  de  cj.  (r)  devient,  pour  r=  r., 


d’où 

ce  qui  est  une  valeur  déterminée  ; car  l’équation  J'^ij  = o 
n’ayant  pas  de  racines  multiples,  le  diviseur  y' (/■,)  ne 
peut  être  nul.  Ainsi  notre  solution  de  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  satisfait  bieu  à la  condition  que  doit 
remplir  l’intégrale  générale. 


737.  Méthode  DE  d’Alembert. — Nous  avons  démontré 
plus  haut  que  chaque  racine  de  l’équation  caractéristique 
fournit  autant  d’intégrales  particulières  do  l’équation 
linéaire  correspondante  qu’il  y a d’unités  dans  son  degré 
de  multiplicité.  Mais,  sans  recourir  à ce  théorème,  on 
peut  passer  facilement  du  cas  des  racines  inégales  à celui 
des  racines  multiples,  en  faisant  usage  d'une  méthode 
due  .à  d’Alembert  et  qui  offre  de  précieuses  ressources 
dans  diverses  questions  d'analyse.  Voici  en  quoi  consiste 
cette  méthode.  Soit,  comme  à l’ordinaire, 

(')  <^{/)=o 

l’équation  linéaire  proposée  et 
(a)  Ar)  = ü 


l'équation  caractéristique.  Supposons  que  cette  dernière 
équation  n’ait  qu’une  seule  racine  multiple  r,  et  que  le 
degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  a.  Représen- 
tons par 

(3J  Y(jr)=o 

l’équation  linéaire  qui  répond  à l'équation  caractéristique 


(4) 


r—  r, 


h étant  une  quantité  aussi  petite  que  l’on  voudra. 
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L’équation  (4)  n'ayant  pas  de  racines  multiples,  l'in- 
tégrale générale  de  l’équation  (3)  sera 

y — + C,  «('■>+*•'»  -t-  C,  -I- . . . -t-  C,  tf-r 

Mais  on  a 

, , / /l.r  \ 

_ 4.  _ + . . . j , 

et  si  l’on  fait 

C(  -l-  Cj  Du  Cj  h Dj , 

la  valeur  de  y sera 

/ = D,x-|-D, /i-|^  + Cjt'-*'  4- C.c'-'; 

D,  et  D]  sont  deux  constantes  arbitraires  qu’il  est  permis 
de  substituer  à C,  et  C,.  Maintenant,  si  l'on  fait  décroî- 
tre /<  indéfiniment,  l'équation  (3)  coïncidera,  à la  limite, 
avec  l'étjuation  (1),  et  en  môme  temps  la  précédente  va- 
leur dey  deviendra 

ce  qui  s’accorde  avec  le  tbéorèmc  du  n“  735. 

Supposons  maintenant  que  l’équation  caractéristique 
de  l’équation  linéaire  4>  (j)  = o ait  trois  racines  égales 
à /•,,  l’équation  (4)  aura  deux  racines  égales  à r,  et  une 
racine /j,  égale  à r, alors  l’intégrale  générale  de 
l’équation  (3)  sera 

^ z=  { D.  -4-  D,.r  ) + C,  C„c'«'. 

Développant  e*"'  en  série,  et  posant 

h' 

D|  -4“  Cj  — E|  ) Dj  -f-  Cj  h ziz.  Ej  ) Cj  — — zzz  E) , 

1 . 1 

il  viendra 

J z=  ^E,  4-  E,x  ■+-  Ejx’  4-  X-'  4-. . . 
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Cl  si  l’on  fait  tendre  h vers  zéro,  on  aura  à la  limite 

J-  = (E,  + E,x  + Ejj:’)  e'"'  C„ 

ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  la  proposée,  dans  le  cas 
d’une  racine  triple  r,. 

Eu  continuant  ainsi,  on'verra  que  si  p,  désigne  le  de- 
gré de  multiplicité  de  la  racine  i\,  l’intégrale  générale 
prendra  la  forme 

V r = P,  -I-C„C"'', 

P,  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  fx,  — i. 
Et,  en  opérant  de  la  môme  manière  sur  les  autres  racines 
multiples  que  peut  avoir  l’équation  f[r)  = o,  on  repro- 
duira d’une  manière  complète  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  au  n“73o. 

738.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n’avons  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  nature  des  racines  de  l’é(juation  carac- 
téristique. Lorsque  les  coefficients  sont  réels,  deux  ra- 
cines imaginaires  conjuguées  introduisentdans  l’intégrale 
générale  des  termes  compliqués  d’imaginaires,  et  il  est 
souvent  utile  de  les  ramener  à la  forme  réelle. 

Soient  r,  = — »,  /’,  = « — ^ \j — i deux  ra- 

cines imaginaires  conjuguées  de  l’équation  caractéris- 
tique. St  ces  racines  sont  simples,  elles  introduiront  dans 
l’intégrale  générale  les  termes 

Cl  ir*'*  (cos6  JC  ^ — I sin  G J;  H-  Cj  (cosëx  — ^ — i sinGx) 

qu’on  peut  remplacer  par 

( A cosSx  -H  B sin Sx , 

eu  posant 

A — C|  -f-  C, , B — (C|  — C2)  yj — I . 

On  peut  aussi  poser 

A — Geos^,  B =r — Gsing, 
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et  les  deux  termes  que  nous  considérons  seront  remplacés 
par 

Ge*''cos  (Çx  -t-  g] , 

G et  g:  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  immédiatement  que,  si  les  raeines  conjuguées 
r, , r,  ont  le  degré  de  multiplicité  fi,  elles  introduiront 
dans  l’intégrale  générale  les  termes 


e''*[Gcos(6x  + g")  -t-  G,  .rcos(6j:  +^,)  4- . . . 

+ G„_,  i“-'cos(6.r  4- 


où  G,  G„. . .,  G^_,,  g,  gt,.. g^_i  désignent  au  con- 
stantes arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  703;  l’équa- 
tion caractéristique  est  ici  r’  4-  «’=  o,  et  l’on  en 
tire  r=±ii\j  — i;  l’intégrale  générale  sera  donc 


J'  — Acosnx  4-  Bsinnx, 

ou,  si  l’on  veut, 

X=  Gcos(/7x  + g'). 

739.  Le  théorème  du  n°  735  est  quelquefois  appli- 
cable à des  équations  linéaires  dans  lesquelles  les  coeffi- 
cients ne  sont  pas  tous  constants,  ÿous  croyons  devoir  en 
présenter  un  exemple. 

Soit  l’équation  du  quatrième  ordre 


d'x 

ZF' 


l’équation  caractéristique  est  ici 

[r  — iY[r~x)  — o-, 
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elle  a trois  racines  égales  à i,  et,  par  conséquent,  on  sa- 
tisfera à la  proposée  en  posant 

_r  = { Cl  -+-  C,  X -+-  Cj  x’)  c*. 

Connaissant  trois  intégrales  particulières,  on  peut  ra- 
mener l’équation  (lifférenticlle  au  premier  ordre,  et,  par 
conséquent,  l’intégrer  complètement  (n“7o2).  Mais  on 
arrive  plus  aisément  au  résultat  demandé  en  employant 
simplement  la  solution 

y = Ce*. 

Regardant  C comme  variable,  on  trouve  cette  transfor- 


mée  en  C ; 

(l'C  , . rf’C 

Posant 

(l^C 

7ÏF 

il  vient 

(lu  . 

. (ta  , . , 

-x)«  = o,  ou  — = — ')"x, 

d'où 

-(x-i,’ 

u — ce‘  ; 

on  a donc 

et  en  intégrant. 

par  la  méthode  du  n"  693, 

T' 

C = < f 1 

(.r  — zY  e //z  -h  r.  H-  c, X -J-  f j x’ ; 

Jo 

l'intégralc  de  l’équation  proposée  est  ainsi 


jr  = (r.  H-  f,  X f,  x’)  r*  -H 


t/o 


dz. 


c,,  C|,  c,i  c étant  quatre  constantes  arbitraires. 


Digitized  by  Google 


544 


CALCUL  IHTÉGRAL. 


Des  équations  linéaires  pourvues  d'un  second  membre 
et  à coefficients  constants. 


740.  Pour  avoir  l’inlégrale  générale  de  l’équation 
linéaire 

(1)  -1-(J)  = V, 

il  suffit,  comme  on  l’a  vu,  de  connaître  une  intégrale 
particulière  sans  constante  arbitraire  et  d’ajouter  cette 
intégrale  à l’intégrale  générale  de  l’équation  sans  second 
membre 

(2)  4.(.,)=o. 

Nous  avons  démontré  au  n°  727  qu’on  obtient  l’intégrale 
particulière  demandée  j'  = X,  en  posant 


(3) 


X = r, 


Vrfx 
Ÿ'  Ü ‘) 


Vf! Z 


....... r 


Vrfx 


Dans  cette  formule _r,,  y,, . . désignent  n intégrales 
particulières  de  l'équation  (2), et  y,  (y)  représente  la  fonc- 
tion 


-t- 


ft‘r  H"-^y  d'~'r 

djr’  dj-"~^  d.r^'  ’ 


où  les  coefficients  X sont  déterminés  de  manière  que  l'on 
ait 


?i{.r>)  — o,<fi(j,)  = o,...,fi{j\)  — o,  excepté  y,Lt,)~o. 

Appliquons  ce  résultat  au  cas  où,  les  coefficients  de 
étant  constants,  l’équation  caractéristique  n’a  pas 
de  racines  égales.  On  a ici_j',  et  <p,  {7)  est  le  produit 

de  e''-'  par  le  polynôme 

-4-  r -f-  ^2  r*  -I-  -t- 

qui  doit  s’annuler  quand  on  pose  r = r,,  r,,...,  r„. 
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excepté  r,  ; il  résulte  de  là  que,  f(r)  désignantle  premier 
membre  de  l'équation  caractéristique,  on  a 


î.  tr)  = e" 


Ar) 

r — r' 


et,  pour  J —Ji  ou  ;■  = r,  , 

yi  Cr.)  = ('•■)• 


D'après  cela,  la  formule  (3)  donnera 


(4) 


l X = 7, / \dr  H-  -■  — / r- 

I ./ 

tf-’  r - 

J,. 


\ dr  -y-  . 


e-'-’  V dt. 


Telle  est  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  à l’intégrale  géné- 
rale de  l’équation  (2),  pour  avoircellcde  l’équation  (3). 
On  obtient  exactement  la  même  formule  en  appliquant 
la  méthode  de  Cauchy  que  nous  avons  fait  coiinaitre  au 
u“  728. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  déduire  de  la  formule  (4) 
celles  qui  conviennent  aux  cas  où  l’équation  caractéris- 
tique a des  racines  multiples  ; mais  nous  ne  croyons  pas 
utile  de  développer  cette  analyse.  On  résoudra  facile- 
ment la  question,  dans  chaque  cas,  en  faisant  usage  de  la 
formule  (3  ). 


711.  Exemples.  — i”  Soit  proposé  d’intégrer  l'équa- 
tion 


d‘‘  Y 
dx- 


dr 


En  considérant  d’abord  rétpiatiou 


II. 


d'-Y 

d.r- 


n\r  = O , 


35 
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on  a Téfiualion  caraclériâlifjue  j (/  ) — r'  — n’  = o,  d où 
r =.±  If.  l’inlégralc  générale  csl  donc 

}■  = C,e”^-hC:e~". 

Revenons  à la  proposée  ; à cause  de  f (r)  — ar  et  de 
/.  g-r«V  ■ rr-'‘  tlV  , 

/ '•  ■"Vr/.r  = + J — rfa; 

A. 

on  a 

I tlx  c"’  e~"‘  e“’fU 

"'Jo  ^"Vo  V^<+-'-'  ^"’Jo  + 

, en  niellant  a au  lieu  de  ar  sous  clia([ue  signe  Ç , 

rH'x — a)  rtfj’ — «'T  2 

I I U ■*  — I w . 

X _ i rfa , 

an-./  V 1 + » 


ou 


l’intégrale  demandée  sera 


j'  = C,<r'‘'+C,c-"*4-X. 
a”  Considérons  encore  l’équation 

d-  r dv  , 

— ^ an  -r — I-  n-y  = V . 

tf.r*  dx 

L’équation  privée  du  second  membre  répond  à 1 équa- 
tion caractéristique  (r — /i)’=:o,  et  il  en  résulte  les  deux 
intégrales  particulières  ji  = e'"',  yt  = •l'e"*';  puis  en  con- 
servant les  notations  du  n“  7 i0,  on  a 


,(/,)  — — -—5  Ÿ!{/i) — 


posant  donc 

X = — c"^r  \j-c~'“dx-y.re"^l  \ e-"  djr , 

Jr,  Jr, 
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on  aura,  pour  rintcgrale  générale  de  la  proposée, 

J —(C,  + C,  x)e”'  + X, 

Cl  et  Cj  étant  deux  constantes  arbitraires. 

742.  Au  lieu  d’appliquer  les  formules  générales,  611 
peut  procéder, dans  chaque  cas  particulier,  à une  recher- 
che directe,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous 
avons  établi  ces  formules.  Mais  nous  ‘devons  indi(|uer 
deux  casdanslcsquelson  parvient  immédiatement  àdécou- 
vrir  l’intégrale  particulière  iréeessaire  pour  l’évanouissc- 
ment  du  second  membre  de  l’équation  différentielle. 

1°  Si  le  second  membre  V est  une  fonction  entière 

V ix:  A,  X*  -t-Ai  -c'""'  -4-  . . . -t-  A/_, .X  -4-  A,, 

on  posera 

J-  = rt,.r'  -4-  rt,  x'-'  -t-  . . + a,..,  X -t-  fl, , 

et  en  substituant  dans  l’équation  proposée,  on  aura  /-4-i 
équations  qui  serviront  à déterminer  les  coeflicients  a, , 
a,,  ■ . ■ , n, . 

2°  Si  le  second  membre  V a la  forme 
V = Acosfxx -I- B sinfix  ou  V=;Ae^'’’''“‘ -1- 
on  posera 

= O cosfix -I- A sin pix  ou  ' -1- ' 1 

et  l’on  aura  deux  équations  d’où  l’on  tirera  les  valeurs 
de  a et  de  b.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  é(|uatioiis 
peuvent  donner  pour  « et  i des  valeurs  iiiGnics,  et  dans 
ce  cas,  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  la  valeur 
dey.  L’équation  proposée  étant  (j-)=V,  on  a,  quel  que 
soit  fx, 

35. 
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d’où,  en  diiTércntiant  par  rapport  à ± y. — i, 

•1)  {a.r  ) = a c~  [/'(±/x  ^ — i j + s f[±  ÿ.  sJ — 1)  ] 

D’après  ces  formules,  si  — i ) n’esl  pas  nulle, 

on  pourra  poser  > = ae^'''  + be~ , ou,  ce  qui 

revient  au  même, 

_)  = a cos/ra-  -I-  Asinp.r. 

Si  — ilest  nulle,  mais  que /' (±|n  y — 1)  ne  le 

soit  pas,  on  pourra  poser 

_)■  = JT  (a  cosfi  -r  H-  b sin(i  J'), 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  récjuation 
rf’  Y 

^^+^=cos.r; 

on  â ici 

/{±fl  V'— '^  = — /'  'i  = 2ft  V— 1; 

et  comme  [x  doit  être  égal  à i , on  devra  poser 
,r(a  cos.r 6 sinx), 

d’où 

— = — asinx-t-  b cosx)  -h  (a  cos-r  -4-  6 sinx), 

f/x  ' 

f/^  y 

—T^  — — X (a  cosx  b sin.»  ) 4-  2( — a sinx  b cosx)  : 
ax' 

substituant,  on  a 

2 ( — a sinx  -f-  è cosx)  = cosx, 

d’où 

a = O,  è 

2 
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on  a donc  l'intégrale  parliculièrc  y = l’inté- 

grale générale  est 

„ . „ .rsin.r 

= C,  sinx  -t-  C,cos.r  A 


Sur  un  cas  des  équations  linéaires  réductihle  à celui 
des  coefficients  constants. 

743.  Les  équations  linéaires  dont  il  s’agit  ici  ont  la 
forme  suivante  , 

</”)  A,  rf"~'  ) A,-  } A, 

rf.r"  ax -i- b <lx"~'  (rtx -j-  by  dx"~‘  ' ( ox 

où  A,,  A,,.  . A„,  a cl  h sont  des  constantes,  le  second 

membre  V étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

L’équation  précédente  peut  être  transformée  en  une 
autre  dans  laquelle  lescocflicieuts  sont  constants;  il  suffit 
pour  cela  de  poser 

ax  + b — 6“ , 

et  de  prendre  t pour  variable  indépendante,  au  lieu  de  x. 
On  aura  efl’ectivement 

dr  a di 

dx  ax  -t-  b dt' 

d'  y a’  I d^  Y dj  \ 

rf.f’  («X  -4-  A )'  \ dl‘  dt  I 

en  substituant  ces  valeurs  et  en  multipliant  ensuite  par 
(nx-t-i)",  on  obtiendra  une  transformée  linéaire  dans 
laquelle  les  coefficients  seront  constants. 

Mais  il  n’est  pas  nécessaire  d’effectuer  la  transforma- 
tion dont  nous  venons  de  parler,  pour  obtenir  l’intégrale 
de  l’équation  proposée.  Si  l’on  représente  pour  abréger  par 

(') 
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cette  équation,  il  suffira  de  connaître  l’intégrale  générale 

de  l’équation 

{?.)  .l.(j)=o, 

et  l’on  y parvient  aisément  de  la  manière  suivante.  Rem- 
plaçons J'  par  (aœ  + by  ou  par  dans  4*  (j), 

nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(3)  <l<[{nx -h  b)']  = {ax -h  by—/{r), 

f[v)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  «.Ensuite  si  l’on 
différentie  i fois  la  formule  (3)  par  rapport  à r,  on  aura 

<t  [{ax  -t-  <>)'■  log' («.r  -f-  i)]  =;  (fljr  by~’' 

X j^/‘  (c)  -f-  ~ log(u.r  + 6)/('-‘)  (r)  -+-...4-  log'  (fl.r  è)/(r)j, 

et  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  qu’à  une  racine  /•,  de 
l’équation  caractéristique 

f{r)  = a, 

ayant  un  degré  de  multiplicité  égal  à p,  répondent  p in- 
tégrales particulières  de  l’équation  (a),  savoir 

(ax  4-  i)'' , 

[ax  bY'  log(«x  b), 


[ax  -t-  bY'  log^  ' (rt.r  4-  b). 

11  est  bien  entenduque  si  r,  est  imaginaire,  (ax  by-  re- 
présente l’expression  t-''* 

On  connaîtra  donc  de  cette  manière  n intégrales  parti- 
culières de  l’équation  (a),  et  on  en  déduira,  comme  on 
l’a  vu  précédemment,  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion (i). 

744.  Exemple.  — Proposons  nous  d’intégrer  l’équa- 
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lion  du  deuxième  ordre 

f/’v  , . <Iy 

qui  reture  dans  la  classe  de  celles  dont  nous  venons  de 
nous  occuper.  En  posant  y = x^  cl  supprimant  le  fac- 
teur x'\  ou  formera  l’étjuation  caractéristique 

r{r — t)  — (2/1  — i)r-f-/l’=o 


Les  deux  racines  sont  égales  à n ^ on  a donc  les  deux  inté- 
grales particulières 

j:"logjr 

et,  par  conséquent,  rintcgralc  générale  de  la  proposée  est 
y =x''(C  -4-  C'  logjr), 

C et  désignant  des  constantes  arbitraires. 


Des  systèmes  d'équations  linéaires  simultanées. 

743.  L’intégration  d’un  système  quelconque  d’équa- 
tions différentielles  simultanées  peut  être  ramenée,  par 
l’élimination  (n°  327),  à l'intégration  d'une  ou  de  plu- 
sieurs équations  différentielles  qui  ne  renferment  chacune 
que  deux  variables.  Il  est  évident  que  ces  dernières  équa- 
tions seront  linéaires,  si  les  équations  du  système  proposé 
sont  elles-mêmes  linéaires;  nous  présenterons  deux  exem- 
ples de  cette  méthode. 

Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  simultanées 

rh  , . r!z 

— t-3r-l-z=o,  jr  + z = Q. 

dx  dx 

On  tire  de  la  seconde 


dz 
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d'où,  par  la  différentiation, 


dy  d'z  dz 

djc  djr:-  dx  ' 


substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 


d'z  . dz 


-t-  4 * = O. 


Cette  équation  est  linéaire,  à eoefficients  eonstants,  et  l'é- 
quation caractéristique  qui  lui  correspond  est 

(r  + a)*  = o; 


son  intégrale  générale  est  donc,  en  désignant  par  C,,  C, 
deux  constantes, 

ï = (Cl  -t-  C, x) 

et  l’on  a ensuite 


^ = [(C,  — C,)  — C,x]c-“. 

746.  Proposons-nous,  en  second  lieu,  d’intégrer  les 
deux  équations  simultanées 

dy  dx 

1— 9^  -t-  2X  = 0, 

dt  dt 

dr  d‘x.  dx  - /**  dt 

1- 5 -r  -f- r — DX=  I — • 

dt  dt'  dt  I J I i> 


dy 


Résolvons  ces  équations  par  rapport  à ) et  h on  aura 
les  deux  suivantes 


d’x  dr  r'  dt 

Il  V — 2 —, I I — -I-  laar  -h  a I 


dr 

ii-V  = 9 


dt- 

ei"-.r 


d.r 


dt-- do  -- dt  ■ 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations  et  en  rctran- 
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chant  ensuite  du  résultat  la  deuxième  équation,  il  viendra 


d^x 

~dF 


d’x  dx  ^ 

lO  — h 2Q  — 20X 

dl^  ^ dl 


0 - 


IjC  premier  membre  _/'(/')  de  l'équation  caractéristique 
est  ici 

f[r)  = r’  — lo  r’  4-  2gr  — 26, 

d’où 


/'  ( r]  = 3 r ’ — 20  r 4-  29  ; 


d'ailleurs  on  a,  quelle  que  soit  la  fonction  V, 

e~'‘  \dt  — e~"  V 4-  - r r~"  ~ dt, 

r rj  dt 

et  on  reconnaît  aiscincnt  qu’on  obtiendra  une  intégrale 
particulière  de  l’équation  en  x,  en  faisant  la  somme  des 
valeurs  que  prend  l’expression 

9-^’- 9 

2r(/-'-8r4-l3)  ^i^t'  a(r'-8r-+-i3)J^  y/T  4- 

quand  on  substitue  à r les  trois  racines  2,  4"t“v3i 
4 — y/3  de  l'équation  caractéristique.  Ou  aura  ensuite 
l’intégrale  générale  en  ajoutant  la  somme 

C,  4-  C,c^‘+v^'  4-C, 

OÙ  G],  Cl,  C|  désignent  des  constantes  arbitraires.  La 
valeur  de  x étant  connue,  on  aura  celle  de  )'  par  l’une  des 
équations  écrites  plus  haut. 

747.  11  arrive  quelquefois  que  des  équations  différen- 
tielles qui  n’ont  pas  la  forme  linéaire  peuvent  y être  ra- 
menées par  l’introduction  de  variables  nouvelles.  INous 
allons  en  donner  un  exemple.  Considérons  les  trois 
équations  différentielles  contenues  dans  la  formule 

ils  <l  Y dz  du 
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Si  l’on  introduit  une  variable  nouvelle  l dont  la  différen- 
tielle soit  égale  à chacun  des  rapports  de  la  formule  pré- 
cédente, on  aura  les  quatre  équations  différentielles 


{^) 


rf.r 

li 


dr 


dz 

Tt 


du 

Yt 


d’où  l’on  tire,  en  prenant  r/t  pour  la  différentielle  con- 
stante, 

dx  d^x  d‘ X 

(3)  r = ^ = 


dt^ 


dt‘ 


puis, 

(4) 


d'x 


dl 


--  X — O. 


L'équation  caractéristique  qui  répond  à l’équation  (4) 
est 

r'  — 1 = 0, 

et  l’on  eu  tire 


r=±i,  r=  ± ^ — I . 


Les  racines  ± y — i introduiront  dans  l'intégrale  générale 
de  l’équation  (4)  la  partie  Ccos(t  — fo)i  C et  étant 
deux  arbitraires;  quant  à la  partie  introduite  par  les  ra- 
cines db  I,  on  peut  la  représenter  par  Ae‘“'» 

A et  R étant  de  nouvelles  arbitraires.  Mais  la  variable  t 
n’est  déGnie  que  par  sa  différentielle  et  l’on  peut  écrire  t 
au  lieu  de  t — on  aura  donc,  en  remarquant  que 
2,  U,  sont  déterminées  par  les  é>quations  (3), 


X — Ae'  -h  -i-  C cos e, 

J = Âe'  — Be^'  — Csinr, 

2 = Ae'  -t-  B — C cos/, 

« = Ae'  — Be“'  — Csin/. 

Si  l’on  pose 

4C’=a,  i6AB  = p,  log4A  = y, 
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on  tirera  des  équations  précédentes 

X — [.r  — z)’ -h  (jr  — «)•, 

P = (■*•-+- 2)’— (r -H")’. 

7 =r  logix  + J -I-  3 4-  u)  -1-  arctang ; 

X — Z 

CCS  équations,  où  a,  |3,  y désignent  trois  constantes  arbi- 
traires, représentent  les  trois  intégrales  du  système  pro- 
posé. 

Méthode  de  d' Alembert  pour  ramener  aur  équations  à 
deux  variables  les  systèmes  d' équations  linéaires  du 
premier  ordre. 

748.  On  doit  à d’Alembert  une  méthode  remarquable 
pour  ramener  à des  équations  du  premier  ordre,  à deux 
variables,  un  système  quelconque  d’équations  différen- 
tielles linéaires  simultanées,  ^ous  supposerons  que  les 
équations  du  système  proposé  aient  été  réduites  au  pre- 
mier ordre,  en  introduisant,  s’il  est  nécessaire,  de  nou- 
velles variables,  comme  nous  l’avons  expliqué  au  n"  615. 

Cas  de  deux  équatioks.  — Soient  les  équations  li- 
néaires 


dans  lesquelles  P,  Q,  V,P',  Q',  V'  sont  des  fonctions 
données  de  la  variable  indépendante  x.  En  ajoutant  ces 
équations,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  fac- 
teur indéterminé  X,  on  a 
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Désignons  par  t une  nouvelle  variable,  et  posons 


(4) 

^ 4-Xz  = f, 

d’où 

(5) 

dy  dz  d\  dt 

dx  dx  dx  dx 

Si  l’on  remplace,  dans  l’équation  (3),j'Ct  -j-  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (4)  cf(5),  il  viendra 


— 4- (P  4- > P')  / - -t- (P -t- i P' 1 ) — (Q -I- > Q') J = V-4- X V' . 

Oïl  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  1,  de  manière 
que  Z disparaisse  de  cette  équation,  c’est-à-dire  de  ma- 
nière que  l’on  ait 


{«) 


dl 

d.r 


(P-Q')l-Q  = o, 


et  l’équation  en  t devient  alors 

(7)  ^4-(P4-ÀP')r=V4-).V'. 

L’ét|uatioii' (7)  est  linéaire,  et  on  en  tire,  par  l’inté- 
gration, 

J^(P+XP')Hr  T 

’ = ^ + X (V4-XV';rf.rJ, 

OU,  pour  abréger, 

(9)  * = f X,  C), 

C étant  une  constante  arbitraire. 

L’équation  (6),  dont  dépend  X,  n’est  pas  linéaire,  mais 
il  n’est  pas  nécessaire  d’avoir  son  intégrale  générale; 
deux  valeurs  particulières  X,,  sufiisent.  Effectivement, 
les  valeurs  de  t qui  répondent  à ces  valeurs  de  X sont 


Digitized  by  Google 


CHAPITIVE  IX.  557 

y -h  ).,z,  / -h^iZj  l’équation  (9)  donnera  donc  en  écri- 
vant successivement  Ci,  C,  au  lieu  de  C 

, , i J -l->,i  = F(.r,  À,,  C,), 

(•O)  i 

^ >1,  C.). 

Chacune  des  équations  (10)  est  une  intégrale  du  système 
proposé. 

749.  La  méthode  de  d’Alembcri  fait  connaître  les  inté- 
grales des  équations  diirércntielles  linéaires,  lorsque  les 
coefficients  sont  constants. 

En  efl’et,  supposons  P,  Q,  P',  Q'  constants.  Si  les  ra- 
cines de  l’équation 

(n)  P'V-t-(P— Q')it  — Q = o 

sont  inégales,  et  qu’on  les  désigne  par  )i,  on  aura  les 
deux  solutions  demandées  de  l’équation  (6)  en  posant 
successivement 


\ ‘ ^1,  ^ — ^3  J 

on  a Ici 


< = C 4- 

1 

et  les  équations  (10)  deviendront 

J 

- J 

C.  h 1 -|-X,V')./a:  j. 

1 

J 

Lorsque  Q est  nul,  l’une  des  racines  i,  est  nulle; 
dans  ce  cas,  l’une  des  équations  (la)  est  l'Intégrale  de  la 
première  des  écjualions  proposées,  laquelle  ne  renferme 
pas  Z.  Lorsque  P'=  o,  Punc  des  racines  de  l’équation  (i  i) 
est  infinie;  ce  cas  est  analogue  à celui  de  Q = o;  la 
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deuxième  des  équations  proposées  ne  renfenne  pas  y,  et 
elle  détermine  z en  fonction  de  x\  y est  donnée  ensuite 
par  l’intégration  de  la  première  équation. 

Si  les  deux  racines  de  l'équation  (i  i)  spnl  égales  entre 
elles,  soit).,  leur  valeur;  l’équation  (6)  aura  la  forme 


tl'k  rl'k 

— P (X  — x,)>  = 0 ou  ; 

d.i  ‘ (X  — ),p 

et  l’on  en  tire,  par  l’intégration, 


-H  P'<ir  = O , 


_ +p'x=:G,  d’où  )._X, 

G étant  une  constante  arbitraire.  11  suffira  de  donner  à G 
deux  valeurs  particulières,  pour  avoir  les  deux  valeurs 
de  ) qui  nous  sont  nécessaires;  en  faisant  G = oo  , puis 
G = O,  on  a 

X = )„  x = x, 

P X 


et  les  valeurs  correspondantes  de  e ' sont 

^-(P-|-;,P').r^  i^-(P-,-i,P  Jr 


750.  11  faut  remarquer  que  les  formules  relatives  au 
cas  particulier  de  ),=  ),,  peuvent  être  tirées  facilement 
des  formules  (la)  qui  se  rapportent  au  cas  général.  Efl'ec- 
tivement,  l’égalité  des  racines  ) cessera  d’avoir  lieu  si  l’on 
modifie  convcuablement  les  coefficients;  il  suffira  de 

multiplier  celte  équation  par  ^ ^ rien  n’emjièche 

d’admettre  que  P et  P'  ne  sont  pas  cbangés,  et  que  la 
modification  porte  seulement  sur  les  coefficients  Q et  Q', 
qui  ne  figurent  pas  dans  nos  formules.  Cela  étant,  les  inté- 
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gralcs  (12)  pourront  être  représentées  par 

_r  4-  X,  3=  F(x,  À,,  C,), 

J -f-  ( /,  -t-  A J 3 133  F ( X J -i-  hj  Cl  -+-  /<  Cî  ) , 

en  écrivant  C,4-  /jC»  au  lieu  de  Cj.  La  seconde  équation 
peut  être  remplacée  par 

^ _ Hx,  '^-4-  //,_C,  -I-  /(Cd  — F(x,  c,) 


et,  à la  limite,  pour  h = o,  elle  se  réduit  à 


HF  ^ rfF 

s 333  C'  

,n,  <ic, 


7ol.  Exemple.  — On  demande  d'intégrer  les  deux 
équations  simultanées  déjà  considéiées  au  u“  715, 


d)  . dî 

_ + 34  + 3_-o, 


y 3 3=  O. 


En  appliquant  la  méthode  de  d’Alembert,  on  a 

di 


et 

On  tire  de  là 
d’où 


-4- (.3-*)/ 33:  O, 


a 


--rfx=:0, 


X— 1 


+ X33:G,  ou  X =3  I -+- 


G — . 


On  peut  donc  faire  ici 

X,  3^  I , X,  333 1 — — . 

Soient  G,  tf  les  valeurs  de  t qui  répondent  à ces  valeurs 
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de  X,  on  aura 


V -H  Z = r -I- î — - = Cj  ^ — . 

•r  X 


752.  Cas  d’uin  komeae  quelconque  d’équations. — La 
méthode  ded’Alembert  est  applicable  à un  système  quel- 
conque d’équations  différentielles  linéaires. 

Soient  les  n équations  linéaires  du  premier  ordre 


. p'"’  x„  = V, , 

..+pr'x,=v„ 

-T-=  -t-  p‘"’  .Z-,  H-  P/'  , 

a.r  ' Z 

. .-l-P*"’.r„  = V,. 

H ” *'  * 

dans  lesijuelles  les  coefficients  P/’  et  les  seconds  mem- 
bres \ j sont  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X.  Ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 


• 1 I ï I ) 


faisons  ensuite 

(^) 

X,  X,  -t-  X,X;  -f-  . 

. .-t-  -t-  x„  = Z, 

puis 

1 

x,pV’  -f-).,p',’’  -h.. 

1 

(3)  < 

1 x,p';’  -t-x,p';'  -f-.. 

.H-)._,p'r'’  -+-  p';'=<î>, 

et 

1 

, x,p;;^ -t-x,p-’' -t-. . 

(4) 

)■!  V,  -t-  X,  Vj  -h  . . 

.-l-À,  ,V.^,  -f-  V„='Ç, 
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Remplaçons  J'n  par  sa  valeur  tirée  de  la  furnuile  (□),  et 
pro6ton$  ensuite  de  l'indétermination  des  facteurs  pour 
faire  disparaitre  les  vai-iables  x, , x,, . . . , x„_,,  l’équaiioii 
précédente  se  réduira  h la  suivante 

(5)  = 

et  l’on  aura,  pour  déterminer  les  facteurs  les  n — i 
équations 

1 + çr,)i,-ï.  = o, 


^ + ï.*.-a\  = o, 

a.r 


—T -+-  ’*»_1  = O. 

a.r 


L’équatiou  (5)  est  linéaire,  et  l’on  en  lire 


(7/  ‘ — ' 


rr 

C-h  J e 


C étant  une  constante  arbitraire.  ' 

Les  n — I équations  (6)  ne  sont  pas  linéaires;  mais  il 
suffit,  pour  notre  objet,  de  connaître  n systèmes  de  va- 
leurs des  quantités/,,  i,,...,  A„_,,  satisfaisant  à ees  équa- 
tions. Effectivement,  désignons  généralement  par 


l’un  quelconque  des  n systèmes  dont  nous  venons  de 
parler,  l'indice  supérieur  i variant  de  i .à  n.  Désignons 
aussi  par  la  valeur  de  t que  donne  l’équation  (y)  lors- 
II.  3fi 
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qu’on  allribue  aux  facteurs  A les  valeurs  X'*)  et  que  l’on 
écrit  C;  au  lieu  de  C,  on  aura  les  n intégrales  suivantes 
des  équations  différentielles  proposées  : 


^X|  -I-  -f- 


-1  H-  x„  = 


>'"^,x^i  -t-  x„  — 


De  ces  équations  (8)  on  tire,  pour  ar, , x,,. . x„  des 
valeurs  de  la  forme 


I X,  = tV'  4-  t',”/'” 


les  coefflcienis  T étant  des  fonctions  des  X. 

Soient  X,-  la  valeur  que  prend  x,-  quand  on  donne  la 
valeur  zéro  aux  constantes  C,,  C,,...,  C„;  z,-  la  va- 
leur que  prend  la  même  fonction  x,-  quand  on  suppose 
nuis  les  seconds  membres  V,,  V,,. . V„  des  équations 
proposées;  il  est  évident  que  les  équations  (9)  devien- 
dront 

X,  = X,  -+-I|,  X,  = X,  -t-  , X,  =Xn-t-ïni 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Les  valeurs  rie  x,,  x,, . . . , x„  qui  constituent  le 
tème  intégral  du  sjstème  différentiel  (i)  peuvent  être 
obtenues  en  ajoutant  les  valeurs  X,,  Xj,...,  X„,  qui 
constituent  une  première  solution  sans  constantes  arbi- 
traires aux  valeurs  respectives  de  x,,  Xj,. . . , x„,  qui 


Digitized  by  Google 


CHAPITBE  IX.  56.1 

constituent  le  système  intégral  du  système  (i),  après  la 
suppression  des  seconds  membres. 

753.  Lorsque  les  coefficients  des  équations  proposées 
sont  constants,  il  existe  en  général  n systèmes  de  valeurs 
des  indéterminées  J-,  qui  se  réduisent  à des  constantes. 
En  effet,  supposons  X,,  X,, . . . . X„_,  constantes,  les  équa- 
tions (6)  deviendront 

^ g?.-,  ^ ‘i\ 

X,  — I I 

Si  donc  on  désigne  par  p la  valeur  des  rapports  con- 
tenus dans  cette  formule,  on  aura,  en  remettant  au  lieu 
de  $1,  . . . , 'î„  leurs  valeurs  (3), 


. -H  p^r'’>-.-.  p',”' = O, 


p!”  -I- . . . + p1"'''>.-.  + [p,'"'  - p] = O- 

L’élimination  de  X,,  X,,...,  X„_,  entre  ces  équations  con- 
duit à une  équation  finale 
(il)  F{?)  = o 

du  degré  n par  rapport  à p,  et  dont  le  premier  membre 
n’est  autre  chose  que  le  déterminant 

ptO  p(5‘ 

r,  p,  r,  , . . , 


p(-l)^  p(.)_ 


: p(o  pt’t» , pw—"  p(v 

jrjj  *7  p»«*-v  > *J» 


{«— i' 


p‘”, 


pf v[-'\  p^-’-p. 


A chaque  racine  p de  l’équation  (i  i)’yépondcnt  des 
valeurs  déterminées  de  X,,  Xj,...,  X„_,  fournies  par  n — i 
des  n équations  (lo).  Si  donc  les  racines  de  l’équation  (i  i) 
sont  inégales,  on  connaîtra  par  ce  moyen  les  systèmes 

36. 
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de  facteurs  X qui  nous  sont  nécessaires;  la  formule  (7) 
qui  détermine  les  seconds  membres  des  intégrales  (8) 
devient  ici 


r 


Lorsque  l’équation  (ii)  a des  racines  égaies,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  ri  intégrales  distinctes; 
mais  on  peut  employer,  pour  compléter  le  nombre  des 
intégrales,  un  procédé  analogue  à celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  cas  de  deux  équations. 


tjntégralioii  d'un  système  d'équations  pourvues  de 
seconds  membres,  dans  le  cas  où  l'on  eonnatt  les  in- 
tégrales des  mêmes  équations  privées  de  seconds 
membres. 


76i.  Les  propriétés  établies  aux  n°*  723  et  suivants  à 
l'égard  des  équations  linéaires  à deux  variables  sans  se- 
conds membres  s’étendent  d’elles-mômes  aux  systèmes 
formés  d’un  nombre  quelconque  d’équations.  En  outre, 
quand  on  connaît  les  intégrales  d’un  système  d'équations 
linéaires  sans  seconds  membres,  il  est  facile  d'en  conclure 
les  intégrales  des  mêmes  équations  difTérentielles  pour- 
vues de  seconds  membres,  soit  par  la  méthode  de  Cauchy 
(n"728),  soit  par  la  méthode  de  la  variation  des  arbi- 
traires. Kous  ferons  usage  de  cette  dernière  méthode. 

Considérons  comme  au  n”  7u2  les  n équations 


(■) 


f/Xf 

-4-  -t-. 

.-t-P'’\ 

dx 

1 ^ * 

H 

d.r. 

4-P|’^x,  ■+  P'"x,-(-.  . 

dx 

tlx 

+ P["'x, -t- P‘"’x, -1- . . 

, . 4-  P'“’. 
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cl  supposons  que  l’on  connaisse  n systèmes  d’intcgralcs 
particulières  relatives  au  cas  où  les  seconds  membres 
sont  nuis,  savoir 


X<”.  x'" 


x<’>, 

I ’ 3 ' ’ « ' 


x"”,...,  x'"', 

I ’ J * ’ ■ ’ 


il  est  évident  <[u'on  satisfera  auit  mêmes  équations  sans 
seconds  membres  eu  posant 


X,  = c,  x|''  + Cjx;*'  -f- . , . 4-  c,.x;"’, 


' X,  = C,  xj'*  4-C,x'^'  -f-.  . . + C„x'"', 


x„  = C,  x<’'  4-  C,x'”  4-  . . . 4-  C„  x'\ 


et,  si  l’on  regarde  les  arbitraires  C comme  variables,  on 
pourra  considérer  les  équations  (2)  comme  représentant 
les  intégrales  du  système  (i);  cette  manière  de  procéder 
n’est  autre  chose  qu’un  changement  de  variables,  comme 
nous  l’avons  déjà  remarqué. 

La  substitution  des  valeurs  (2)  de  Xi , ar,, . . . , x„  dans 
les  équations  (1)  donnera,  après  les  réductions  qui  résul- 
tent de  notre  hypothèse. 


(1)  (,) 

lü 

» rfx  " dx 


(•)  V 

X — — V I, 


(n)  dC„  


(1)  dC,,  (,)  dCj  (,)  dC, 

X . X “ « * • “1“  X ■ Y'™ 

" rfx  " rfx  " dx 
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Ces  éqUitlions  donneront  pour  -• 


dx 


dC, 

dx  ’ 


des  valeurs 


déterminées,  tant  que  les  équations  (a)  seront,  dans  l’hy- 
pothèse des  arbitraires  constantes,  les  intégrales  générales 
des  équations  (i)  privées  de  leurs  seconds  membres.  On 
aura  donc 


/ / , -r  -V  V 

X|,  X,,. . X„étant  des  fonctions  connues  de  x.  On  tire 
de  là 


(5) 


jc,=c,  x,«/x, 

jc,  = c„-hj'  X„dx, 


c,,  Ct,.  ■ . , c„  étant  des  constantes  arbitraires. 


Autre  méthode  pour  la  recherche  des  intégrales  dans 
le  cas  des  coefficients  constants. 

755.  Au  lieu  d’employer  la  méthode  de  d’Alembert, 
dans  le  cas  des  coefficients  constants,  on  peut  procéder 
à l’intégration  en  appliquant  le  procédé  qui  nous  a déjà 
servi  dans  le  cas  d’une  équation  linéaire  à deux  variables. 

Soient  les  n équations  sans  seconds  membres 


• 1 

cAr, 

d.T 

(0 

. . -h  P„  X,  = 0 

C)  i 

dx, 
1 ^ 

. .-t-p'"x,=  0, 

I 

dx„ 

-I-P[*^.r,  -t-  P''‘’x,  4-.. 

. 4-  p'"’x„=  0, 

. 

tlx 
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dans  lesquelles  les  cocIBciciits  P sont  constants.  Posons 

et  substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  un  aura, 
après  la  suppression  du  facteur  e~ 

1 [?;•'  - p]  X.  + p‘'^. +. . . + p1i!.x._,  + p:'> = O, 

(3)  

( p;-’*, + p‘'’’x,+ . . . + p^;i,x,_.  + [p1"’  - p] = o. 

Ces  équations  sont  de  même  forme  que  les  équations  (lo) 
du  n“  7oil,  et  elles  conduisent  à la  même  équation  en  p 
du  degré  n,  par  l’élimination  des  indéterminées  A,,  X,,...; 
à chaque  racine  p de  cette  équation 

(4)  F(p)  = o 

répondront  en  général  des  valeurs  déterminées  de  X,, 
Xfj • • • ) x„_,. 

Si  l’équation  (4)  a n racines  distinctes,  on  formera  de 
cette  manière  n systèmes  d’intégrales  particulières  au 
moyen  des  équations  (a).  Soient 


les  n racines  p, 


les  valeurs  correspondantes  de  ).,■  et 
Ci,  c,, . . . , Crt 

n constantes  arbitraires;  les  intégrales  du  système  pro- 
posé seront 

[ X,  = + C,x|*>e“'’‘'  4- ...  4-  C„xJ"’c“'’»^ 

(5)  I x,=.C,X|”e.“'’-'4-C,X‘’’«r“'’‘*4-...-4C.X'*’6'"'’.', 


, = C,  ' 4- C,  4- . . . + C.e~P--'. 
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Il  serait  aisé  de  trouver,  dans  chaque  cas,  les  modifica- 
tions que  doivent  subir  ces  formules  lorsque  quelques-unes 
des  racines  p deviennent  égales  entre  elles;  ce  que  nous 
avons  dit  au  n°  750  nous  parait  sullîsant,  et  nous  n’in- 
sisterons pas  davantage  sur  ce  point. 


Sur  une  classe  d'équations  dijférentielles  linéaires. 

756.  Nous  croyons  devoir  faire  connaître,  en  termi- 
nant ce  Chapitre,  un  résultat  remarquable  obtenu  par 
Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à la  théorie  qui  nous  occupe. 

Considérons  un  système  de  n équations  différentielles 
quelconques  entre  une  variable  indépendantes;  et  n va- 
riables dépendantes  r,,  x,,. . .,  x„.  Représentons  par  x\ 

la  dérivée  “ et  par 

(i)  F,  = 0,  F,  = o,...,  F,  = 0 

les  équations  différentielles  proposées.  F.,  F,,...,  F, 
sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  de  x, . x,,.  . .,  x„ 
et  des  dérivées  x\  , x ..... . x’„. 

Supposons  que  l’on  connaisse  les  intégrales  générales 
du  système  (i)  et  que  ces  intégrales  soient  résolues  par 
rapport  à x, , x, . . . , x„;  représentons  les  par 


{2)  .Tl  — X| , X,  — X, , . . . , Xf.  — X/, , 

X, , X, X„  étant  des  fonctions  de  x et  de  n constantes 


arbitraires  a,,  a, u„. 

Si  l’on  porte  les  valeurs  (a)  dans  les  équations  (1), 
celles-ci  deviendront  identiques,  et  on  en  conclura  <le 
nouvelles  identités  par  la  différentiation  relative  aux  ar- 
bitraires. Différentions  par  exemple  l'éfjuation 

F,  = O, 
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par  rapport  à l'arbitraire  on  aura 

/./F,  <f.r,  dF,  fl.r'\  IriFi  dr„  dFi  (ir„  \ _ 

\ dtif^  dx\  da^j  \d*'n  dtt^  dx^  daaj  * 

é<{uation  identique  après  la  substitution  des  valeurs  (q). 

d 

Or  est  égale  à — ; si  donc  on  représente  par 


les  valeurs  que  prennent  après  la  substitution 

des  valeurs  (a),  nous  aurons  ridentité 

I u<‘'  'Hl  + v'”  I 4- 1 ir“'  ^ 4-  V'"’  — I - 

‘ d.r 


d">^ 

‘ d.r 


Cela  posé,  considérons  les  n équations  linéaires  simul- 
tanées 


-t- . . 

+ ''r’è] 

-t-. . 

.4-[c;'î„  + v'“-^j=o, 

4-.  . 

.+  [»r=.+vr^]=., 

esquelles  z, , z,, . 

désignent  des  fonctions  in- 

connues,  et  où  les  quantités  U,  V sont,  comme  on  vient  de 
le  voir,  des  fonctions  données  de  x et  de  /i  constantes  a, , 
aj,.  . ii„.  A cause  de  l’idenlité  (3),  qui  a lieu  quel  que 
soit  /,  les  équations  (4)  sont  satisfaites  quand  on  pose 


dX,  dX, 

= -, — > Zi=  -, — > 
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donc  les  intégrales  générales  du  système  (4)  seront 


(5) 


„ liX,  ^ (ix,  ^ dX, 

Î,  = C.  -t-  C,  -f- . . . + C.  -i-!- 

dtt  \ deZf  dtXf^ 

Z,  — C|  — h Cl  — 1-  . . . -4-  C,  — — 

du  ^ da^  dOn 


Z -c^+c 

— '-•I  r-  \4i  —Z 

d(2 1 €1(2  2 


dX. 
da„  ' 


Cl , Cj , . . . , C„  désignant  n constantes  arbitraires. 

Ainsi  tout  système  d'équations  diiTérentielles  simulta- 
nées dont  les  intégrales  sont  connues  conduit  à un  sys- 
tème d’équations  différentielles  linéaires  à coefficients 
variables,  dont  les  intégrales  s’obtiennent  par  de  simples 
différentiations. 
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CHAPITRE  X. 

DE  L’INTfXiRATlON  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES  OU  PAR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Emploi  des  f annules  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 


757.  L’analyse  niatliématique  n’éiant  eu  possession 
d’aucune  méthode  générale  pour  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles,  on  a dû  recourir,  dans  les  applica- 
tions, aux  méthodes  d’approximation  fondées  sur  l’em- 
ploi des  séries.  Mais  ces  méthodes  elles-mêmes  sont  diffi- 
cilement praticables  dans  le  cas  des  équations  non 
linéaires,  à moins  qu’on  ne  puisse  se  borner  à un  très- 
petit  nombre  de  termes.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 
Chapitre,  de  donner  une  idée  des  procédés  en  usage  pour 
elTcclucr  l’intégration  par  les  séries. 

Celui  qui  s’offre  le  premier  consiste  dans  l’emploi  des 
formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Nous  avons  déjà 
fait  usage  de  la  formule  de  Taylor  pour  établir  l’existence 
des  équations  intégrales;  on  peut  lui  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin,  qui  conduit  souvent  à des  résultats 
plus  simples,  mais  qui  ne  fait  pas  toujours  connaître  l’in- 
tégrale générale  demandée.  C’est  ce  que  l’on  va  voir  dans 
l’exemple  suivant. 

758.  Considérons  l’équation  du  deuxième  ordre 


(■) 


d\r 

têt’ 


2/1  rf) 

X rf.t 


m\r  = o. 


qu’on  rencontre  dans  diverses  questions  de  Physique  ma- 
thématique, et  dans  laquelle  n et  nd  désignent  deux 
nombres  réels  donnés  positifs  ou  négatifs. 
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Multiplions  l’équation  (i)  par  j;  et  différentions  ensuite* 

fl  — i fois,  on  aura 

, e/’  > (/y 

(2)  X— ^ -1-2/1  /n’x>  = o, 

' ri.r’  eCr 


(3) 


dl^Y 

2/2  — 

drl^ 


I 

\ 


-h(li- 


S 


= O. 


Pour  j:  = O,  les  équations  ( 2 ) et  (3)  donnent 

(4)  -=0.  (./2-h^-.)— = (^-.)//2>-^: 


dans  le  cas  de  n—  2,  cette  dernière  équation  est 
(5)  (2/2-l-t)^  =///V. 


On  voit  que,  si  2 « n’est  pas  un  entier  négatif,  les  dérivées 
de  jr  des  ordres  impairs  sont  nulles,  et  que  les  dérivées 
des  ordres  pairs  sont  données  par  la  formule 

//”.)  1.3. 5...  (2/  — 1) 

dz“  (2/2 -f- 1)  (2/2 -I- 3).  . ^2.n  + 2Î  — 1) 

Si  donc  on  désigne  par  C la.  valeur  de  y qui  répond  à 
x=  O,  la  formule  de  Maclaurin  donnera  cette  intégrale 
particulière  de  l’équation  (i) 

2/2’. r’  m'x' 

2.(2//  -t-l)  2.4  ( 2/2  -1-  1)  (2/2  -f-  3 ) 

m‘  x'  "1 

2. 4. 6 (2/2  -H  t)  (2/'  -I-  3^  (2/2  -I-  5)  J 

La  formule  (6)  est  illusoire  lorsque  in  est  égal  à un 
entier  impair  négatif;  mais,  ce  cas  étant  mis  de  côté,  la 
série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente. 


(6) 


(.  = C 


I -H 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  X. 


573 

quel  que  soit  x,  car  le  rapport  du  terme  de  rang  1 -f-  t au 
terme  de  rang  i,  savoir 


21  (2/1  -4-  21  — i; 


tend  vers  zéro,  quand  / augmente  indériniment. 


759.  Examinons  le  cas  oii  an  est  égal  à un  entier 
négatif.  Si  cet  entier  est  impair,  on  voit  par  la  seconde 
des  formules  (4),  que  les  dérivées  de  > des  ordres  impairs 
sont  nulles  pour  x=  o,  comme  dans  le  cas  général.  I.a 

même  formule  montre  que  l’on  a ~ = o , pour 

fx=  I — an,  et  par  conséquent 


n V 

la  dérivée  ' est  arbitraire,  mais  toutes  celles  des  or- 
dx‘~"  ’ 

dres  pairs  suivants  sont  déterminées  en  même  temps 
qu'elle.  D'après  cela,  si  l’on  désigne  par  C,  la  valeur  arbi- 
traire de 

I <■/'->") 

I . 2 . 3 . . . ( I — 2 « ) 

pour  X = o,  la  formule  de  Maclaurin  donnera 


= C,  .r'-’" 


1 + 


2.(3  — 2«)  2.4(3  — 2n)  (5  — 2«) 


m‘x” 

2.4.6  (3  — 2«)  ^5  — an)  (7  — an) 


Si  an  est  un  entier  pair  négatif,  les  dérivées  de  j des 
ordres  impairs  s’annulent  pour  x = o,  d’après  les  for- 
mules (4),  jusqu’à  celle  dont  l’ordre  est  — i — an.  La 

valeur  de  la  dérivée ^ peut  être  choisie  arbitraire- 

dx'  " '■ 

ment  comme  dans  le  cas  précédent,  et  les  dérivées  des 
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ordres  impairs,  qui  suivent,  sont  alors  déterminées. 
D’ailleurs  la  valeur  de  y qui  répond  à a:  = o est  arbi- 
traire, dans  le  cas  actuel,  et  elle  détermine  les  valeurs 
des  dérivées  des  ordres  pairs.  Donc, la  formule  de  Maclau- 
rin  donne  ici  une  solution  qui  renferme  deux  constantes 
arbitraires  et  que  l’on  forme  évidemment  en  faisant  la 
somme  des  séries  contenues  dans  les  formules  (6)  et  (7). 
Cette  solution  est  l’intégrale  générale;  on  l’obtiendrait, 
dans  tous  les  cas,  par  la  formule  de  Taylor,  dont  les 
coefficients  peuvent  être  calculés  au  moyeu  des  for- 
mules (3)  et  (3)  ; mais  le  résultat  est  compliqué,  et  il  n’y 
a aueun  intérêt  h en  effectuer  le  calcul. 


Changement  de  variable  combiné  avec  l'emploi  de  la 
formule  de  Maclaurin. 


760.  Nous  avons  obtenu  au  numéro  précédent  une  in- 
tégrale particulière  de  l’équation 


{>) 


f/’  >■ 


3«  tir 

— -, — 

X dx 


o. 


Pour  avoir  l’intégrale  générale  il  faudrait  connaître 
une  deuxième  intégrale  particulière,  et  comme  celle-ci 
n’est  pas  généralement  développable  par  la  formule  de 
Maclaurin,  il  est  naturel  d’examiner  si  unebangement  de 
variables  ne  permettrait  pas  l'emploi  de  cette  formule. 
A cet  effet,  nous  poserons 

y = x“:, 

fx  étant  un  exposant  indéterminé  et  z une  variable  nou- 
velle. La  différentiation  donne 


dr 

dx 


‘ T- 

d.r  ‘ 


(i-y  d'Z 


-4-  2 U .r* 


dz 

dx 


-t-  U ((X  — l)  .r  “ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  X.  5^5 

Portant  ces  valeurs  clans  l’équation  (i)  et  divisant  en- 
suite par  JT'“,  il  vient 

d'‘z  Vin la  dz  fji  (an -t- fi  — l) 

rf.r*  X t/r  [_ 

Cette  équation  aura  la  même  forme  que  la  proposée,  si 
l'on  fait 

(iz=i  — an; 

la  transformée  devient  en  effet 


(2) 


d'z  2 ( I — n)  dz 

d.ri  X d.r 


m’z  = o; 


et  elle  se  déduit  do  l’équation  (i)  en  changeant  n en  i — n 
et  en  écrivant  z au  lieu  de  y,  on  ramène  ainsi  le  cas  de  n 
négatif  à celui  de  n positif.  Il  est  évident,  d’après  cela, 
qu’on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  particulière  de 
l’équation  (i)  en  changeant  n en  i — n dans  celle  qui  a 
été  obtenue  au  numéro  précédent  et  en  multipliant  en- 
suite par 

Avec  les  deux  intégrales  particulières,  on  formera 
l’intégrale  générale  de  la  proposée,  déjà  obtenue  dans  le 
cas  où  an  est  un  entier  pair  négatif,  savoir  : 

m'x' 

i)  2-4  (an -t-i)(2/i -I- 3) 
m’.r’  m'x' 

a(3  — 2n)  "*"a.4(3  — 2/i)(5— an) 


-!-C'x'-'- 


C et  C'  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefois  il 
faut  excepter  le  cas  où  an  est  un  entier  impair  positif  ou 
négatif.  Si  l’on  a a n = i , les  deux  intégrales  particulières 
coïncident  entre  elles,  et  si  a n est  un  entier  impair  autre 
que  -t-  I,  l’une  des  deux  intégrales  devient  illusoire.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  d’exception. 
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761 . Il  convient  de  remarquer  Je  cas  de  /i  = 1 ; on 
délerminc  aisément  les  sommes  des  deux  séries  qui  expri- 
ment les  intégrales  particulières.  Dans  le  cas  dont  il  s’a- 
git, la  formule  (3)  devient,  en  écrivant  Cm  au  lieu  de  C, 


ou 


v=5rï-' 

.r  I I 


/«'.r* 


1.2.3 


m‘.r' 

I 2 


I .2. 3.4.5 


I .2.3.4 


on  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  A et  B deux  con- 
stantes arbitraires, 

Ae"*-h 

X 

La  transformation  que  nous  avons  exécutée  au  numéro 
précédent  conduit  immédiatement  à ce  résultat.  F.lfecli- 
vemenl,  dans  le  cas  de  « = i,  l’équation  (2)  se  réduit  à 


et  son  intégrale  générale  est 

Z = Ae"'  -4-  B(-  "■*; 

on  en  conclut  immédiatement  la  valeur  de  j)' que  nous 
venons  d’obtenir. 

Si  m’  est  négatif  et  que  l’on  fasse  m’  = — p’,  l’intégrale 
de  la  proposée  devra  être  écrite  sous  la  forme 
Csin  u.r  -4-  C'  cosur 


Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 

762.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  formule  de  Maclaurin, 
on  peut  employer  avec  avantage  la  méthode  des  coefb- 
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cicnts  indélerminés,  qui  comporte  une  gcnéraliié  plus 
grande. 

Reprenons  l’équation 
, , d'y  7.n  dr 


que  nous  avons  déj.i  considérée,  et  essayons  d’y  satisfaire 
en  posant 

(2)  + Bj® -I- Cx '' 4- Dx’' , 

X,  S,  y,  5,. . . . étant  des  exposants  croissants.  On  tire 
de  la  formule  (2), 

i = A ax"~'  4- 4- CyX'*’”'  , 

1 ax 

(3) 

I ^ = Aa(a  — l)x“-^4-Be(e— l).r®-^4-.  . . 

En  portant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  il  vient 
A [a  (ot  4-  2n  — — «i’x“] 

4-B[s(S  + 2n  — ilx®"’"*  — »i’x®j4-.  .=0, 

ce  qui  doit  se  réduire  à une  identité.  Le  plus  petit  expo- 
sant de  X dans  cette  formule  est  a — 2,  et  pour  que  le 
terme  de  ce  degré  disparaisse  il  faut  que  l’on  ait 

a ^ o,  ou  a I — 2/J. 

Parmi  les  termes  qui  restent,  ceux  qui  ont  le  moindre 
degré  sont  eeux  qui  contiennent  les  facteurs  x"',  ’. 

On  ne  peut  avoir  6 — 2 > a,  car  il  faudrait  que  l’on  eût 
A = O,  hypothèse  à rejeter.  Donc  on  a 

6 — 2=:a  ou  6 — 2<^a. 

Si  l’on  admet  la  seconde  hypothèse,  il  faudra  que  l’on  ait 
6 (6  4-  2/j  — i)  = O, 

II.  37 
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c’est-à-dirc 

6 = 0,  ou  6 = 1 — in. 

Cela  n’est  admissible  que  si  l’on  a pris  poura  la  plus  pe- 
tite des  deux  valeurs  o,  i — a;i  ; alors  on  peut  prendre 
pour  S la  plus  grande  des  deux  mômes  valeurs.  Mais  si 
l’on  a choisi  poura  la  plus  grande  des  valeurs  o,  i — in, 
il  faudra  faire  6 = a 2. 

Supposons  que  a et  ê aient  reçu  les  valeurs  o et  i — a/i  ; 
comme  •/  ne  peut  avoir  l’une  de  ces  valeurs,  il  faudra  que 
l’on  ait  y = a. — a,  puis  d = S — a,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  exposants  étant  connus,  on  déterminera  immédiate- 
ment les  coefficients. 

Mais  il  est  plus  simple  d’employer  successivement  les 
valeurs  a = o,  a = i — a n,  et  de  supposer 

6 = a-i-2,  y = 6-|-a,  d = y-l-2,.... 

Ainsi  l’on  fera  d’abord 

• 0 = 0,  6 = 2,  y = 4»  S — 

et  en  écrivant  (jue  les  termes  du  même  degré  en  x dispa- 
raissent, on  trouvera 

m'A  „ m’B  ^ m’C 
B — , î C — » . I, . 5 ..  f /. . ^ ' * * * 

2^a/i-t-i)  0(2/1 -1-5) 

Faisant  ensuite 

a = i — 2 /J,  8 = 3 — 7.n,  y = 5 — in,..., 

et  opérant  de  la  même  manière,  on  aura 

/w’A  ç //l’B  _ //l’C 

2(3  — 2//)’  4(5 — 6(7  — 2/1) 

Donc  eu  supposant,  dans  l’un  et  l'autre  cas,  Â = 1,  on  a 
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ces  deux  inlégrales  particulières 

a (2«  + i)  2 .4  (2« -+- 1 ) (i« -t- 3)  ' ’’ 

m’x’  m'x' 

2(3  — 2«)  2.4(3 — 2//)(5  — in) 

d’où  l’on  conclut  l’inlégrale  générale  déjà  obtenue  au 
n"  760 

y — C'_T] , 

en  exceptant  toutefois  le  cas  où  an  est  un  entier  impair 
positif  ou  négatif. 

763.  11  nous  faut  examiner  ici  ce  cas  particulier  où  2 n 
est  un  entier  impair.  Comme  l’hypotlièse  de  n négatif  se 
ramène  à celle  de  n positif,  ainsi  qu’on  l’a  vu  plus  haut, 
nous  supposerons 

2/1=  2ï  + I, 


V étant  un  entier  nul  ou  positif,  L'équation  proposée  de- 
vient alors 


fJ’r 

rfx’ 


2V  -t-I  <■/»' 
X </x 


= o, 


et  nous  n’en  connaissons  qu’une  intégrale  particulière, 
savoir  : 

m’x’  ni‘x‘ 

y»  J ■ I I 

' 2(2v+2)  2.4  (2V 2}  (av -f- 4) 

Si  l’on  emploie  cette  valeur  de  y,,  l’intégrale  générale 
de  l’équation  proposée  sera  représentée  (n®  733)  par 


y = Cr  I ■+■  C 


(tr 


c,  C'  étant  deux  constantes  arbitraires  et  x„  une  valeur 
initiale  quelconque  de  x.  En  opérant  sur  la  fonction 

î comme  s’il  s’agissait  d’une  fraction  rationnelle, 

I * 


37. 
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on  pourra  lui  donner  la  forme 


a. 

»-*-! 


Y 


Y étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x = o.  Par  suite 
on  aura 


>l.r 


-+-  Glogjr  + V, 


P désignant  un  polynôme  du  degré  av,  G une  constante 
et  V une  fonction  qui  reste  finie  pourx=  o.  11  résulte  de 
là  que  l’équation  proposée  a nécessairement  une  inté- 
grale de  la  forme 

jr—y,  +Glogx^  -h:, 


Z étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x = o.  11  est  donc 
naturel  d’employer  la  substitution  qii’expriinc  la  formule 
précédente,  et  d’appliquer  la  formule  de  Maclaurin  ou 
celle  des  coefficients  indéterminés  à l’cijuation  transfor- 
mée en  Z ; celle-ci  ne  différera  de  la  proposée  que  par  un 
second  membre  introduit  par  la  substitution. 


7G1.  Nous  nous  bornerons  à développer  le  calcul  du 
cas  le  plus  simple,  celui  de  v = o.  L’équation  proposée 
est  alors 


f/\r 


I <I  y 
.r  itx 


— m^y  = o, 


et  l’intégrale  particulière  connue  est 


m'x'  rn’x‘ 


2^  2',  4*  2*.  4’.  6' 

i • 

^ 2*. 4’*  • • 


-h . . . , 


Digitized  by  Google 


CHAPITHE  X.  58 1 

Le  polynôme  désigné  par  P se  réduil  ici  îx  une  constante, 
et  le  produit  P > , peut  être  confondu  dans  z\  il  est  évi- 
dent d’ailleurs  cpi’il  est  permis  de  faire  G = i,  et  nous 
devons  poser  en  conséquence 


d’où 


J =X,  logr  -I-  ï, 


W) 


'fr, 

dx 


logx- 


-Il 

X 


riz 

di' 


dx^  -r  tir  x' 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  obtient  la 
transformée 


d'^z  \ dz  J ?.  r/)-, 

dx'  X dx  X dx 

Posons 

J = lï,  -+-  «I  .r’  -t-  n,  ar*  . -f-  n,-  x'‘  -H  . . . 


et  désignons,  pour  abréger,  par 

Ag  + A,  ar’  A,.r‘  . -t-  A,  -t- . . . 

la  valeur  de  y,  ; substituons  les  valeurs  de  z et  de  y , dans 
l’équation  différentielle  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x dans  les  deux  membres,  on  aura 

= — 4' A/, 
ou 

",  g;-i  I 

A,  A,_,  ~ / 


et,  par  conséquent. 


rien  n’em pèche  de  supposer  = o,  et  alors  on  aura 


m"  ! 
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On  a donc  celle  deuxième  iniégrale  de  la  proposée 


VI  /il  I \ 


765.  Nous  avons  déjà  eu  l’occasion  de  remarquer 
qu’il  pouvait  y avoir  avaulage  à exéculer  un  changement 
de  variables  avant  de  procéder  au  développement  en 
série.  Nous  allons  en  donner  un  nouvel  exemple  en  con- 
servant la  même  équation 


±r 


.T  dx 


— m'‘y  = O . 


Posons  [jL—dzm  et  exécutons  la  substitution 


nous  obtiendrons,  à cause  de  la  transformée 

suivante  en  z : 


(- 

\dx 


I dz\ 


•>n  I dz  \ 


Essayons  maintenant  de  satisfaire  à cette  équation  en  po- 
sant 

s = «,  -i-  «1  -4-  n,  .r’  -t-  . . , a,  j;‘  ; 


subtitiiant  et  égalant  à zéro  le  coefficient  d’une  puissance 
quelconque  x'~’  de  x,  il  vient 

/(2n  + / — i)a,  4-  2[i(n  -h  i — i)a,_,  = o. 

Si  an  n’est  pas  un  nombre  entier  négatif,  la  précédente 
équation  déterminera  le  rapport  des  coefficients  a,_i, 
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et  on  en  conclura  la  valeur  de  a,,  savoir  : 

„ —l—2  '■  - « (/»  + i).  . .(/I  -4-  t — i)  ^ 

' I . 2 . . . i X (2«)  ' — ')  *' 

le  premier  coefGcient  demeure  arbitraire. 

Supposons  rjue  n soit  un  entier  négatif  — k.  La  rela- 
tion obtenue  entre  o,  et  montre  que  a< est  nul,  et  il 
en  est  de  même,  en  conséquence,  de  flu. 

Le  coefficient  «tj+i  fîst  arbitraire  et  les  coefficients  qui 
suivent  sont  déterminés  en  fonction  de  Donc,  dans 

le  cas  dont  il  s’agit,  on  obtient  les  deux  intégrales  sui- 
vantes de  l’équation  en  r 

Z = rt»  -H  «I  r «1 J;’  -t-  . . . -f- 
Z = o,i+,  -t-  a,j+,  x>‘+’  -t-  . . . , 

et,  par  suite,  on  a une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée, par  une  formule  qui  renferme  un  membre  limité 
de  termes.  J’ajoute  qu’on  a deux  intégrales  particulières 
de  cette  espèce,  puisqu’on  peut  supposer  à p la  double 
valeur  rfc  m. 

Il  résulte  de  là  que  si  ri  est  un  entier  négatif,  on  peut 
exprimer  sous  forme  finie  l’intégrale  générale  de  l’équa- 
tion proposée;  la  même  chose  a lieu  quand  n est  un 
entier  positif,  car  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  ainsi 
qu’on  l’a  déjà  vu.  On  obtient  d’ailleurs  l’intégrale  sous 
une  forme  très-remanjuable  en  opérant  comme  il  suit. 

766.  Posons 

n 


l’équation  différentielle  en  z deviendra 

I r ii"ir 

I X 1-  n — — I -t-  I ( 2UX  -t-  n ) h n.2u  — I = o; 

L rfx"^‘  dx- } L ' dx"  ’ 

la  première  partie  entre  crochets  est  la  dérivée  d’ordre  n 
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du 

d,r 


de  la  fonction  x pareillement,  la  seconde  partie  entre 


crochets  est  la  dérivée  d’ordre  n de  (afxx-f-«)u.  On  a 
donc,  en  intégrant  n fois  l’équation  précédente  et  en 
désignant  par  P„_,  un  polynôme  arbitraire  en  x du 
degré  « — i, 

du  , „ 

■r  ^ -t-  (2(i-r  + n)u  = P._,. 


Mais  comme  nous  n’avons  besoin  que  d'une  valeur  parti- 
culière de  n,  nous  pouvons  faire  P„_,  = o;  l'équation 
précédente  devient  alors,  en  séparant  les  variables, 

et  en  intégrant 

log«  -(-  2(xx  -f-nlogx=  const.  ; 
faisant  la  constante  égale  à zéro,  on  a 


et,  par  conséquent. 


■fr 


, c/"-' 


dx“~ 


r = e 


dx^~' 


Aux  valeurs  -f-m  et  — m de  p répondent  deux  inté- 
grales particulières  de  la  proposée;  l’intégrale  générale 
est  donc,  dans  le  cas  de  n entier  positif,  en  désignant 
par  C,  C deux  constantes  arbitraires, 


rf"-' (c-’”''x-"l  <y»-‘ 

= Ce"*  — — -t-CV-"* , 

rfx"-'  f/x"-‘ 


Si  n est  un  entier  négatif,  il  faut  écrire  i — n au  lieu 
de  n et  multiplier  par  x'~*"  le  résultat  obtenu  (n“7G0). 
L’intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc  dans  ce  cas 


: Cc"*x'-=" 


d~'{t 


dx~ 


d-“  { r-”*  t'-"\ 

rl—i»  

dx~  ' 
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De  l'cqualion  de  Riccati. 

767.  L’équation  de  Riccati,  dont  nous  nous  sommes 
déj.à  occupé  au  n“  603,  est 

(i)  '^+ay'=bx-. 


a c\.b  étant  des  constantes  données,  m un  exposant  quel- 
conque. On  la  ramène  à une  équation  linéaire  en 
posant 

Hz 


(^) 

d’où 


1 Ht 


a 


— 5 
Z 


H^z 

Hr  I H.r^ 

dx  a Z 


I 

a 


il  vient,  par  cette  substitution, 


(3) 


li't 

lîF 


= ah , 


L’équation  (3)  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est 
de  la  forme 

Z = Cl  Z|  C,  Z., 


C,  et  C,  étant  deux  constantes  arbitraires.  Portant  cette 

C • 

valeur  dans  la  formule  (a)  et  posant— =C,  on  aura 


(4) 


dz,  dz. 


n Z,  -4-  c Z, 


l’équation  (4),  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C, 
est  l’intégrale  générale  de  l’équation  de  Riccati.  Mais  il 
reste  à trouver  les  intégrales  particulières  z,  de  l’équa- 
tion ^3).  On  obtiendrait  sans  difficulté  ees  intégrales  en 
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procédant  directement  au  développement  en  série  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés*,  mais  on  peut 
éviter  ce  nouveau  calcul  en  ramenant  l’équation  (3)  à 
celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  précédemment.  En 
effet,  posons 

r»  -+-  0 


et  prenons  t pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x ; on 
aura 

m 

ffz 


m 9.  , flz 

fLi-  9 (/f  * 

(m 

dæ-  4 


' X ’ y, 

dt 


et  si  l’on  porte  la  valeur  précédente  de  yy  dans  l’équa- 
tion (3),  il  viendra 

f/’i  m \ dz  ^nh 

^ ^ rf/'  /n  -H  2 t ( /w  -t-  2 )'  * 

en  même  temps,  on  aura  par  la  formule  (4) 


(6) 


dz,  „ dz, 
[ m -4-  2 ) .r  df  dt 

2«  4-  Cï, 


Z,  et  Z,  désignant  deux  intégrales  particulières  distinctes 
de  l’équation  (5).  On  voit  que  cette  équation  (5)  n’est 
autre  chose  que  celle  qui  a été  étudiée  aux  n"’  7o8  et 
suivants.  On  peut  obtenir  son  intégrale,  sous  forme  finie, 

lors(jue  — ■ ^ ^ est  un  nombre  pair  ±21,  positif  ou  né- 
gatif, c’est-à-dire  lorsque  le  nombre  m a la  forme 


on  retrouve  ainsi  les  cas  d’intégrabilité  que  nous  avons 
déjà  obtenus  au  n°  66.^. 
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De  l'intégration  des  équations  différentielles  par  le 
mc^en  des  intégrales  définies. 

768.  Au  lieu  d’exprimer  par  des  séries  les  intégrales 
des  équations  difTércnticlles,  il  y a souvent  avantage  à 
employer  des  intégrales  définies.  Le  problème  qu’il  s’agit 
alors  de  résoudre  consiste  à exprimer,  par  une  telle  inté- 
grale, la  somme  d’une  série  déterminée  ; il  est  impossible 
de  donner  une  règle  générale  pour  cet  objet,  aussi  nous 
bornerons-nous  à présenter  un  exemple. 

Reprenons  l’équation  différentielle 


(«) 


lt\Y 

dx- 


ln  ily 


Tx-"'^ 


Nous  avons  vu  qu’elle  admet  l’intégrale 
(2)  J-  = A,  -t-  A,  x’  + A,  x'  -t- . . . -H  A,  x‘‘‘ 
dont  les  coefficients  Â satisfont  à la  condition 


(3) 

Si  l’on  pose 

(4) 


A,= 


:o= 


2l(2rt  -t-  2/  — 
71  — I 


A,-,. 


2 n -1-  2 /■  — I 


la  condition  (3)  deviendra 
A(  n 


A,_, 


?{'■)  2/(2(— 1)  ?('■  — ') 

et  on  conclut  de  là 


A,' 


A. 


?('■)  I.2-..2/  ?(o)’ 

A,  étant  arbitraire,  posons  A„  = (o);  on  aura 


(5) 


A.= 


I . 7.  ...  2 f 


Digitized  by  Coogle 


588  CALCUL  INTÉGRAL. 

Or,  si  n est  positif,  on  rcconnait,  au  moyen  de  l'intégra- 
tion par  parties,  que  l’on  satisfait  à l’équation  (4)  en 
posant 

iji  (/■)=;  I cos”’wsin*"“'wrfM; 

J O 

on  peut  donc  faire 

/»’■  . 

Aj= I cos”iu  sin“~'o)rfw, 

I .2  . .2(Jo 

et  la  formule  (a)  donnera  celte  intégrale  de  l’équation  (i) 

. ('--r^—  + -rTïXT + 


OU 


„ — 


2 


sin’"~'  wrfoi. 


Pour  avoir  une  seconde  intégrale,  il  suffit  (n"76ü)  de 
changer  ii  en  i — n eide  multiplier  ensuite  par 
on  a dune 

^,mjcosw  j ^ — mxcoscti 

■ sin'—’"  w f/  w ; 


.v.=x-»  Ti 
Jo 


mais  cela  suppose  que  l’on  a ;j  i,  car  autrement  l’inté- 
grale contenue  dans  celle  formule  serait  infinie. 

769.  Si  m*  est  négatif,  soit  ni‘  = — p’,  l’intégrale 
générale  de  l’équation 


on  fi  Y 


djr 


-t-  O, 


ou  n est  compris  entre  o et  i , sera 


C I cos  (par  cos«)  sin’"~'wrfw -I- C' j'~’"  f cos(po:cosw)  sin'-^wr/w, 
•/o  t/ O 


c et  C'  étant  deux  constantes  arbitraires. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  X. 


58g 

Lors(|uc  « = -»  les  deux  iutégrales  pariiculièrcs  con- 
tenues dans  celte  formule  se  confondent  j mais  il  est 
facile  d'avoir  l'intégrale  générale  qui  répond  à ce  cas,  en 
employant  un  artifice  dont  nous  avons  déjà  plusieurs  fois 
fait  usage.  Posons  2n  = i — h,  on  aura 


• . . ...  lou’sinw  , . ,.L 

sin’*“'w  = I — h logsinu  H ^ (sinu)  , 


(xsinw)'""'  I -4-  /i  log  (j:  sin  u)  -I- 


/iMog>(xsin«), 

-(j'sinu)  , 

T . a ' ' 


0 et  / étant  compris  cuire  o et  i.  Si  l’on  porte  ces 
valeurs  dans  la  formule  précédente,  que  l’on  remplace 
C par  C,,  Ch  par  C,  et  qu'ensuite  on  fasse  h — o, 
il  viendra 


XCOSu 


dw-t-C,  I cos ((ixcosM)log(a-sin’w)du, 


ce  qui  est  l’intégrale  générale  de  l’équation 


(!\r 

rlj:’ 


I dr 
X dx 


-H  — o. 


Il  serait  facile  de  déduire  ce  résultat  de  l’analyse  du 
n»  76i. 


Sur  la  déternimation  des  intégrales  définies  par  le 
moyen  des  équations  dijjérentielles. 

770.  Le  problème  dont  il  s’agit  ici  est  l’inverse  de  celui 
dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Lorsqu’une  intégrale 
définie  renferme  un  paramètre  variable,  on  peut  se  pro- 
poser de  former  une  équation  différentielle  à lacjuelle  elle 

satisfasse  et  qui  soit  débarrassée  du  signe  J".  Si  l’on  sait 

intégrer  l’équation  différentielle  obtenue,  on  pourra  dé- 
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terminer  la  valeur  de  l’inlcgralc  dcGnic  proposée;  nous 
allons  présenter  un  exemple. 

Considérons  l’intégrale  définie 


(>) 


cos  a.r 
(i  -I-  a’)"+' 


da. 


où  l’exposant  //  + i est  supposé  positif.  L’intégration 
par  parties  donne 


r COSar 

J (I +»=)*+■ 
lù 


sinaj:  C sina 


/sina. 


d’où 


COSaa:  2 (/I  -t-  l) 

aoL  —r  — — 


/’*  sinax 

L (1-+- 


OU 


/V  , /■*  sinaj- 

fa)  X}  = 2 l/t  -h  i)  I — arfa. 

V / 'Jo  ('-t- 

En  différcntiant  deux  fois  l’équation  (a),  on  a 


(3) 


dx^ 


. /’*  sinax 

= — 2 (/t  H-  i)  I a'doL, 


d’où,  par  la  soustraction, 

'xr)  /•” 


<4.  q*-’ 


sinax 

aaa. 

-+-a’)”+' 


Mais  la  différentiation  de  l’équation  (i)  donne  aussi 


(5) 


djr  sina.r- 

~~  Jn 


ada. 


et  l’on  a,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


ou 

(6) 


rf» (xr) 
d~r^ 


— X)  = 2 («  + I 


rf’  r 2/J  dy 

dx’  X dx  ^ ° 
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Celle  équalion  esl  encore  celle  donl  nous  nous  sommes 
occupe  dans  les  numéros  précédents.  Nous  savons  l’in- 
légrer,  sous  forme  finie,  quand  n esl  un  entier;  on  pourra 
donc  déterminer,  dans  celte  hypothèse,  la  valeur  de  l’in- 
tégrale proposée. 

Soit,  par  exemple,  « = o.  L’équation  (6)  se  réduit  à 

Y 

— ^ T = O, 

et  son  intégrale  générale  est 

y ~ Cf*  -t-  C'f~*. 

Il  reste  à déterminer  les  constantes  C et  C'.  D’abord  on 
a C = o,  si  l’on  suppose  x positif;  car  l’intégrale  pro- 
posée ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x.  Ensuite, 

cette  inlécrale  se  réduisant  à / — > c’est-à-dire  à 

pour  X = o,  on  a C'  = ^ ; donc 


cosax  , TT 
rfa  = - tr~’, 

I + a’  2 


dans  le  cas  de  x ^ o,  comme  nous  l’avons  déjà  établi  au 
n°496. 


Exemple  de  la  détermination  de  la  somme  d'une  série 

donnée,  par  le  moyen  d'une  équation  dijférentielle. 

771.  On  peut  quelquefois  déterminer  la  somme  d’une 
série  dont  les  termes  dépendent  d’une  variable,  en  for- 
mant une  équalion  düTérenliclle  à laquelle  satisfasse  la 
somme  de  la  série,  et  en  intégrant  ensuite  cette  équa- 
tion. Souvent  aussi  l'on  parvient,  parle  même  procédé, 
à transformer  des  séries  en  d’autres  plus  commodes  poul- 
ie calcul  numérique;  nous  allons  en  présenter  un  exemple. 
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Proposons-nous  de  irouver  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 


X = 


1.3.5  1.3. 5. 7. 9 ‘ 1 .3.5...(4« -I- 1) 

La  variable  X étant  supposée  réelle  et  positive,  posons 

^ = X v'.r, 

n -+-I 

, H-  (—  I/' 


on  aura 


1.3.5  1.3, 5. 7. (J  ' ^ 1 .3.5...(4'* i) 

Dillérentiant  deux  fois  et  multipliant  par  4,  il  vient 


(3) 


-I  \ î . ■'* 

^ rfx’  “ ^ 1.3.5  1.3. 5. 7. 9 ■■■]’ 


puis  on  a,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3), 
dw  - : 


(4) 


4 


flx‘ 


-f  = — X 


Celte  équation  (4)  est  linéaire  et  à coefficients  con- 
stants ^ en  lui  appliquant  les  règles  que  nous  avons  éta- 
blies, 011  üblient  pour  son  intégrale  générale 

, ,r/  /*•'  - ' .r  \ 

i y ~ — cos  - I C -f-  / X ’ cos  - ilx  | 

(5)  ; * , 

I -h  - sia  - -h  J’  X ’ sin  - c/x^  , 


d’où  l’on  tire 


(6) 


'(r  1 ^ /*'  -i  / A 

x = — T^sin-IC-t-l  X cos  - rfx  1 

./X  2 4 2 \ 2 ) 

K*"'*/  •'4 


T COS 

4 2 
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Pour  délermincr  les  constantes  C,  C,  nous  ferons  ^"  = 0, 
et  nous  comparerons  les  équations  (5)  et  (6)  à l’équa- 
tion (3)  et  à la  suivante 


(7) 


f/r  I - j I .r’ 

dx  2 2 1.3 


qu’on  obtient  en  dilTérentiant  l’équation  (2).  Les  seconds 
membres  des  équations  {2)  et  ( j)  s’annulent  pour  = o; 
par  suite,  il  doit  en  être  de  même  des  seconds  membres 
des  équations  (5)  et  (6),  ee  qui  exige  que  l'on  ait  C=  o, 
C'=  o.  Remettant  donc  X y/.r  au  lieu  de  r,  dans  la  for- 
mule (5),  on  aura 


cos  — dx 
2 


sin  - dx. 
2 


La  valeur  de  x ayant  été  supposée  positive,  on  a 
(n°ol6) 


et,  si  l’on  remplace  x ’ par  cette  valeur  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (8),  il  viendra,  en  intervertissant 
l’ordre  des  intégrations. 


cos  - dx 
2 


-I- 

II. 


dx . 


38 
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D’aillours  (ii°  1^), 


/' 

f 


— — tt,X  J» 

e ’ cos  — tl-r  —IC 


1 / — a COS  — 1-  sin  - \ 

^ 

\ 1 -+-  a-  / 


e ’ sin  - tir  = ic 
•}. 


X . \ 

I / — cos asm  — 

2 2 


2a 


2 

T + 


JUIIV  /,00  I 

_ , X /'  a’i/a  . . r / 

/’*  -ai  . 

1 i (7  ’a’f/a 

~+*’ 

Lc.dc«x,nuv.l»  jr  ,tï'/  ;-x;^  >c  .««isent 


l’une  el  l’autre  à 


ï‘  i/z _ 

-+r-2^. 


rr  TT 

ir 

Sin  7 ^ 

4 


en  posant  a = dans  la  première,  et  « = z’  dans  la 
seconde  ; par  conséquent  on  a 


o'’‘  = 77;("‘3-’-”"î) 


/ 


CO  jf 

e *a’  da 


OU 

(lO) 

en  faisant 

(■>) 


y^27TX  t/o 

X = (cos^  + sinî)-V 

2V^.x\  2 2; 


I >4-  a* 


CO  ^ 

— a-  i 


I -f- 
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Le  produit  \ y'2  ~x  s’annule  pour  .r  = -<-  ec  , par  con- 
sé([uent  si  la  valeur  de  x est  très-grande,  on  aura,  à fort 
peu  près, 

\ V v’îr  / J-  . -r  , 

il 2)  X = — I COS — h sin  - ; 

2v/.r  V 2 2 / 

il  est  évident  <|ue,  pour  de  telles  valeurs  de  x,  l'emploi 
de  la  formule  (i)  serait  impraticable.  Mais  nous  pouvons 
aller  plus  loin  en  développant  V en  une  série  très-eoiii- 
inode  pour  le  calcul  de  X dans  le  cas  des  grandes  valeurs 
de  X.  On  a cfl’ectivcment 


I , , a” 

= I — a'  -t-  a'  -4-  . . . -t-  (—  I ' a’"-*  -f-  — I " ■. 

I -4-  a>  ' ' I -4  <î' 

d’où 


La  dernière  intégrale  peut  être  représentée  par 
X .5  /i-H  1 


f 


(la.,  B étant  une  ({uantilé  comprise 


entre  o et  i ; d’ailleurs  on  a (n“5l(>) 


donc 


X 


3 

r 


( 


'i±j\ 

^ / 


= ^ITJ- 


.3.5  . . ( 4 ' -♦-  > ) 


>.35  , . 1.3. 5. ..(4/1-3! 

— ^ P 

a-'  ' ,r“ 


-4-9(-I/ 


3.5.  . .(4  a — il 
38. 
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En  faisant  croître  n iniléfiniment,  on  obtiendrait  une 
série  divergente,  mais  comme  l'erreur  commise  (|uand  on 
s’arrête  à un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme 
suivant,  la  série  pourra  servir  utilement  au  calcul  de  V, 
j)our  les  grandes  valeurs  de  x.  Elle  est  analogue,  comme 
on  voit,  à la  série  de  Stirling.  En  particulier  si  x est 
loooo,  on  pourra  calculer  X avec  sept  décimales 
exactes  au  moyen  de  la  formule  approcliée  (i  2). 

Il  est  facile  d’établir  que  réquation  X = o a une  infi- 
nité de  racines  réelles  et  que  les  racines  positives  rangées 
par  ordre  de  grandeur  ditl'èrent  de  moins  en  moins  des 
racines  correspondantes  de  l’équation 

.T  ,r 

COS  — h sin  - = O, 

2 2 

lesquelles  sont  contenues  dans  la  formule  a'=  (4  t -f- 3)  ^ ; 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ces 
conséquences  de  notre  analyse. 
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CHAPITRE  XI. 

DES  équations  aux  DÉRIVÉICS  PARTIELLES 
OU  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  on 
peut  appliquer  les  procédés  d'intégration  relatij's 
aux  équations  différentielles  ordinaires. 

’ll'i.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  renferme 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  de  ces  Va- 
riables et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles.  Dans 
les  problèmes  qui  conduisent  à de  telles  équations,  le 
nombre  de  ecs  équations  est  généralement  égal  au  nombre 
des  fonctions  inconnues;  les  développements  qui  vont 
suivre  seront  bornés  au  cas  d’une  seule  équation  renfer- 
mant une  seule  fonction  inconnue. 

Le  problème  qui  a pour  objet  l’intégration  d’une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  doit  être  regardé  comme  ré- 
solu, lorsqu’il  a été  ramené  à l’intégration  d’un  système 
d’équations  dillércntielles  ordinaires. 

La  réduction  dont  nous  parlons  a lieu  d’elle-inème 
lorsque  les  dérivées  partielles  qui  figurent  dans  l’équalioii 
proposée  se  rapportent  toutes  à une  variable  unique. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu’on  peut  procéder,  comme 
si  chacune  des  autres  variables  était  un  paramètre  con- 
stant; mais  il  faudra  regarderies  constantes  introduites 
par  l’intégration  comme  des  fonctions  arbitraires  des 
mêmes  variables. 

Considérons,  par  exemple,  l’équation  aux  dérivées  par- 
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dx 

dans  laquelle  z est  une  fonction  inconnue  des  variables 
X,  et  où  j\  F désignent  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables.  La  variable  1 étant  traitée  comme 
constante,  l’intégration  donnera  (n”  (m8) 


F( 


mais  ici  la  constante  C est  une  fonction  arbitraire  de  _i 


et  en  écrivant  0 ( v 

) au  lieu  de  C,  on  aura 

nx  1 

r-  /->^  /'s 

■ - 1 

/ J 

U 

II 

773.  On  peut  opérer  de  la  même  manière  dans  le  cas 
de  certaines  équations  tpii  renferment  des  dérivées  rela- 
tives à plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons 
par  exemple  l’équation 


d'z 

TîTdy 


dz 


où  a est  une  constante  donnée  et  / (x,  9 ) une  fonction 
donnée  des  varialdcs  indépendantes  x,  ) . Si  l’on  pose 


dz 

Tr 


l’étjuaiion  proposée  deviendra 

dp  . 

dr  J /' 

et  sous  celte  forme  elle  rentre  dans  la  classe  de  celles 
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dont  nous  venons  de  nous  occuper.  En  intégrant  comme 
si  X était  une  constante  et  en  désignant  par  X'  la  con- 
stante arbitraire,  on  a 

P = X'  f fV /[x,  y-  )tlj  . 


Dans  cette  équation,  il  l'aui  regarder  X'  comme  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x:  en  remettant  au  lieu  de  w,  il 

tl.c  ' 


vient 


flz 

dx 


= X'  e—J 


I tv/{x,y)df. 


Intégrons  maintenant  cette  équation  en  regardant  y 
comme  une  constante,  on  aura,  en  désignant  par  Y la 
constante  arbitraire  et  par  X la  fonction  arbitraire  de  x 
qui  a pour  dérivée  X', 


; Y -I-  X e- 


11  est  évident  (|ue  cette  formule  fait  connaître  la  solution 
la  plus  générale  de  réqualion  proposée;  elle  renferme 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y,  la  première  indépen- 
dante de  j , la  seconde  indépendante  de  x. 


Des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées. 

774.  Kous  donnerons  plus  loin  la  définition  de  Vinté- 
grale  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  nous  établirons  (jue  la  recberebe 
de  cette  intégrale  peut  toujours  être  ramenée  à l’intégra- 
tion d’un  système  d’équations  différentielles  ordinaires, 
quel  (|uc  soit  le  nombre  des  variables  indéj>endantes. 
Mais  nous  nous  occu[)erons  exclusivement  ici  du  cas  par- 
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ticulier  des  équalions  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  n’eiilrent  qu'au  pre- 
mier degré  et  ne  sc  mulliplient  pas  entre  elles. 

Cas  de  deux  vahiables  indépendantes.  — Soieut 
X,  )“,  Z trois  variables  dont  la  dernière  est  regardée 
comme  fonrtiou  des  deux  autres  j posons  aussi 

th  — pdx  + qd)  , 

ee  qui  exprime  que  p et  q représentent  les  dérivées  par- 
tielles de  Z par  rapport  à x et  à respectivement. 

L’éijuation  aux  dérivées  partielles  dont  nous  allons 
nous  occuper  est  la  suivante 

(1)  P/^-t-Q«/=R, 

P,  Q,  R y représentent  des  fonctions  données  des  trois 
variables  x,jr,  z. 

On  a vu  (11°  83)  que  si  « et  p désignent  des  fonctions 
données  de  x,  j,  z,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  nièiiic  forme  ijue  la  proposée,  en  éliminant 
la  fonction  arbitraire  (p  de  l'équation 

(a)  = 


par  le  moyen  de  celles  qu'on  en  déduit  par  la  dilTérentia- 
tion  relative  à ,r  et  à y . 11  est  donc  naturel  de  cliercbcr  si 
l'on  peut  satisfaire  dans  tous  les  cas  à l'écpiaiion  (1)  en 
prenant  pour  z une  fonction  délinie  par  l'équation  (a), 
où  P désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  1/,  p représen- 
tent des  fonctions  de  x,  }■',  z convenablement  choisies. 

En  différentiant  l'équation  (a)  par  rapport  à x et  pai- 
rapport  à j,  on  trouve 
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par  conséquent,  pour  (jue  l’cqualion  (a)  donne  une  solu- 
tion de  l’équation  (i),  il  faut  et  il  suffit  que  l’on  obtienne 
une  équation  identique  en  éliminant  p et  q entre  les 
équations  (i)  et  (3).  Pour  faire  cette  éliminalion,  il  suffit 
d’ajouter  les  équations  (3)  entre  elles,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P et  Q ; il  vient  alors,  en 
se  servant  de  l’équation  (i). 


et  cette  équation  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction  q, 
si  l’on  a identiejuemcnt 


(4)- 


tlu 


du 

•ty 

dv 


-I-  R 


du 

itz 


= o, 

= O. 


Or  on  a vu  {n“  62G)  que,  si  l’on  désigne  par 
(5)  H = const.,  I' = const  . 


les  deux  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 


(<>) 


il.r  dr  dz 

P ~ Q"  ~ ¥ 


les  fonctions  u et  v satisfont  aux  équations  (4);  si  donc 
on  prend  pour  u et  e,  dans  l’étiuation  (a),  les  fonctions 
ainsi  déterminées,  cette  équation  (a)  donnera  une  solu- 
tion de  la  proposée  (i),  quelle  que  soit  la  fonction  y. 


77o.  J’ajoute  que  toute  solution  de  l’équation  (i)  est 
comprise  dans  l’équation  (a).  En  effet,  supposons  que 
l’équation  (i)  soit  satisfaite  par  une  valeur  de  z définie 
par  l’équation 

(7) 


= o. 


6oî  CALCUL  I^TÉCRAL. 

On  a,  par  la  diricrcnlialiun, 


f/F  </F 


= 0, 


dŸ  </F 


= O, 


et  les  valeurs  de  p et  de  q tirées  de  ces  équations  étant 
substituées  dans  l'équalion  (i),  on  aura,  par  notre  hypo- 
thèse, 


(8) 


„ ^F 

P— +Q  +R_  — O, 
dx  dy  dz 


équation  qui  doit  devenir  identique  en  vertu  de  l’équa- 
tion (y). 

Or  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  u cl  e 
sont  des  fonctions  données  de  x,  , ;;  ou  peut  donc 
regarder  y,  z comme  des  fonctions  de  «,  e,  x,  ou  comme 
des  fonctions  de  u,  e,  y.  Soit,  en  conséquence, 

(ü)  F {x,y,  z)  —/{u,  v,x)  e,y), 


on  aura 

f/F  d/  du  df  dv  dj 

d.r  du  d,r  do  d.r  dx 

f/F  _ df  du  df  do 

tiy  du  dy  do  dy' 

f/F  df  du  df  do 

dz  du  dz  do  dz' 


Cl  la  suhsliiulion  de  ces  valeurs  dans  l’équation  (8)  don- 
nera, à cause  des  équations  (4), 


P 


la  formule  (9)  donnera  également 


Si  le  premier  membre  de  l’équation  (t)  ne  se  réduit 
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pas  h une  fonclion  des  seules  variables  u,  les  déri- 

, fl/  fif^  ...  „ 

vers  — , ^ seront  pas  idenlujuemeni  nulles  et  on  ne 


peut  pas  adincltrc  que  l’une  des  équations  = o,  = o 


tir 


ail  lieu  en  vertu  de  rc(|ualiou  (y),  / {<>•,  'S  x)  = o ou 
fl  [il,  ) = o ; car  l'éliniinalion  de  x ou  celle  de  y don- 
nerait une  équation  finale  cntri;  n et  e,  ce  qui  implique 
contradiction.  11  laul  donc  que  P et  Q s’annulent,  en 
vertu  de  l’équation  (7),  ce  qui  exige  que  R soit  aussi 
zéro.  11  est  évident  que  si  P,  Q,  Il  s’annulent  simulta- 
nément pour  une  certaine  valeur  de  z,  l'équation  pro- 
posée sera  en  même  temps  satisfaite;  mais  nous  faisons 
abstraction  de  ces  solutions,  et  on  voit  alors  que  l'é(jua- 
tion  (7)  a nécessairement  la  forme 


<t(«,  !•)  = O, 


d’où  l’on  tire  pour  e une  valeur 
v = o(u), 

qui  ne  dépend  que  de  u. 

776.  Cas  n’tw  aombre  quelconque  ue  variables.  — 
L’analvse  qui  précède  est  applicable  à toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes.  C’est  ce  que  nous  allons  établit'. 
Mous  désignerons  par 

les  n variables  indépendantes,  par  x la  variable  princi- 
pale, c’est-à-dire  la  fonction  inconnue  des  variables  in- 
dépendantes; nous  ferons  en  outre 

t/x  = p,  dr,  -+-  P:  dx,  4- . . . -H/>„  dx„. 

Cela  posé,  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 
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partielles  que  nous  considérons  est 

(l)  P,/^  + P./'2  +.  ■ •+  P»/'«  = P, 

P,,  P,,...,  P„  et  P désignant  des  fonctions  données 
des  n -h  1 variables  x,  o",,  r,,.  . x„. 

On  a vu  ( 11”  8i)  que  si 


U),  Wj,  . . . ) I/q 

sont  des  fonctions  données  des  variables  x,  x, , x,, . . . , x„ 
et  que  4*  représente  une  fonction  arbitraire,  l’équation 

(2)  4p(h,,  u„.  = 0 

conduit  à une  équation  aux  dérivées  partielles,  telle 
que  (1),  par  l’élimination  de  la  fonction  arbitraire.  Cher- 
chons donc  si  réciproquement,  l’équation  (i)  étant  don- 
née, il  est  possible  d’y  satisfaire  par  une  équation  telle 
que  (2),  eu  déterminant  convenablement  les  fonctions  u,, 
i/„.  . .,M„  qui  y ligurent. 

En  différeniiant  l’équation  (2)  par  rapport  à chacune 
des  variables  indépendantes,  on  obtient 


' tlu, 


du. 

du,  \ 

d<l>  / du„ 

1 +•• 

■'^iürXd7,^‘’' 

du. 

(lu,  \ 

r/>i>  / du. 

dx^  ’ dx  j 

l-t., 

du, 

du,  ' 

f/«J>  (du. 

) 

■ ■ -i 1-  P H 

du„  \dj^„ 

et  pour  que  l’équation  (2)  satisfasse  à la  proposée,  il 
faut  et  il  suffit  que  l’élimination  des  dérivées  />,,  /’« 

entre  les  équations  (i)  et  (3)  conduise  à une  identité. 
On  exécutera  l’élimination  dont  il  s’agit,  en  ajoutant  les 
équations  (3),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  P,,  P,,.  . .,  P„,  et  en  ayant  égard  ensuite  à l’équa- 
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liun  (i);  on  trouve  ainsi 


c/tfi 

('È 

4- P. 

(/a, 

(iu'i 

( T, 

du. 

„ \ 

P 

4-  P, 

4-. . 

. . -f-  P,  ~ — 

{ln„  ' 

\ (i.r 

dXx 

d.r.j 

Celle  équation  sera  satisfaite,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion 4>,  si  l’on  a identiquement 


(4: 


_ lin,  „ du,  „ du, 

P h-  Pi  h • • • + P«  — = o, 

d.r  iiXi 


„ d'h  „ du, 

P > +...  + P ’^o, 


dx 

_ du,,  „ du.  „ du. 

P —T~  + Pi  -1 h . ■ • 4-  P»  — = O, 

nx  ax,  dx. 


et  nous  savons  (n°  G26)  que  ces  dernières  équations  au- 
ront crtcclivement  lieu,  si  les  fonctions  u,,  u,...,,  «„  ont 
été  choisies  de  telle  manière  que  les  équations 

«,  = const.,  H,  =;  const  , . . . , «,  = const. 

soient  les  « intégrales  du  système  d’équations  simultanées 

d.r  d.r,  dxj  d.r. 

T“'p7~'p7^"~1\' 

777.  Par  le  raisonnement  du  n"  77.4,  on  peut  établir 
en  outre  que  toute  solution  de  l’équation  (i)  est  néces- 
sairement comprise  dans  l’équation  (a)  ; car,  soit 

F (x,  X,,  x„.  . x„)  = O 


(6) 

une  telle  solution;  on  aura,  par  la  différentiation, 
rfF  f/F  dF  dF 

d7. 
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tirons  de  là  les  valeurs  de  . . , />„  pour  les  sub- 

stituer dans  l’équation  (i),  il  viendra 


(•j) 


P, 


rfF 


. . -f-  P„  - — = O. 


Supposons  qu’on  ait  exprimé  les  variables  x,  jr,,  x,, . . . , 
j'n,  à l’exception  de  x,,  en  fonction  de  «i,  1/,,.  . ti„  et 
de  Xi,  et  soit 


F (.r,  .r,,  .r, r„)  =/(«,,  ii„  j-,), 

on  au  ( a 

f/F  (l/i  du,  dfi  i/u„ 

d.r  du,  dx  ' ' du„  d.r  ' 

f/F  dfi  du,  dfi  dii„ 

d.r,  du,  dx,  du,  d.r,  ’ 


f/F  _ dfi  du,  df^  du,, 

d.ri_,  du,  d-i'i. .,  du„  dxi_, 

'11— + Il  lù.  ^ m, 

dxi  du,  d.ri  du„.  dxi  dxi 


f/F  dfi  du,  dfi  du, 

dx„  du,  dx,  du,  dx,' 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (j)  et  réduisant 
au  moyen  des  équations  (4),  il  viendra 


Si  donc  les  coefficients  P,,  P,,.  . . , P„  et  P ne  s’aunulenl 
pas  en  vertu  de  l’équation  (6),  on  aura  l’identité 


d’où  il  résulte  que  l’équation  (6)  a bien  la  forme  (a). 
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778.  La  méthode  précédente  fait  connaître  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l'équation  proposée,  et  nous  pou- 
vons donner  à cette  solution  le  nom  à' intégrale  générale. 
Los  résultats  que  nous  avons  établis  se  résument  dans 
la  proposition  suivante. 

Théorème.  — Soient  n -|-  i variables  x , x,  , 
X,,.  . . , x„,  dont  la  première  est  fonction  des  autres; 
Pi  dx,  -1- ptdx,  p„dx„  la  différentielle  totale  dx 

de  x\  P,  P, , P, , . . . , P„  des  fonctions  données  des  va- 
riables X,  X,,  X,. . . . , x„.  Pour  aroir  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

Pi/J.  + P,p~.  -4-. . . -I-  = P, 

il  suffra  d' intégrer  les  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 

Ht.  (i.r^  fix„ 

"p  ” ^ T7  * 

SiV  on  représente  par 

n,  = const.,  H,  = const., . . . , h,  = const. 

les  intégrales  de  ces  équations,  résolues  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires , l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation aux  dérivées  partielles  sera 

u„)  = O, 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

La  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée,  dans 
chaque  problème,  par  des  conditions  particulières.  On 
peut,  par  exemple,  se  donner  comme  condition,  que  x se 
réduise  à une  fonction  donnée  de  o",,  x,,...,  x„_,,  quand 
on  attribue  à la  variable  x„  une  valeur  déterminée  H„. 
Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  d»  peut  toujours  être 
choisie  de  manière  à satisfaire  à cette  condition. 
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En  eficl,  dcAign.iiu  une  valeur  délerminée  et  f une 
fonction  donnée,  si  l'on  suppose 

(leviendroiil  des  fonctions  des  n — i va- 
riables x,,  Xj, J",,.,.  Soit 

H,  = ij-,  (j:,,  ,r„  . . ,.r,_i), 

tti  (x,  J , x.,_, ,, 

iLi  ^11  (X) , X,,  ■ . . , x*_i  ; j 

réliniination  de  x,,  Xj, . . . , x„_,  entre  ces  équations 
donnera  un  résultat  tel  que 

/(„.  . . rt.)=  O, 

et  il  est  évident  qu’on  remplira  la  condition  demandée 
en  prenant  pour  tb  la  fonction  4'. 

AppUcalion  de  la  théorie  précédente  à (pwlques 
exemples. 

779.  Exemple  I.  — On  demande  de  trowerV équation 
des  cylindres  d'après  l'équation  aux  dérivées  partielles 
qui  appartient  à ces  surfaces. 

Les  coordonnées  rectilignes  étant  représentées  par  x, 
y,  Z, nous  posons,  comme  à l’ordinaire, . 
En  exprimant  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à une 
droite  6xe,  nous  avons  obtenu  (n°348)  pour  l’équation 
aux  dérivées  partielles  des  CTlindrcs 

(i)  ap  + bq  = i, 

a cl  h étant  des  constantes  données;  il  s’agit  d’intégrer 
celte  équation. 
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A cet  effet,  nous  poserons  les  équations  simultanées 

d.r  dy  dz 
a b 1 ' 


OU 

d.r  — adz  — O,  dy  — bdz  — O. 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont 

J- — ns  = const.,  j — As  = const., 

par  conséquent  l’intégrale  de  l’équation  aux  dérivées 
partielles  est 

(2)  4>  (x  — ns,  _v  — As)  o. 

Supposons  qu’on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire, par  la  condition  que  le  cylindre  passe  par  une 
courbe  donnée  ayant  pour  équations 

(3)  If  (x,  V,  s)  = O,  y , s)  = 0. 

Posons 

X — az=zu,  y — bz  = v, 

les  équations  (3)  pourront  s’écrire  comme  il  suit  : 

y(u  -4-  ns,  i>  -H  As,  s)  = o,  ( n ns,  p + As,  s)  o ; 

éliminant  z,  on  aura  une  équation  résultante  telle  que 

p)rr-o  OU  'V(x  — az,  y — As)  = o; 

par  conséquent,  il  faudra  prendre  pour  4>  la  fonction  Ÿ. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu’on  veuille  déterminer  la 
fonction  0 par  la  condition  que  le  cylindre  soit  circon- 
scrit à une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

z)  = o. 

Il  suffira  de  déterminer  la  courbe  de  contact  de  cette  sur- 
face avec  le  cylindre;  car,  cette  courbe  étant  connue,  on 
sera  dans  les  conditions  du  cas  précédent,  b’ormons  les 

ir.  39 
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équations  des  plans  tangents  au  point  (x,_) , i ) à la  sur- 
face donnée  et  an  cvlindre,  savoir  : 


(l  ^ 
ilz 


Z-  = =:/>(X-.e)+7(Y-.r). 

Comme  les  plans  tangents  dont  il  s’agit  coïncident,  on  a 


(i'i 

(ix 


O» 


r/  V f/  O 


= O, 


et,  à cause  de  l’cquation  (i), 


cl  I ch 


Cette  équation  détermine,  avec  celle  de  la  surface,  la 
courbe  de  contact  ; on  achèvera  la  solution  comme  dans 
le  premier  cas. 

780.  Exemple  II.  — On  demande  de  trouver  l' équa- 
tion dc‘S  cônes,  d'après  l'équation  aux  denrées  par- 
tielles de  ces  surfaces. 

1.,' équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coni- 
ques s’obtient  (n^SiO)  en  exprimant  que  le  plan  tangept 
passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la  surface. 
Dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes,  cette  équa- 
tion est 

P {.T  — X,)  ■+■  </  (.V  — ,r.)  = Z - z„ 

a’,,  ) (,,  r,  étant  les  coordonnées  du  sommet. 

Pour  l’intégrer,  il  faut  chereber  les  intégrales  dès  équa- 
tions simultanées 

fix  dv  dz 

-T  — Xj  y — 2 — Su 

Ces  intégrales  sont 

log  (a  — .r,‘  — log(z  — Z.)  = const., 
log  C'  — — 108(2:  — ï.)  = const  , 
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6i  I 


>'  — V« 

const., = const.  ; 

Z Zd 


il  en  résulte  que  l’intégrale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  est 


*!>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérera  de  la  nièrnc  manière  qu’au  n°  779,  si  l’on 
veut  déterminer  la  fonction  4>  par  la  condition  que  le  cône 
passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  circonscrit  à une 
surface  donnée. 


781.  Exemple  III. — Trouver  V équation  des  surfaces 
conoïdes^  d'après  leur  équation  aux  dérivées  partielles. 

L’équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces  s’ob- 
tient (n"  3îi0)  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en 
chaque  point  renferme  la  génératrice  qui  y passe.  Cette 
équation  est  en  coordonnées  rectilignes 


px  -t-  qy  = o, 

lorsqu’on  prend  la  directi  ice  pour  axe  des  z,  et  le  plan 
directeur  pour  celui  des  xy  . Pour  l’intégrer,  on  cher- 
chera les  intégrales  des  équations  simultanées 


(ix  (ly  dz 

X Y O 

qui  sont 

r 

— = const.,  Z =:  const.; 

X 

011  a donc 

. 

pour  l’équation  des  conoïdes,  ^ étant  une  fonction  aibi 
traire. 

3y. 
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782.  Exemple  IV.  — Trouver  l'équation  des  surfaces 
de  révolution,  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

Celte  éfjualioii  aux  dérivées  partielles  est 

j>Y  — 7J-  = O, 

quand  on  suppose  que  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires, et  que  celui  des  z coïncide  avec  l'axe  de  la  sur- 
face; on  l’obtient  (n°3ol)  en  exprimant  que  la  normale 
rencontre  l’axe. 

Ici  il  faut  intégrer  les  équations  simultanées 

iIt  dy  dz 
y — X O ’ 

ou 

.rdx-yydy  = o,  dz  — o; 
les  intégrales  sont 

x’ H- v’ = const.,  z = consl.; 
donc  l’intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est 

If  désignant  une  fonction  arbitraire. 

783.  Exe.mple  V.  — On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 
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De  la  première,  on  lire  log  > = log.r  + const.,  ou 

(3)  jr=C.r; 

portant  celle  valeur  de  y dans  la  seconde  équation,  il 
vient 

riz  Z y(  r,  Cx) 

ri.r  jr  .r 


Celte  équation  est  linéaire,  et  on  trouve  pour  son  inté- 
grale 


(4) 


Z = C'jr 


rfx. 


C'  étant  une  seconde  constante  et  une  valeur  initiale 
de  ar  quelconque.  IMaintenanl  il  faut  résoudre,  par  rap- 
port aux  constantes  C,  C\  les  deux  intégrales  (3)  et  (4) 
que  nous  venons  d’obtenir,  et  établir  entre  les  valeurs  trou- 
vées une  relation  arbitraire;  mais  pour  cela,  il  est  néces- 

sairede  remplacer  x par  une  autre  lettre,  sous  le  signe 

contenu  dans  l’équation  (4).  Il  vient  alors 


“F 


CÇ) 


ou,  en  remplaçant  C par  la  valeur  tirée  de  l’équation  (3), 


II  reste  à tirer  des  équations  (3)  cl  (5)  les  valeurs  deC  et 
de  C pour  les  substituer  dans  l’équation 

(6)  C'r^y(C), 

où  désigne  une  fonction  arbitraire;  cela  revient  à éli- 
miner C et  C' entre  les  équations  (3),  (5),  (6).  On  a 
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aÎDsi 


Celte  équation  (7)  est  l’intégrale  générale  demandée. 
Supposons  que  la  fonction  f[x,j)  soit 


/(■r.r) 


a.ry 

\Ja'  •+•  .i'  y -h  ’ 


a étant  une  constante  donnée.  I.’ équation  à intégrer  est 


fi.ry 

Z~p.r  -y-  q y -i t 

V^o’  -t-  .c’  y/rt'  -t-  jr‘ 

et,  d’après  la  formule  (7),  l’intégrale  générale  sera,  en 
faisant  x»  = o. 


/il ^ 

. / r’5’ 


ou,  eti  supposant  x ]>  o et  en  faisant,  sous  le  signe 
I =ax,  =xdx, 


/■ 


-+-  i’a’  -h  7‘-a' 


Des  équations  aux  diJ^crentieUes  totales. 

ISi.  Avant  de  poursuivre  l’étude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  nous  devons  parler  des  équations  aux 
difl’érentielles  totales  que  l’on  rencontre  dans  certaines 
reclicrclies.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  varia- 
bles X,  J , Z,  dont  l’une  sera  regardée  comme  une  fonc- 
tion des  deux  autres,  et  l’équation  dont  nous  allons  nous 
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P (/j  + Q dy  -h  R ffc  = O , 

P,  Q,  R étant  des  fonctions  données  de  x^j,  z.  Il  s’agit 
de  savoir  s’il  existe  une  fonction  z de  X et  propre  à 
vérifier  l’équation  (i),  et  de  trouver  cette  fonction  quand 
elle  existe.  Si  l’on  fait 


dz  =pd.i  -+-  qdj  , 

et  que  l’on  substitue  cette  valeur  de  dz  dans  l’équa- 
tion (i),  les  dilfércnticlles  restantes  dx,  dy  étant  arbi- 
traires, il  faudra  que  leurs  coefficients  soient  nuis;  on  a 
donc 

(2)  P-+-R/?  — O,  Q-(-Ri/  = o. 


Ainsi , il  nous  faut  satisfaire  par  une  môme  valeur  de  z h 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  ; cela  n’est  possible 
que  dans  le  cas  où  une  certaine  condition  se  trouve  rem- 
plie. Diirérentions  la  première  équation  (a)  pat  rapport 
à y et  la  seconde  par  rapport  à x,  on  aura 


retranchant  ces  équations  l’une  de  l’autre  et  remarquant 

dp  dq  . , . 

que  = -^1  il  vient 
* dr  dx 


ou,  en  éliininant  p et  (j  par  le  moyen  des  équations  (2), 


dr) 


t — 

\ cio' 


(fz 


d.r  I 


= 0; 
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telle  est  la  condition  que  remplissent  nécessairement  les 
fonctions  P,  Q,  R,  lorsque  l’équation  (i)  est  intégrable.  Il 
reste  à prouver  que  cette  condition  est  sufllsante;  c’est  ce 
que  nous  allons  faire  en  procédant  directement  â la  re- 
cherche des  solutions  que  l'équation  (i)  peut  admettre. 

785.  Désignons  par  p nu  facteur  propre  à rendre 
l’expression  Q rly  R diirérenticlle  exacte  d’une  fonc- 
tion K des  variables  y cl  z -,  le  facteur  p et  la  fonction  u 
dépendront  généralement  de  x.  Posons,  en  conséquence, 


(4) 


pR. 


(tu 

li'' 


et  faisons,  en  outre, 

(5) 


X désignant  une  certaine  fonction  de  x,  j . z.  L’équa- 
tion (i),  multipliée  par  p,  deviendra 


ou 

(ti) 


f lia 

[Zi- 


-t-X^  </x  -I-  ^ d) 


= O, 


lia  -t-  X </x  = o. 


Il  étant  fonction  de  x,  y,  r,  on  peut  regarder  z comme 
fonction  de  x,  tr,  et  alors  X deviendra  fonction  des 
mêmes  variables.  Mais,  puisque  les  différentielles  du,  dx 
figurent  seules  dans  l’équation  (6),  u ne  dépend  que  de  x ; 
donc  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  X ne 
contienne  pas  y et  soit  fonction  des  seules  variables  x 
et  u.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  existe  un  fac- 
teur, fonction  de  x et  de  u,  qui  rend  dillércntielle  exacte 
le  premier  membre  de  l’équation  (6);  si  l’on  désigne 

par  - un  tel  facteur,  il  est  évident  que  ).  sci  a un  facteur 

P 
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propre  à rendre  une  difi'érentielle  exacte  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée.  On  a ainsi  ce  théorème  ; 

Lorsque  l' équation  P tix  + Q f()  -f-  R f/r  = o est  inté- 
grable, il  existe  un  facteur  "k  tel,  que  1 (P^/J:  -f-Rr/r) 

est  une  différentielle  exacte  f/U;  l'équation  est  donc 
satisfaite  en  posant  U = C,  C étant  une  constante  arbi- 
traire. 

78G.  Revenons  à la  condition  de  possibilité;  elle  est  ex- 
primée par  l’équation  = o,  quand  on  regarde  z comme 

fonction  de  x,  j,  u\  mais  X étant  exprimée  en  x,  r,  z, 
elle  sera 

f/X  dX  <h  _ 

d\  ilz  dr  ’ 

la  valeur  doit  être  tirée  de  l’é()uation  qui  exprime  ii 

en  fonction  de  x,  j-,  z,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

du  du  dz 

dv  dz  dy 

Éliminant  donc  '-^i  notre  condition  devient 

d) 

du  dX  du  dX  _ 
fz  ~dÿ  ~ 1^-  ~dT  ~ ° ' 

On  a,  d'ailleurs,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


dX 

d'^n 

_dly.V) 

d(lsQ) 

dy 

dxd} 

<b 

dx 

dX 

d' U 

_d(izP) 

ilM]. 

dz 

dz 

(Lrdz 

dz 

dx 

ilu  du 


si  l’on  substitue  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  — j — ■, 

* ay  dz 

tirées  des  formules  (4),  l’équation  de  condition  [j)  de- 
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dz 


] 


+ uR 


'/lf*  P) 

~w~ 


Enfin,  en  ajoutant  l'identité 


lix 


“P 


dz 


-^]=» 


O. 


qui  résulte  des  équations  (4),  elTectuant  les  dill'érentia- 
tions  et  supprimant  le  facteur  p,  on  trouve 


ce  qui  est  l’équation  de  condition  déjà  obtenue  au  n°  78i. 

On  voit  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  quan- 
tité X qui  figure  dans  l’équation  (6)  sera  fonction  des 
seules  variables  x et  u.  Dès  lors,  cette  équation  (6), 
qui  n’est  qu’une  transformée  de  la  proposée,  sera  une 
équation  dilférentielle  ordinaire,  dont  l’intégrale  géné- 
rale pourra  être  mise  sous  la  forme 


U =C, 


C étant  une  constante  arbitraire  et  U une  fonction  de  x 
et  de  M,  c’est-à-dire  une  fonction  de  x,_>',  z. 

L’analyse  précédente  montre  que  l’équation  de  condi- 
tion (8)  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l’équation 
proposée  admette  une  intégrale;  clic  donne,  en  outre,  le 
moyen  de  déterminer  cette  intégrale  quand  elle  existe. 

787.  Cas  ou  P,  Q,  R sont  des  fonctions  homooknes 
DU  MKMEDËORÉ. — Supposoiis  la  coiulition  d’intégrabilité 
remplie,  et  posons 

x — xz,  jr=/z, 

P = P'i“,  QzzzQ'z",  R=R';’, 

P',  Q',  R'  étant  des  fonctions  de  x'  et  de  j'.  La  propo- 
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sée  (1)  divisée  par  z"+'  devient 

(P' + Q' </r ' ) -h  { P' i Q>  ' -h  R'  ) ^ = O , 

OU 

dz  P^/j'4-Qyr'  _ 

T p'.i'  H-  q'7'  +’r'  ■“ 

le  deuxième  terme  de  cette  équation  ne  dépend  que  des 
variables  x',  v et  il  doit  être  une  diflerentielle  exacte, 
en  vertu  de  l’équation  de  condition. 

Considérons,  par  exemple,  l’équation 

lj  ‘ -t-_1 1 -h  (x’  -+-  -rt  -t-  z')  rlr  ■+-  + xjr  -h  f')dz  = O. 

On  a ici 

P'  = j»'’4-_>'  + i,  Q'=x'>-t-x'+i,  R'  = x'’-f-x't'-(- v"; 
et  la  proposée  peut  s’écrire  comme  il  snit  : 

dz  -t-  I ) -t-  (x'>  + x'  -4-  I ) dy 

T (ÿy^ x'  +?){x'+ “ °- 

Or,  on  a,  parla  décomposition  en  fractions  simples, 

.r'*+.r'+  I ^.>  ' -I-  I I 

(.r'^'  + x'  + ^')(x'-4-y-t-i;  “ .T'y  + x'  H-  x'-(-  ^ '+1  ’ 

x'’  ■+■  x'  -I- 1 ,r'  + I I 

(x'r'-4-.j'+>'){x'-t-_)'-|-i)  x’_)'-(-x'  -!-  •)'  x'-f-.)  -I-I  ’ 

ce  qui  permet  de  mettre  notre  équation  sous  la  forme 

dz  di.r'y -h  y -i- t')  f/(x'-t-  1 ' 4- 1) 

H ; — O. 

Z y y -+-  y + x -t-  y -î- 1 

On  voit  que  cha(jue  terme  est  une  différentielle  exacte; 
l’intégration  donne,  en  désignant  par  a une  constante 
arbitraire, 

logï  + log(x'y  4-x'  4- j '}  — log(./  '4- > ' + 1)  — lo;;a. 
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d’où 

_ «(.r'+  ,r'+  l) 

* ~ -r',)  ' •+■  .r'  + y 

Reineltaiit  enfin ->  ^ au  lieu  de  il  vient 

■r)  +.VZ  + Z.1-  = a(x  4-^7'  + Z ), 
ce  qui  est  l’intégrale  de  la  proposée 

Dèjînition  tic  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  jiattielles  du  premier  ordre, — Des  intégrales 
complètes. 

788.  La  variable  x étant  regardée  comme  fonction 
des  n variables  jr, , x, .r„,  posons 

dx  = p, dr,  + p,  (iXi  + . . . + /J,  dx„. 

Toute  équation,  telle  que 

F(x,  X,,  X,,.  .r„,  p,,  p,,...,  p,)=o, 

est  une  équation  aux  dérivées  jiartielles  du  premier 
ordre. 

Si  l’on  peut  trouver  une  valeur  de  x fonction  de  x,, 
X, , . . . , x„  qui  satisfasse  à l’équation  proposée,  cl  qui  se 
réduise  à une  fonction  donnée  arbitraire  ^ de  x, , x, , . 
x„_i,  quand  on  donne  .à  x„  une  valeur  déterminée 
clioisie  à volonté,  l’équation  qui  détermine  celle  valeur 
de  X sera  dite  Y intégrale  générale  de  la  proposée. 

L’équation  proposée  et  celles  qu’on  en  déduit  par  des 
différentiations  successives  déterniincnt  les  valeurs  de  x 
et  de  scs  dérivées  des  divers  ordres,  relatives  à x„,  en 
fonction  de  x,  x, , x,,  . . . , x„,  et  des  dérivées  de  x 
relatives  à x,,  x, , . . . , x„_,.  On  conclut  aisément  de  là 
que  l’intégrale  générale,  si  elle  existe,  est  uni(|ue. 

L’existence  de  l’intégrale  a été  établie  préeédeinincnl 
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à l’égard  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées, et  elle  sera  démontrée  généralement,  pour  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
par  la  méthode  môme  qui  nous  servira  à la  trouver. 

789.  Lagrange  a nommé  intégrale  complété  d’une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à n 
variables  indépendantes,  toute  équation  entre  les/i-f-i 
variables,  qui  satisfait  à l’équation  aux  dérivées  par- 
tielles, et  qui  renferme  n constantes  arbitraires. 

Soient 


(1)  F(jt,  r,,  j:,,...,  .r,,  p,,  p,,...,  p„)  = O 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à n variables  indépendantes  j", , j", , . . . , et 

(2)  /'{'T  y ar,  , .r,  y /ï,,  flyy  . . . y (1  — O 

une  intégrale  complète  de  l’équation  (i).  Si  l’on  différen- 
tie  cette  intégrale  par  rapport  à chaque  variable  indépen- 
dante successivement,  on  aura 


^ rf/_  'If 

dj:,  dx  ' ’ dx. 


— o. 


L’équation  (i)  doit  devenir  identique  quand  on  y rem- 
place X el  p, , p,, . ■ ■ , p„  par  les  valeurs  tirées  des  équa  - 
tioiis  (a)  et  (3);  donc  on  doit  reproduire  l’équation  (i). 
([uand  on  élimine  les  //  arbitraires  a, , a,,  . . . , a„  entre 
les  équations  ( a)  et  (3). 

L’intégrale  générale  de  l’équation  (i)  renfermant  une 
fonction  arbitraire  de  n — i variables,  il  est  évident 
qu’on  pourra  en  déduire  une  infinité  d’intégrales  com- 
plètes. Mais  il  est  très- remarquable  que  réciproquement 
l’on  puisse  déduire  d’une  intégrale  complète  une  solu- 
tion renfermant  une  fonction  arbitraire  de  n — i varia- 
bles, et  qui  généralement  coïncide  avec  l’intégrale  géné- 
l'ale. 
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Pour  démontrer  cette  importante  proposition^ considé- 
rons la  constante  arbitraire  a„  de  l'équation  (a),  comme 

une  fonction  arbitraire  a «n_i)  des  n — i 

autres  arbitraires.  L’équation  (a),  qui  satisfait  à l’équa- 
tion (i),  dans  riiypotbèse  des  arbitraires  constantes, 
ne  cessera  pas  de  la  vérifier,  si  l’on  suppose  les  arbitraires 
variables,  pourvu  que  les  équations  (3)  subsistent  dans 
cette  dernière  hypotbèse. 

Prenons  la  dilférentielle  totale  de  l'équation  (a)  en 
considérant  les  arbitraires  comme  variables,  mais  en 
supposant  que  a„  soit  remplacé  par  la  valeur 

(4)  a„—cj{a^,  a,,..., 

écrivons  aussi  /),  dx,  -(-•  • . Pndx„  au  lieu  de  dx-,  il 
viendra 


\tlXt 


i 


(l.r  j 


£ 

dx„ 


£\ 

d.r  / 


da^ 


£ 

da. 


da. 


d: 

JL 

dfi,-, 


d.T„ 


= O. 


U est  évident  qu’on  déduira  les  étjuatiüus  (3)  de  la  précé- 
dente, si  les  arbitraires  o, , <ï,,  . . . , a„_^  sont  définies 
par  les  équations 


(5) 


df  _ ÿ__  df 

dox  ’ da,  ’ ’ 


Si  donc  on  pouvait  éliminer  u,,  a,, . . . , a„_,  entre  les 
équations  (a)  et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  conte- 
nant une  fonction  arbitraire  de  n — i quantités  et  satis- 
faisant à la  proposée;  une  telle  équation  ne  peut  diflérer 
de  l’intégrale  générale.  Mais  l’élimination  dont  nous 
venons  de  parler  n’est  pas  possible  à cause  de  la  fonction 
arbitraire  ç qui  entre  dans  l’équation  (a),  et  dont  les  dé- 
rivées partielles  figurent  dans  les  équations  (3);  il  faut 
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donc  conserver  le  système  des  équations  (2)  et  (5),  qui 
définit  l’intégrale  générale  d’une  manière  sulTisante. 

Il  faut  remarquer  qu’à  chaque  intégrale  complète  de 
l’équation  proposée  répond  une  forme  déterminée  de 
l’intégrale  générale,  et  que,  relativement  à cette  forme, 
l’intégrale  complète  joue  le  rôle  de  solution  particulière, 
en  ce  sens  qu'elle  ne  s’y  trouve  pas  comprise.  On  volt 
enfin  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  résulte  de  l’élimination  d’une  fonction  arbi- 
traire, par  la  méthode  exposée  au  n°  88;  cela  suppose 
toutefois  que  l’existeaee  de  l'intégrale  générale  soit 
établie. 

790.  Les  remai'(|ues  qui  précèdent  s’applirjucnt  .1 
toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Mais  on  a vu  au  n°  778  que,  dans  le  cas  des 
équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées,  l’intégrale 
générale  peut  être  mise  sous  une  forme  particulière  «jui 
ne  convient  qu’à  ce  genre  d’équations  ; cette  intégrale 
doit  coïncider  avec  celle  que  l’on  déduit  d'une  intégrale 
complète.  iNous  allons  éclaircir,cela  sur  un  exemple. 

Considérons  l’équation 

I = l>r  + ,jy, 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées;  z est  une  fonction 
inconnue  des  variables  x,  y,  et  nous  faisons  comme  à 
l’ordinaire 

tlz  — pdx  ■+-  <!  dy. 

On  satisfait  à l’équation  proposée  en  posant 
Z — a.r  -(-  by, 

a et  ô étant  des  constantes;  car  on  tire  de  là  p = a,  = h. 
L’équation  précédente  est  donc  une  intégrale  complète 
delà  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faut, 
d’après  la  méthode  du  11“  789,  remplacer  b par  une  fonc- 
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lion  arbitraire  ^(n)  de  « et  éliminer  a entre  les  deux 
équations 

î = rt.r -f- 0=.r  -hj  (f'(fi), 

dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  à a.  D’après  cette  seconde  équation,  y'  (a)  est  égale 

h — donc  n et  0 (n)  sont  des  fonctions  de -1  et  la  pre- 
mière de  nos  deux  équations  montre  que  l’on  a 


rien  ne  détermine  la  fonction  tfi,  et  nous  retrouvons  par 
cette  voie  l’intéitrale  à laquelle  conduit  la  méthode  du 
n" 778. 

Intégration  des  équations  aur  dériWes  partielles  du 
premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

791.  Le  problème  qui  constitue  le  calcul  intégral  des 
équations  aux  dérivées  partielles  est  aujourd'hui  com- 
plètement résolu,  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du 
premier  ordre,  c’est-à-dire  que  l’intégration  d’une  telle 
équation  peut  toujours  être  ramenée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  à l’intégration  d’un 
systèmed’équations  dillérenlielles  ordinaires  simultanées. 
Parmi  les  méthodes  propres  à atteindre  ce  but,  il  faut 
surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et  de  Cauchy;  je  pren- 
drai ici  pour  point  de  départ  l’analyse  de  Cauchy,  mais 
je  présenterai  en  même  temps  queh|ues  développements 
relatifs  à une  difficulté  inhérente  à cette  analyse  et  que  j’ai 
déjà  publiés  ailleurs.  . 

792.  >ous  considérons  d’abord  le  cas  de  deux  varia- 
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bit's  indépendantes.  Soit 

{')  .r. «7)=  O 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  r désigne  une  fonction 
inconnue  des  deux  variables  indépendantes  x,  y , et  où  p, 
q rcprésenlcm  respectivement  les  dérivées  partielles 
rit  i/z 
d.r'  tly 

Il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de  z qui  satisfasse  à 
l'équation  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  x et  de  ■) , et 
<|ui,  pour  une  valeur  donnée  x^  de  x,  se  réduise  à une 
fonction  arbitraire  donnée  J (y)  de  y.  Ainsi  l’on  doit 
avoir  en  même  temps 

r,  \ ,,, 

le  problème  énoncé  en  ces  termes  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  Caiicby,  une  fonction  actuellement 
indéterminée  r,  de  x et  de  y;  on  pourra  considérer  j" 
comme  une  fonction  de  x et  de  fl  alors  z,  p,  q seront 
aussi  des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  On  aura  donc 


dr  dr  , 


âz 

dz  = — d.r 
dx 


th 


et  si  l’on  porte  ces  valeurs  de  dz  et  de  dy  dans  l’équation 
dzvx:  pd.e  -h  qdy, 


qui  exprime  la  déünition  do  p et  de  q,  il  viendra 


rfi  J rfî  , , 

— d.r  -y- -J-  dy,  — p dx  -4-  y 
dx  * 


(dr  '■/f  J \ 


Cette  équation  ayant  lieu,  quelles  que  soient  les  diflé- 


11. 


4o 
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renlielles  dx  cl  r/)  o,  on  a 


(^) 


tiz 

d.r 


— r + i 


,!r 


(3) 


dz  dy 

'ht  ^ 'Ift 


Si  l’on  differenlie  l'cquation  (a)  par  rapport  ày,  ol  l’équa- 
tion (3)  par  rapport  à x,  puis  que  l'on  retranclie  ensuite 
les  deux  résultats  obtenus  l'un  de  l’autre,  il  viendra 


(4) 


ÙL  — '12.  ^ — 11. 

dy,  dx  dy,  d) , d.r 


Cela  posé,  désignons  par 


dF  = %dx  Y dj  -h  Z dz  -y  P dp  -y  Q dq 


la  dilTérenlielle  totale  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (i),  on  aura,  en  dillérentiant  celle  équation  (i)  par 
rapport  à joi 


(5) 


'ly  „ „ dp  „ dn 

— — -l-  Z -- — -+-  P -T—  -T-  Q O, 

‘^Jt  dy,  dy,  tly. 


dz 


et,  si  l’on  porte  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de  — 
et  de-f-üli  rées  des  équations  (3)  et  (4),  il  viendra 


(«1 


(r+z,  + pS) 


'^.y 

‘ht 


Or,  la  fonction  de  x et  de  j o q»'  représente  y et  que 
nous  avons  introduite  est  jusiju’ici  indéterminée;  nous 
en  disposerons  de  manière  que  l'on  ait 


(7) 


O, 


et  nous  l’assujetti rons  en  outre  à se  réduire  à pour 
X=  Xo-  Ainsi  l'on  aura  en  même  temps 

X = r„  y=y„  z=z„  q = q„  p — p„ 
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en  posant,  pour  abréger, 

■7.=/'(.n), 

et  en  déterminant  par  l'éijualion 

F K,  p„  7.)  = O, 


627 


qui  n’est  autre  chose  que  l'équation  (1),  dans  laquelle  on 
remplace  x,  y,  z,  />,  q respectivement  par  x^,  7',,  z„, 
po)  ^o-  * 

L'équation  (7)  réduit  l’équation  (6)  à 

(8)  Y + Zq 


en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver 
quatre  fonctions  y,  z,  />,  q des  deux  variables  indépen* 
dantes  x et  ()ui  satisfassent  généralement  aux  cinq 
équations  (i),  (2),  (3),  (7)  et  (8),  et  qui  se  réduisent 
respcciivemenl  à j„,  z,,  q^  pour  x — x„\  nous  ne 
parlons  pas  de  l’équation  (j),  parcequ’elle  résulte,  comme 
on  l’a  vu,  des  équations  (2)  et  (3). 


793.  Mais  les  équations  (1),  (2),  (7),  (8)  sufGsent, 
comme  on  le  verra,  pour  la  détermination  des  inconnues 
y,  z,  p,q\  l’éfjuation  (3)  est  donc  surabondante,  et  il 
faut  qu’elle  se  trouve  vérifiée  d’elle-mème.  Voici  comment 
Cauchy  a démontré  cet  important  théorème. 

Supjtosons  que  des  é(|uations  (i),  (2),  (7),  (8)  on  ait 
tiré  pour  J',  z,  p,  q des  valeurs  déterminées  fonctions  de 
X et  de^'„,  qui  se  réduisent  respectivement  z„ 

P01  7o  pour  X =x„-,  les  deux  membres  de  l’équation  (3) 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  x et  de  jo,  et 
en  désignant  par  T leur  différence,  ou  aura 


(9) 


ih 


+ T. 


Si  l’on  différenlie  celle  équaliou  par  rapporlà  ar,  et  qu’on 

4o. 
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en  retranche  ensuite  l’équation  (2)  préalablement  diffé- 
' rentiée  par  rapport  à Vj,on  aura,  au  lieu  de  1 équation  (4), 

dp  !dq  dr  <i<i 

etjr,  \c/r  rfv«  d),  dx  ) d.r 

puis  en  portant  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de  — et  de 


•^tirées  des  équations  (9)  et  (10),  il  viendra 

«0. 


(■■) 


( 


P — ZT  = o, 
dx 


enfin,  à cause  des  équations  (7)  et  (8),  cette  équation  se 
réduit  à 

dT  I dl  Z 

7j 

La  quantité  — p étant  exprimée  en  fonction  de  X et 
r Z 

de  ) „,  si  l’intégrale  — / - dx  a une  valeur  finie  et 

déterminée,  on  tirera  de  l’équation  précédente 


T.e 


-X' 


; ff-r 


(..)  \os^=-£^  Idx,  ï= 

en  désignant  par  T»  la  valeur  que  prend  T pour  j:  = x,- 

. ,,i  1 . . . . tlz  , dt 

Mais  comme  1 hypothèse  x = x»  réduit  — a et  ^ 

à I,  l’équation  (9)  montre  que  T»  = o,  et,  par  suite,  à 
cause  de  l’équation  (ta),  011  aura  généralement 
T=  O. 

Mous  examinerons  plus  loin  le  cas  singulier  dans  leijucl 
Z 

- dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

terminée. 
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794.  D’après  ce  qui  précède,  nous  n’avons  à considé- 
rer que  les  équations  (1),  (2),  (7)  et  (8).  Ou  peut  même, 
si  l'on  veut,  remplacer  l’équation  (1)  par  sa  dérivée  rela- 
tive à x\  cette  dérivée  n'a  pas  en  effet  plus  de  généralité 
que  l’équation  (i),  puisque  les  valeurs  de  j) , 2,  p,  q doi- 
vent se  réduire  à p^,  q^,  pour  x = x^.  Or  la 

dérivée  en  question  est 


. dr  „ dz  .dp  ^ dq 


et,  en  y reniplaçant  Q et  Y par  les  valeurs  tirées  des 
érptations  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  .à 


(.3) 


Zp 


±. 

d.r 


O. 


Le  problème  dont  nous  nous  oceupons  est  donc  ramené 
à trouver,  au  moyeu  de  quatre  des  équations  (t),  (2), 
(7),  (^)i  ('3),  des  valeurs  de  r,  ^,p,q  fonctions  de  x 
et  de  J „ qui  se  réduisent  respectivement  à y 2„,  p„,  i/,, 
pour  X = x„. 

Les  équations  (2),  (7),  (8),  (i3)  forment  en  réalité  un 
système  de  quatre  é([uatiuns  simultanées  aux  dérivées 
partielles;  mais,  parce  que  ces  équations  ne  renferment 
pas  la  variable  indépendante  „,  elles  doivent  être  trai- 
tées comme  des  équations  différentielles  ordinaires;  elles 
sont  comprises  dans  la  formule  unique 

. rfj  dy  dz  — <lp  — dq 

T “ q"  “■  P/>  ÿ'ÿ  ~ \ Y + Zq' 

et  l’une  d’elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  rem- 
placée par  l’équation  (1). 

Si  le  premier  membre  de  l’é«[uation  (i)  est  une  fonc- 
tion linéaire  relativement  aux  dérivées  p et  <7,  comme  sa 
différentielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  p et  q est 
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Vdp  -f-  P et  Q seront  indépendantes  de  p et  q,  et  F 

aura  la  forme  Vp  + Qiy  — R,  R étant  comme  P et  Q 
fonction  de  x,  y,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux  premières  des 
équations  contenues  dans  la  formule  (i4)«  savoir 

d.r  dy  dz 

T ” q”  ~ 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  a , z en  fonction  de  x et  On  est  ainsi  ra- 
mené, dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées,  à la  règle  du  n"  774. 

79S.  Supposons  généralement  que  des  équations  (i4) 
on  ait  tiré  des  valeurs  de  y,  z,  p,  q se  réduisant  à ) «,  Za, 
Po.  7o.  pour  a:  = soient 

- =/»  (■»■>.’■••  nA> 

P *•>  7*). 

7 y 7")» 

CCS  valeurs;  nous  n’écrivons  pas  la  lettre  p„  dans 
ces  expressions,  parce  qu’on  peut  toujours  supposer 
que  l’on  ait  substitué  sa  valeur  tirée  de  l’équation 
F (x„,y^,  z„,  q^)  = o;  quant  à Xq,  c’est  une  valeur 

numérique  déterminée  dont  il  n’y  a pas  à s’occuper. 

Les  deux  premières  équations  ( 1 5)  donneront  la  solution 
du  problème  proposé,  si  l’on  y remplace  Zo  pary  (j,)  et  q^ 
pary”(_^j).  Si  l’on  attribue  à la  fonction  f{jo)  une 
forme  déterminée,  et  que  l’on  puisse  éliminer  entre 
les  deux  équations  dont  nous  parlons,  on  aura  l’expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  z en  ar  et  y.  Mais  si  la  fonc- 
tion f(yo)  ou  z„  reste  indéterminée,  l'élimination  de  •», 
sera  impossible,  à moins  que  les  valeurs  de  j'  et  de  z ne 
soient  l'une  et  l’autre  indépendantes  de  dans  ce  cas, 
si  l’on  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
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{K>rt  à et  z„,  on  obtiendra  des  expressions  de  la 
forme 

J.  = î).  *.  = =). 

cl  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l’équatioii 
7 =/('!-), 

d’où  l'on  conclut,  comme  on  sait,  que  l’équation  pro- 
posée (i)  est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  p et  q. 

Si  l’on  fait  abstraction  du  cas  d’une  équation  linéaire, 
je  dis  qu’aucune  des  expressions  de  )'  et  de  z ne  peut 
être  indépendante  de  q^.  En  effet,  portons  dans  l’équa- 
tion (3)  les  valeurs  dej",  z,  q tirées  des  équations  (i5), 
on  aura 


/r//,  ^ ^'IqA  f df  <!f,  dq,\  _ 

\rfr,  r/z,  " dqt  dy,  ) ' dz,  dtjn  df,  ) ’ 

cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement,  et  par  suite 

les  termes  multipliés  par  doivent  se  détruire.  On  a 

d>, 

donc  encore  identiquement 


dA 

dq,  ‘ dq. 


o; 


! 


le  facteur  f^  = q ne  peut  être  nul  généralement,  d’où  il 

. . 1.  J -,  df  y dft  . , 

suit  que  SI  1 une  des  quantités  - — > - — est  identiquement 


nulle,  l’autre  doit  l'être  aussi;  donc  les  deux  fonctions  y, 
et  y,  dépendent  l’une  et  l’autre  de  ou  elles  sont  l’une 
et  l’autre  indépendantes  de  celte  quantité  : ce  dernier  cas 
ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  l’a  vu  plus  liaul,  que  si 
l'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées P et  q. 

Cela  posé,  si  l’on  élimine  q^  entre  les  deux  premières 
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équations  (i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra 
tenir  lieu  de  la  seconde  d'entre  elles  et  que  je  représen- 
terai par 

(l6)  V(j-, /,  Z.J',,!.)  =0,  ou  V = o. 

Si  l’on  prend  la  différentielle  totale  de  celte  équation  et 
que  l’on  y remplace  dz^  par  dz  par  pdx  -f-  qdj, 

il  viendra 


/rfV  rfV\  ^ (d\  d\\^  fdV  d\\  , 

mais  la  première  équation  (i3)  donne 

dy=-~d.T-y-\- 1-  -T-  7,  -h  r~  W/.  ! 

dx  \dj-,  dz,  dr/,  <ij,j 

si  l’on  porte  cette  valeur  de  d)  dans  l’équation  précédente, 
il  ne  restera  plus  <[ue  les  deux  seules  différentielles  in- 
dépendantes dx  et  </)  „ ; en  égalant  donc  à zéro  les  coef- 
licients  de  celle-ci,  on  aura 


djr 


dz 


dV 

dl-^P 


d\\  l'dV 

'JH 

dz. 


1 ^ ~7~  '!* 

dr,  ‘1- 


\dy 
dq,  dy, } 


‘iy\  df, 

^lTz)Tr=^' 


+ 


dV 

\A'. 


' dz^ 


)=o. 


Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  l’on  y r<'m- 
place  J',  Z,  p,  q par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5)  : 

or  celles-ci  ne  contiennent  pas  la  (luaulilé  arbitraire 

dy, 

il  est  donc  nécessaire  que  celle  quantité  disparaisse  de  la 
dernière  équation.  Comme  nous  faisons  abstraction  du 

cas  où  l’équation  proposée  (i)  est  linéaire,  la  dérivée^ 

„ r , r/V  dV  , 

ne  peut  etre  nulle,  il  laut  donc  que  q s an- 

nule, et,  en  conséquence,  on  a simultanément,  par  les 
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équations  précédentes. 


('7) 

ei 

(.8) 


(IV 


(iV 


dV  rfV 
dx  ^ dz 


= O, 


‘iy 


-t-  V 


dz 


O. 


Ainsi  les  quatre  é(|uations  (i6),  (17)  et  (18)  deviennent 
identiques  en  vertu  des  équations  (i5)  ; elles  déterminent 
d’ailleurs  les  valeurs  de  j , z,  p,  (j,  et  par  suite  elles  peu- 
vent suppléer  les  éijuntions  (i5). 

En  particulier,  si  l’on  remplace,  dans  V,  par  J [yo)i 
l'intégrale  cherchée  de  rétjuation  (ij  sera  le  résultat  de 
l’élimination  de  entre  les  deux  équations 


désignant  la  dérivée  de  V prise  par  rapport  à 

mais  en  considérant  Zo  comme  fonction  dej  o-  Donc,  pour 
avoir  cette  intégrale,  il  sullit  de  connailrc  la  fonctibn  V, 
et  on  l’obtiendra  en  éliminant  p,  q,  p^,  i/o  entre  les 
quatre  intégrales  des  équations  (i4)  l’équation 

yot  /^oi  *7“)  ~ 

796.  Jîous  devons  faire  rematqucr  que  l’équation 
V = o 


constitue  une  intégrale  complète  de  l’équation  propo- 
sée (i),  si  l’on  y regardej  0 et  z^  comme  deux  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  dans  la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l’équation  proposée  (1),  en 
éliminant^  0 ^0  entre  les  équations  (16)  cl  (18).  ür,  si, 

au  lieu  de  regarder  ) 0 et  ?o  cotnine  des  variables  assujet- 
ties à vériGer  l’équation  (17),  on  considèie  ces  quantités 


Digitized  by  Google 


634  CALCUL  IHTÉGRAL. 

comme  des  constanics,  il  est  clair  que  les  liquations  (i8) 
subsisteront  et  coiiiinucroiit  avec  l’équation  (i6)  à repro- 
duire l’équation  (i)  par  l’élimination  de  j,  et  de  Zo-  Cette 
équation  (i6),qui  renferme  ainsi  deux  constantes  arbi- 
traires, est  donc  une  intégrale  complète  de  l’équation  (i). 

797.  Exemple.  — Pour  donner  une  application  de  ce 
qui  précède,  considérons  l’équation 

2 O pi]  =2  O , 

où  a désigne  une  constante.  On  a ici 

X = o,  Y = o,  Z = i, 

P = — aq , Q = — np,  Vp-\-(^q  — — lapq  — — 2 2, 
et  les  équations  simultanées  à intégrer  sont 

d.r  iIy  tfz  dp  dq 

aq  ap  iz  p q ' 

on  trouve  immédiatement  les  quatre  intégrales  suivantes  : 

P_ X — X,  _ y — ) , _ sfz  — v'z. 

7*  “'h  ^z, 

et  on  élimine  tout  de  suite  et  (j^,  entre  le.s  deux  der- 
nières en  faisant  usage  de  l'équation  — ap^q„  = 
on  a 

{\/t  — \/z,y  _ (j  — .r.)  — r.)  _ (j  — .r.1  ir  — y,) 

2, 

Si  donc  ou  fait 

V = «[y2  — 1’  — (x  — —yc), 

l’intégrale  générale  de  l’équation  z = apq  sera  le  ré- 
sultat de  l'éliuiination  de  ) entre  les  cipiations 
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798.  La  mélliode  que  nous  venons  de  développer  sup- 


pose que  l’intégrale^  ^ dx  conserve  une  valeur  finie 


et  déterminée;  nous  allons  nous  occuper  ici  de  cette  inté- 
grale. 

Supposons,  pour  abréger,  que  l’on  ait  résolu  l’équa- 
tion (i6)  par  rapport  à « et  que  l’on  en  ait  tiré  la  valeur 
Z = M,  M étant  une  fonction  donnée  de  x,  y, 

Les  équations  (i6)  et  (i^)  qui  fournissent  la  solution 
cherchée  de  l’équation  (i)  seront  plus  simplement 


(20) 

(?.i) 


dj> 


Z = M, 


et  les  équations  (i8)  qui  déterminent  les  valeurs  de  p et 
de  q seront 


(22) 


f/M 

17 


Pour  reconstruire  l’équation  proposée  (1),  il  faut  éli- 
miner et  entre  les  équations  (ao)  et  (22)  ; par  con- 
séquent la  différentielle  totale  f/F  du  premier  membre  de 
cette  équation  s’obtiendra  en  ajoutant  les  différentielles 

f/M  f/M 

totales  des  ionclions  M — z,  -j- — />,  respec- 

tivement multipliées  par  des  facteurs  "k,  p,  v susceptibles 
de  faire  disparaître  les  différentielles  c/)  ^ et  f/z„,  lesquelles 
doivent  être  regardées  ici  comme  indépendantes;  on  aura 
donc 


a3) 


dt' 


= ('S 


f/'M 

f/a.’ 


f/’  M \ 

f/a  f/)'  / 


rfx 


/dM  f/’.M  f/’M\  , 


U////  V 


et  les  facteurs/,  u,  v devront  vérifier  les  deux  équations 
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(24) 


> — — + a 1- 

(t  ) , n.r  <•/)', 

rfM 

^ ~dz]  ^ ^ lllh.  ^ 


^/>M 

— — =;0, 
djfdy, 

d2\\_  _ 

<h  dz. 


De  i 'équation  (a3),  on  lire 

Z i 

et,  à cause  des  équations  {24)1 


f/*M 

d'W 

M d^  M 

tl.rdy. 

dydz„ 

dxdZf,  d)  dy^ 

dM 

d' M 

z/M  z/'M 

•ht 

dy  dz. 

dz,  dydy. 

Pour  avoir  l’intégrale  dont  nous  avons  besoin,  il  faut, 
dans  cette  expression,  remplacer  j par  sa  valeur  tirée  de 
l’équalioii  (21),  multiplier  ensuite  par  (f.r,  et  intégrer 
entre  les  limites  clx;  or  on  peut  éviter  réliminalion 
de  y en  procédant  comme  il  suit.  Si  l’on  ajoute  au  nunié- 

ratcur  de  l’expression  précédente  de  — - et  que  l’on  en 

retranche  ensuite  la  quantité 

\dj,J  rf’M  f/=M 

l'dM  \ dxdz^  dydz:, 

\7lZj 

il  viendra 

Z dxdzSjh,  drdz„  dz„  dydrj  dyilz,\dz^  d.vdy^  dy,  dxdzj' ' 
prA  = - r/M/A/MA/^M  r/M  >AM  \ 

'A.  \'A  « 'A,  fA,  0 / 

mais  en  dilTércntiant,  dans  l’hypollièse  où  x et  y sont 
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seules  variables,  l'équation  (21)  mise  sous  la  forme 

(-] 

' t/r,  I 


OU  iroiivo 


/(/M  f/’M  f/M  f/'M  r/M  \ ^ 

\«/îj  tî.rt/j-,  dr,  d.rdzj 

7j  . 

ce  qui  réJuit  l’expression  précédente  de  — — r/.r  r 

,/M  r/M 

,/lop- 

- P —dr  - ^ -dT~  •"  ^ ■ 

Comme  la  fonction  M doit  se  réduire  à poiira-  = a:„ 

etj  ==j^(,.  il  s’ensuit  que,  dans  la  même  liypotlièse,  -- 

se  réduit  h runité.  On  a donc,  en  intégrant  l’équation 
précédente  entre  les  limites  x„  et  x, 

(,5)  _,/.r  = log~  . 

799.  L’analyse  du  ii“  793  se  trous e en  défaut  lorsque 
/*  ■*  7- 

l’intégrale  j -rfx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

terminée.  Ainsi  que  l’a  remarqué  M.  Bertand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques 
cas  particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en  effet 
il  suffit  généralement  d’attribuer  une  forme  convenable  à 
la  fonction  f{y)  ou _/'(y„)  ou  r,  pour  fjue  l’intégrale  dont 
il  s’agit  devienne  infinie.  Mais  je  dis  que  : 

Si  pour  une  Jomie  parln  u/ière  de  la  fonction  J (y) 

X*  Z 

— dr  cesse  d'ac'oir  une  valeur  finie  et 
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dcterminée,  les  formules  que  nous  avons  étallies  devien- 
nent illusoires  et  sont  impropres  a fournir  la  solution  du 
problème  proposé.  Celle-ci  est  donnée  dans  ce  cas  par 
l'intégrale  complète  de  Lagrange  qui  accompagne  l'in- 
tégrale générale. 


l 


On  voit,  en  effet,  par  l’équation  (as),  que  si  l'inlégralc 
-r/x  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée 


pour  une  certaine  forme  de  la  fonction la  dérivée 

partielle^  devient  nulle,  infinie  ou  indéterminée  après 

la  substitution  de  la  valeur  de^  tirée  de  l’équation  (ai). 
Mais  alors  il  est  évident  qu’on  ne  saurait  tirer  de  celte 
équation  (ai)  une  valeur  déicrminée  de_^  se  réduisant 
à j'o  pour  X = X,,  puisque  la  double  liypotlièse  x = x„, 

J =Y„  doit  réduire  à l’unité.  De  ce  qu’il  est  impos- 
sible de  tirer  de  réijualiou  (ai)  une  valeur  déterminée 
de  J se  réduisant  à pour  x = x„,  il  faut  conclure  que 
l’hypotlièse  x = x„  fait  dispai  aitre_y  du  premier  membre 
de  cette  équation,  et,  parce  que  celle-ci  est  satisfaite 
quand  on  fait  à la  fois  x = x„,  j = '(  o,  >1  est  évident 
qu'clleest  véiifiée  identicjuemcnl,  quel  que  soitj)^,  quand 
on  y fait  x = x„.  Il  résulte  de  là  que  disparaît  de 
l’équation  (ao)  quand  on  fait  x = x„,  car  la  dérivée  du 
second  nieinbre  par  rapporta^,  est  identiquement  nulle; 
cette  équation  donnera  donc,  dans  cette  hypothèse 
de  X = x„, 

»=/(/). 


puisque  nous  savons  qu'elle  a lieu  identiquement  quand 
ou  fait)  —Jos  -2  = cl  que  l’on  a (_^',).  Concluons 

donc  que,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons, 
la  solution  du  problème  proposé  sera  donnée,  non  plus 
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par  le  système  des  é«|ualions  (20)  et  (21),  mais  par  la 
seule  équation  (20). 

800.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Soit  l’équation 

T —pz—  p<iy  — aq  = O, 
où  a désigne  une  constante  donnée.  On  a ici 
X = o,  Y = —pq,  Z=p, 

V = i-qy--jj^  Q=- /’/-«=--• 


les  équations  simultanées  à intégrer  sont 

— P il.r  qdy  dz  _ dp  dq 

” aq  ~~  j)z  pqy  ~ P’  ~ O ‘ 

et  on  eu  lire  sans  difficulté 


i = - + (r— x) 

P p>  ''  P /■'«  v« 


d'où,  en  remplaçant  par  sa  valeur  — 


nq. 


7«r. 


_ _jr.  K — <7o  vJ  — n[x  — .0_ _ 

^ Vü’.  — '/Q.r,)’  + 2«7,(x  — .r„j 
_ — 7»r.)-4-«v/r—  .rj  ^ 

^ ‘"h  ) 

^ oq, ^ 

2rtf/4.<-  — J-.) 

9 = <7.; 

telles  sont  les  valeurs  de/,  z,  p,  q en  fonction  de  x,  y 


Digitized  by  Cooglc 


CALCUL  inTÉGRAL. 


On  a ensuite 

-?  = - ^ = 
P niy 


(î..  — 9.r«  )'  -t-  •i  aq,  (.r  — ,r.) 


P v(^j  — '/■'.’i*)’ i-'"  — 

Z 

On  voit  que  rînlégrale J - e/.r  devient  infinie  si  l'i 


— 7»^  • = O «» 


.V. 


dans  ce  cas,  la  valeur  de  r„  est 
ï,  — a_r,,  d'où 

a désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  si  l’on  suppose 
à celte  valeur,  nos  formules  deviennent  illusoires,  car 
elles  donnent  pour  )'  et  pour  z les  valeurs 

qui  sont  indépendantes  dej„. 

Eliminons  entre  les  deux  équations  qui  déterminent 
les  valeurs  dej  et  z.  On  tire  de  ces  équations 

“ ”*■  no  — -J  . , 

\{Zé  — '/./.)•  ■+-  laq>  (-r  — -r.) 

z — 7.r  = V^(*.  — '/«r.y'  + 2aq,{.r  — x,-, 

et  parla  multiplication, 

- — - n>  Oi  7.]) 

au  moyen  de  quoi  la  deuxième  équation,  élevée  au  carré, 
se  réduit  à 

7.0’  — .»•’.)  - {rz  - J.:,}  + « (t  — .r,). 

L'élimiuaiion  de  q^  entre  les  deux  dernières  équations  se 
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fail  imniédiatcmciit  : on  trouve 


64 1 


Cr’  — ril  — ïj)  — [ — r.z.)  -f-  a (.r  — o, 

OU 


O ; 


c’est  l'équation  que  nous  avons  désignée  en  général 
|»ar  V = o;  on  en  tire 


formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée 
par  M.  On  vérifie  aisément  que  l’équation 


rfM 

d). 


donne  la  valeur  de  •>' obtenue  précédemment,  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  l’expression  de— on  trouve 

dz, 

^ _ Z.  — 

v'{  + 7.r.  ■■  + {r  - .r,} 

ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  généraux  déduits  de 
notre  théorie. 

Si  l’on  fait  = a)  „ dans  rét]uation  z = M,  on  ol>- 
tient 


cette  valeur  de  z satisfait  à l’équation  proposée,  quand  on 
regarde  a et  ) „ comme  des  constantes  aibitraircs  •,  d’ail- 
leur.s  elle  se  réduit  à 

pour  X = ; donc  elle  donne  bien  la  solution  du  pro- 

blème proposé,  dans  le  cas  où  l’on  suppose  la  fonction  J {j) 
égale  à xj. 

II.  41 
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Extension  de  la  méthode  précédente  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes. 

801.  La  méthode  précédente  est  applicable  quel  que 
soit  le  nombre  des  variables  ; c’est  ce  que  nous  allons 
établir  ici  succinctement,  sans  entrer  dans  la  discussion 
des  détails. 

Désignons  par  x,,  x,, . . . , les  « variables  indépen- 
dantes, par  X la  variable  principale;  posons  en  outre 

(1)  djr=p,d.r,+  ptdc,-^. 

et  considérons  l’équation  aux  dérivées  partielles 

( 2 ] F (x , X,  , X, , . . . , X„  , Pi  , pti  . • . . pé)  O, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  donnée 
des  2 n + I variables 

X,  X,  , X],  . . . , X,,  , • • • I 

La  fonction  inconnue  x n'est  pas  déterminée  complè- 
tement par  la  condition  de  satisfaire  à l’équation  (2); 
mais  elle  le  devient  en  général  (n°788),  si  on  l’assujettit 
en  outre  à se  réduire  à une  fonction  donnée 

5 =/(•!■,,  X,,  . . . , X^,) 

des  n — I variables X|,  x,,. . .,  x„_,,  lorsqu’on  attribue 
àx„  la  valeur  particulière  Alors  si  l’on  pose 

rfÇ  = o,»/X|  -+-  a,f/x,  -H ...  -I-  , 

on  devra  avoir,  pourx„=  non-seulement  x=  ï,  mais 
encore 

p,  ^ BT|  y Pi  fS]  y ...  y pn-^\  ®H— !• 

Cela  posé,  désignons  par 

Çi , Çî , . ■ . 1 Ç.-  1 
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lies  fonctions  indéterminées  de 


» -^29  • • 9 — t 9 ■*’*  i 

on  pourra  considérer  inversement 

•^1  » -^3  f • • • 9 I 


comme  des  fonctions  de 

5i  » Çïï  • • • » 1 •^*1  î 


et  ajors  x deviendra  fonction  des  mêmes  variables.  La 
formule  (i)  fait  connaître  les  dérivées  partielles  de  x, 
relatives  à cette  hypothèse.  On  a 


(3) 

et 


(4] 


dx 


dx, 


d.r,.  dx. 


dx,_. 


dx 

dr, 

dr,  , 

dx 

dx, 

dx„_, 

dïi  ' 

dx 

dx. 

dx,. 

ï 

« 

II 

DifTérentions  l’équation  (3)  par  rapport  à $,■  et  la 
équation  (4)  par  rapporta  retranchons  ensuite  l’une 
de  l’autre  les  deux  équations  obtenues,  on  aura 

dp,_ldp,  dx,  dp,  d.r,  \ /dp,_,  tlx,_,  dp,^,dx,.,\ 

d\i  \dx.  d\i  d\i  dxj  \ dx,  d\i  d\i  dx,  )' 


comme  l’indice  i peut  avoir  les  valeurs  1 , a, . . . (/»  — i), 
l’équation  (5)  tient  lieu  de  n — i équations  distinctes. 
Désignons  maintenant  par 

l/F  = Xi/j:  -I-  X,f/.e,  + X„rfx„  + P,i/yj,  +. . . + ^,dp, 

4>. 
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la  diflerenticlle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tioii  (3).  On  aura,  en  dificrenliant  celte  équaiioii  (2) 
par  rapport  à 

dli  riÇ, 

„ dp,  dp„ 

+ Pi  — 4- . . . + P,  ^ — O , 

d%,  dli 

OU,  en  remiilacant  ^ et  ^ par  leurs  valeurs  tirées  des 
i * rfÇi  rfÇ,  P _ . 

formules  (4)  et  (5), 

"-(x, + X,. + P.  ?&)+.,.+ + Xf._,  * p.%^) 

ce  qui  équivant  à n — 1 équations,  l’indice  / pouvant 
avoir  les  valeurs  1,  2,...  («  — t). 

Or,  les  fonctions  de  jr„,  J,,  Ç,,...,  $„_i,  qui  expriment 
les  valeurs  de  x, , x, x„_, , et  que  nous  avons 
introduites,  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à 
satisfaire  aux  n — i équations 

(7)  Pi—  P„  ^ = O,.  . P„_,  — P.  = O , 

et  à SC  réduire,  en  outre,  pour  x„  = à ^1 , |s,  • ■ • , 
In-i  respectivement;  en  sorte  que  l’on  aura,  pour  x„='„. 


x — Ç,_,, 


Pm~i O»  — 1 


et  aussi 

/>„=  CT., 

la  valeur  u„  étant  déGnie  par  l’équation 

l*[ç»  Çl.  CTj,  CT, tSn)  — O. 
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Les  équations  (7)  réduisent  les  n — i équations  (6)  à 
(x.  -t-  X;,.  + P,  g-)  -t- . . . H-  (x„_,  + Xp„^,  P.  ==!o, 
et  celles-ci  ne  peuvent  êtres  satisfaites  qu’en  posant 
I X,4-X/.,4-P.^=o, 


(8) 


X]  -(-  Xy>,  -I-  P„  — O, 
rf,r„ 


X,  ,-t-X/>,^,H-P„^^=o, 

dx, 

parce  que  le  déterminant  D,  formé  avec  les  (n — 1)’ 
quantités 


d.r, 

dx. 

dx,_, 

rfç.’ 

di""' 

d\,  ' 

fti'i 

rf.r. 

dx„_, 

d\7' 

dXy 

dx-i 

dx„ 

dl.., 

1 d\„_, 

•’  ~dX. 

ne  peut  être  nul.  On  a,  en  effet, 

dxi  d.r.  (Ix.  rfr, 

dx^~  — — dZn  H — d\t  d^i  -h  ...  H-  -y;;, — 

dx^  «Çl  «Ç»  «Çn-I 


dx-i  d.r^^t  dx^^i  r/.T-  , 

dx^ . = dx^  -h  d ; . + - ^5,  -H  ...  4.  • , 

dx^  r/ç,  d\.  dl,^^ 


et,  si  le  déterminant  D était  nul,  on  pourrait  former,  par 
l'élimination  des  différentielles  d^„_,, 

une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 


M,  dj-,  -f-  . . . H-  O , 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  il  existe  une 

relation  entre  les  variables  x, , x x„.  Celles-ci 

étant  indépendantes,  D ne  peut  être  nul,  et  les  équa- 
tions (8)  ont  lieu  nécessairement. 

D’après  cela,  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver 
an  fonctions 


Xf  X,,  X, y Pi  J Pi  y • • ‘ f pH 

des  n variables 

X, , il , Ç, , . . . , Ç,_i 

qui  satisfassent  aux  3n  — t équations  (a),  (3),  (4),  (ÿ). 
(8),  et  qu  i sc  réduisent  respectivement  à 

Çi,  Çiï— I,  cjj,..., 

pour  x„  = î„. 


802.  Mais  les  an  équations  (a),  (3),  (7),  (8)  suffisent 
pour  la  détermination  des  an  fonctions  inconnues;  il 
faut  donc  que  les  équations  (4)  soient  satisfaites  d’elles- 
mèmes,  et  c’est  ce  que  l’on  peut  établir  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n”  793. 
Supposons  donc  qu’on  ait  tiré  des  équations  (a),  (3), 

(7),  (8)  des  valeurs  de  x,X|,  .r 

fonctions  de  x„,  Ç, , , Ç„_i  et  se  réduisant  res- 
pectivement à Ç,  , CT,,  CT,, . . . , CT„  pour 

.r„=  f„.  Désignons  par  T, , T,,. . .,  T„  les  didérences  entre 
les  deux  membres  des  équations  respectives  du  système  (4) , 
en  sorte  qu’on  ait 


d.r  r1.r^ 


Si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à x„ , et 
qu’on  retranche  ensuite  l’équation  (3)  différentiée  préa- 
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lableaicnt  par  rapport  à , ou  aura 


dj),  _ 
dk,  ~ 

_ I dp,  d.r, 
~ \ t/x,  </{, 

dp, 

dïi 

ds  \ 

dp.-. 

dx. 

dl 

dl. 

IL. 

d.r. 


dx 


En  employant  les  précédentes  valeurs  de  ^ elde^^i 


au  lieu  de  celles  fournies  par  les  équations  (4)  ( 5), on 

formera  une  équation  qui  ncdin’ércra  de  l'équation  (6) 
qu’en  ce  que  son  premier  membre  contiendra  les  nou- 
veaux termes 


XT,-4-P. 


d’\ 


Et,  comme  tous  les  autres  termes  disparaissent  en  vertu 
des  équations  (7)  et  (8),  on  aura 


XTi  -H  P, 


: O, 


l’indice  i pouvant  prendre  les  n — 1 valeurs  — 1). 

On  tire  de  là 


en  désignant  par  0,  la  valeur  que  prend  T,  pour  x„  = ç„. 
On  reconnaît  immédiatement  que  0,  est  nulle,  et  par  con- 
séquent, on  a aussi 


T,  = O, 


X 

— dx  conserve  une  valeur 
E 


finie  et  déterminée.  Pour  la  discussion  des  cas  où  l’inté- 
grale dont  il  s'agit  devient  infinie  ou  indéterminée,  je 
renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dont  j’ai  déj.à  parlé  (*). 


(•)  Yoir  les  Complet  n-ndu»  det  séance.i  dt  l 'Académie  des  Sciences ^ t.  Lllf, 
ou  les  Annules  scieniiji^ucs  de  rÈcole  I^oimule  suprrieute,  t III. 


Digitized  by  Googie 


CALCUL  1^TÉGRAL. 


648 

803.  D’après  ce  qui  précède,  il  nous  suffit  de  consi- 
dérer les  an  équations  (2),  (3),  (7)  et  (8).  On  peut 
•■lèni^remplaccr  l'éi{uation  (1)  par  sa  dilTérenlielle  rela- 
tive à x„,  savoir  ; 


iijr^  €fx„  dx„ 

+ ..+  P.^  = o, 

</x„  rir, 

puisque  le  problème  proposé  ne  renferme  aucune  indé- 
termination dans  son  énoncé.  En  remplaçant,  dans  la 

précédente  équation,  par  sa  valeur  tirée  de  l’équa- 


tion (3),  puis  ^ ) 


par  les 

a-r. 

valeurs  tirées  des  équations  (7)  et  (8),  il  vient 


I dpi 

(/.r^  f/.r^ 


(9) 


X,.+  Xp„-4-P„^=o. 


jVous  sommes  donc  ramené  à trouver,  au  inojen  des 
an  équations  (3),  (7),  (8)  et  (9),  des  valeurs  de  x,  x, , 
X,, , . . , x„_, , Pi , p,, . . . , p„  qui  se  réduisent  respec- 
tivement à h ç„_, , n, , ü,,...,  CT„_,  pour 

x„  — 

Les  équations  dont  il  s’agit  sont,  en  réalité,  aux  déri- 
vées partielles;  mais  comme  elles  ne  renferment  pas  les 
variables  H,,  Çj,...,  Ç„_i>  on  doit  les  traiter  comme  des 
é({uatIons  diflérentlelles  ordinaires.  On  peut  les  com- 
prendre dans  une  formule  unique,  savoir  ; 

' d.r,  d.r,  d.r,  dx 

, J Pi  ^ Pi  P|,  ~ P, /•'i  4-  Pi/'i P„/>„ 

(io)( 

1 — — >'/h  _ — tlpn  . 

( Xi4-X^i  Xi -I- X^i  Xm  4- X/-I, 

mais  il  ne  faut  pas  oublier  (jue  l'équation  (1)  peut  tenir 
lieu  de  l’une  des  équations  contenues  dans  la  formule  (lo). 
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804.  Supposons  que  l’on  ait  intégré  les  équations  (lo) 
et  que  l’on  ait  déteruiiné  les  constantes  arbitraires  de 
manière  que  l’on  ait 

x = l,  X,  = ï„  p,  = oi 

pour  jr„  = t„.  Soient  alors 

. ' X,  :=  CT.,', 

")  I _ 

X« — I ^ — frt—t  (x.„  ^1,  Ç,|  • - > , CT,,  . . . , CT„  , 

l (x..  S,.  î,.  . . . , î,  CT„  . . . , CT„), 

(>2)  

' x„,  î,,  Ç,,  . . . , Ç._,,  E,  CT CT„), 


les  intégrales  résolues  par  rapport  à x,  x,,.  X„_,, 

/)i,.  . - , p„.  L’intégrale  générale  de  l’é(]uation  aux  déri- 
vées partielles  proposée  sera  le  résultat  de  l’élimination 
de 


Ç. 


tST  I y tSTj  « . • • f 


» 


entre  les  ri  équations  («  i)  et  les  n -I-  i é(|uations 


^ ( Ç » ?l  » ■ • • ï Çd — I , ^ 1 , • • ■ , J U » 

ç =/(?,,  5„-.). 

ff/  _ '//  _ ftf 

O,  — > O J — ‘ I — — î 

mais  l’élimination  ne  sera  possible,  en  général,  que 
quand  on  aura  fixé  la  fonction  arbitraire  Je  n’exami- 
nerai point  ici  les  formes  diverses  que  l’on  peut  donner, 
suivant  les  cas,  aux  équations  (ii),  et  je  renverrai 
j)our  cet  objet  au  Mémoire  déjà  cité. 
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Remarque  sur  les  solutions  particulières  que  peuvent 
admettre  lés  équations  aux  dciivées  partielles  du 
premier  ordre. 

805.  Sans  entrer  dans  des  développements  que  ne 
comportent  pas  les  limites  de  cet  ouvrage,  nous  devons 
faire  remarquer  que  l’analyse  dont  nous  venons  défaire 
usage,  permet  de  délemiiner  certaines  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Effectivement,  soit  F = o une  équatid^i  aux  dérivées 
partielles  renfermant  les  variables  x,,  x,,...,  x„,  la  fonc- 
tion X de  ces  variables  et  ses  dérivées  p,,  p,, . . . , p„;  soit 
aussi  V = O une  intégrale  complète  de  celte  équation, 
dans  laquelle  figurent  les  n arbitraires  a^.  a,,. . . , a„. 

L’équation  V = o pouvant  exprimer  telle  relation 
que  l’on  voudra,  quand  on  considère  les  arbitraires  a,, 
a,,. . - , a„  comme  variables,  il  est  évident  qu’elle  don- 
nera toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles, si  les  arbitraires  a,,  a,,.  . a„  sont  assujetties  à 
satisfaire  à l’équation 

rfV  , d\  , d\  , 

- — da,  -t-  rffl,  -1-  . . -I-  da„  = O. 

uO  I €ilt  2 

En  supposant  nulles  les  différentielles  da,,  da,,.  . ., 
da„,  on  retombe  sur  l’intégrale  complète;  eu  outre,  on 
obtient,  comme  on  l’a  vu,  l’intégrale  générale  en  établis- 
sant une  relation  arbitraire  entre  a,,  a,,.  . . , a„,  puis  en 
éliminant  l’une  des  diiTérenticlIes  da,,  da,,.  . .,  da„  au 
moyen  de  cette  relation  et  en  égalant  à zéro  les  coeffi- 
cients des  dinerenliellcs  restantes.  Mais  on  satisfera  aussi 
à la  précédente  équation  en  posant 


dV  dV  dV 
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L'climinatioii  de  n,,  a,,...,  a„  entre  ces  équations  et 
l’intégrale  complète  V = o donnera^  en  généial,  une  so- 
lution particulière  de  l'équation  proposée. 

806.  Considérons,  par  exemple,  l’équation 

qui  renferme  les  variables  indépendantes  x,  j,  la  fonc- 
tion Z et  ses  dérivées  />,  q)  désigne  une  fonction 

donnée  de  p et  de  q.  Cette  équation  admet  pour  intégrale 
complète 

z — ax—  èj=/(«,  b), 

a et  £ étant  des  constantes.  L’intégrale  générale  résultera 
de  l'élimination  de  a entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
relative  à a,  si  l’on  regaixle  b comme  une  fonction  arbi- 
traire de  a.  EuGn,  ou  aura  la  solution  particulière  en 
éliminant  a el  b entre  les  trois  équations 

Z — ax  — bjr  =/(a,  b),  x + — 

Si  l’on  suppose  que  x,  j , z désignent  des  coordonnées 
rectilignes,  l’intégrale  complète  représentera  une  famille 
de  plans,  l’intégrale  générale  une  surface  développable, 
enveloppe  d’un  plan  mobile  dont  l’équation  renferme 
une  fonction  arbitraire-,  enfin  la  solution  particulière 
appartiendra  à une  surface  déterminée  tangente  aux 
plans  de  l’intégrale  complète  et  aux  surfaces  dévelop- 
pables de  l’intégrale  générale.  Ces  résultats  s’accordent 
avec  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  35i. 

Sur  l'intégration  d'une  classe  d' équations  aux  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre,  à deux  variables 
indépen  dan  tes. 

807.  L’analyse  ne  possède  aucune  méthode  générale 
pour  l’intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 


t 
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des  ordres  supérieurs  au  premier.  H y a cependaat  quel- 
ques procédés  qui  réussissent  dans  certains  cas,  et,  à cet 
égard,  on  doit  surtout  distinguer  la  classe  dçs  équa- 
tions du  deuxième  ordre  à deux  variables  indépendantes, 
étudiées  pour  la  première  fois  par  Monge,  et  reprises 
ensuite  par  Ampère  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
du  Journal  de  l'École  Poh  technique  (ly"  et  iS*"  ca- 
hiers). Nous  croyons  devoir  faire  connaître  ici  les  résul- 
tats auxquels  ont  été  conduits  les  géomètres  que  je  viens 
de  citer. 

Les  variables  étant  représentées  par  z,  nous  fe- 

rons 

dz  — pdx qdy , dp  =:  rdju s dy , dq  = sdx tdy. 

Cela  posé,  désignons  par  u et  deux  fonctions  don- 
nées de  x,yy  Z,  p,  9,  savoir 

‘^  = f[x,y,  z,/>,  7),  o—Jixyy,  2,  p,  q], 
et  considérons  l’é(|ualion  du  premier  ordre 
(l)  v]  = o, 

dans  laquelle  d*  désigne  une  fonction  arbitraire.  En  opé- 
rant comme  au  n”  83,  on  pourra  éliminer  la  fonction 
arbitraire  et  l’on  formera  ainsi  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  deuxième  ordre.  EHéctivement,  la 
différentiation  relative  à x et  celle  relative  à y donnent 


rdii 

du 

du 

diC\ 

1 

rd» 

dv 

dv 

t/u 

U- 

-t-r-r- 

dp 

[_</x 

■^PTz 

-‘r-r-j- 

dp 

fdu 

du 

du 

du~\ 

1 , di- 

ydv 

di’ 

dv 

dv-\ 

f/tt  1 

b- 

-!-•»'  7- 
dp 

^•‘dz 

■+-■57- 

dp 

-^‘dq\ 

et,  en  éliminant  le  rapport  des  dérivées  on  ob- 
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tient  une  équatiou  de  la  forme 

(a)  Hr aKj  4- Lt  4- M -I- N (/•/  — i’)  = o, 

dans  laquelle  H,  K,  L,  M,  Pi  sont  des  fonctions  données 
de  X,  1 , 2,  p,  q. 

L'équation  (i)  de  laquelle  nous  avons  tiré  l’équation  (a) 
peut  être  mise  sous  la  forme  v = <f  (u),  désignant  une 
fonction  arbitraire  de  « ; elle  est  dite  une  intégrale  inter- 
médiaire de  l’équation  (a),  et  le  problème  qui  aurait 
pour  objet  Yinlégration  de  l’équation  (a)  est  ramené  à 
l’intégration  de  l’équation  (i). 


808.  Supposons  que  H,  K,  L,  M,  N désignent,  dans 
l’équation  (a),  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  p,  q.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (a)  n'admette  pas  d’inté- 
grale intermédiaire  ; mais  quand  une  telle  intégrale 
existe,  on  peut  la  déterminer  par  la  méthode  suivante. 

Introduisons  avec  Ampère  une  fonction  de  x et  de  ) 
actuellement  indéterminée,  et  que  nous  représenterons 
par  a ; on  pourra  regarder  j comme  une  fonction  de  x 
et  de  a,  et  par  suite  z,  p,  q deviendront  aussi  des  fonc- 
tions de  X et  de  a.  On  a par  les  formules  relatives  au 
changement  des  variables  indépendantes 


(3, 


dz  dy  dz  dy 


(4) 


1 dr 


- = r 4-  J 


dr 
^ T' 

d.r 


dp  dr 

da.  dx' 

dq  rfr' 

da.  da 


L’élimination  de  5 et  de  t entre  les  trois  dernières  équa- 
tions (4)  donne  d’abord 

ir\  ‘fiL — ^'iL — 

da  dx  da  da  dr^ 
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ensuite  on  a,  parles  mêmes  équations  (4), 


(6) 


d'où 

(7) 


‘!l 

dtt. 

±' 

tix 

'tL 

tlq  dy  d a 

dx  dx  dy 

r—  ^ -I-  (^Y  — 

\ dx  dx  dx ) \dx ) dy' 

dx 


rt  — s'  — 


‘Î1 

\ dx  I \ dx  dx  dx  ) dy 
dx 


Substituons,  dans  l’équation  (a),  les  valeurs  de  /',  s,  t, 
rt  — s' tirées  des  valeurs  (6)  et  ( 7)  ; il  viendra 


(8) 


da. 


eh  faisant,  pour  abréger, 


dx 


M 


"(S)’ 

')• 


'Jii  ^ ^ 'II  ' 

dx  dx  dx 


Disposons  maintenant  de  la  fonction  indéterminée  de  x 
et  de  « qui  représente ^7',  de  manière  que  l’on  ait  o ; 
l’équation  (8)  se  réduira  à $ = o;  le  problème  sera  donc 
ramené  à trouver  quatrefonctions,_/,  *,p,  y, de  x et  de  tx, 
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qui  satisfassent  aux  deux  équations  (3),  à l'équation  (5)  et 
aux  deux  équations 

‘f  = O.  = o. 

Si,  dans  la  deuxième  formule  (9),  ou  remet,  au  lieu  de 
~ et  de  ' les  valeurs  tirées  des  formules  (4),  il  viendra 

fir  tLr  ' ' 

^ = (H  + N0(^y-a(K-N^)g4-(L  + N,); 

par  conséquent,  l’équation  ^=0  donnera 


^_K— _Ns±v'{K—  Ni)'— (H  H-NV)(L  + Nr) 

<Lr~  "h  -H  N'  ’ 

OU,  en  posant,  pour  abréger, 

(10)  G = K’— HL4-MN, 

et  en  ayant  égard  à l’équation  (a), 

dy  _ K — Ni  db  v/G  . 
dr~  H + N f ■ 

on  tire  de  là 

do  1.  , dr 

ou,  en  remettant  --  au  heu  de  i + t —j 
<lx  tlx 


(") 


H— -)-N*^-— Kq=  y G = o. 
tlx  ax 


fly 

Quant  à réijuatlon  ® = o,  si  l’on  y remplace  H -j-  par  la 
valeur  tirée  de  l'équation  (11),  elle  devient 


(12)  H j^-h(Kq:v'Gjÿ-f-M  = o. 


Lorsque  N n’est  pas  nul,  l’équation  (12)  peut  être  lem- 
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placée  par  la  suivante  : 


(>3) 


N-C_(Kq:vG;g+L=:o, 


it 

dx 


que  l'on  oblleiil  en  éliminant  entre  les  deux  précé- 
dentes. 


809.  L’introduction  de  la  variable  a.  a pour  effet  de 
mettre  en  évidence  la  génération,  par  une  courbe,  de  la 
surface  représentée  par  l’équation  aux  dérivées  partielles 
proposée.  Ce  paramètre  a est  constant  pour  une  même 
génératrice,  et,  par  suite,  r/a  est  nulle.  Les  équations  (i  i) 
et  (ta)  qui  ont  lieu  pour  cette  courbe,  ainsi  que  la  pre- 
mière équation  (3),  peuvent  donc  être  écrites  comme  il 
suit  : 

^ H fl[i  -(-  N f/y  — (K  ± = O , 

(*4)  \ -t- (K  ^G  ' -f- Mr/j  = O 

' liz  — pd.r  — qtiy  = o. 

La  méthode  d'intégration  que  nous  avons  en  vue  ne 
réussit  que  dans  le  cas  où  il  est  possible  de  trouver  une 
fonction  V de  x,  j , z,  /»,  q dont  la  différentielle  totale  se 
réduise  à zéro  en  vertu  des  trois  équations  (>4)-  ^ 


dS  = 


Tr 


dx  -4- 


‘h 


dt 


dV 

dz 


dz  -t- 


d\ 

Tp 


dp  -t-  -J-  ''7  ; 
dq 


éliminons  dp,  dq,  dz  entre  les  équations  (i4)  et  l’équa- 
tion d\  z=i  o;  égalons  ensuite  à zéro  les  coefficients  des 
différentielles  restantes  dx,  dy,  il  viendra 


.5) 


dV  ^ dV  , dV  , ^ . dV 


(n 


dx 

IX 

dr 


dz 

,/V  , f-,  d\  dV 
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d’où,  par  rélimination  do  -—•> 

* (!(/ 

! '/V  t , r--.  '/V 

I - M O-, 

les  deux  équalions  (i5)  se  réduisent  à une  seule,  quand 
N = O ; dans  ce  cas,  il  faut  substituer  l'équation  (16)  à 
l’une  d’elles. 

La  fonction  V doit  donc  satisfaire  à la  fois  à deux  é((ua- 
tions  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Récipro- 
quement il  est  facile  de  démontrer  que  s’il  existe  une 
fonction  V propre  à vérifier  les  équations  (i5)  et,  par 
suite,  l’équation  (16),  un  satisfera  à la  proposée  eu  posant 

(17)  eJV  = o,  ou  V = const. 

En  effet,  l'équation  (17)  donne  par  la  différentiation 
relative  à x et  a y. 


d\ 

cLv 


dV 

Ih 


dV  dV 


dV 

dV 

dj; 


d\ 


dV 


Tirant  de  l.i  les  valeurs  de  ^ et  de  pour  les  substituer 

dx  d } * 

dans  les  équations  (i5)  que  nous  supposons  identiques,  il 
vient 

dV  , r-  ' '/V 

f/y 

(K  + v^G  - Ns)  _ _ ( H + NO  --  ^ O , 
et  rélimination  îles  dérivées  j donne  ensuite 

<•///  </y 


(L  Nr}{H  NO  — (K  — Ns,-  -+-G 

II. 


<•> 

42 


Digitized  by  Coogle 


658  CALCUL  IKTÉCnAL. 

d'où,  en  réduisant, 

Hr-t-  aKi  H-  Lt  M N (/■/ — i’)  = o. 

810.  Supposons  d’après  cela  que  les  équations  (i5) 
admettent  une  solution  commune;  si  celle  solution  ren- 
ferme une  fonction  arbitraire,  elle  donnera  une  intégrale 
intermédiaire  de  l’équation  proposée.  Or  notre  hypo- 
thèse sera  réalisée,  si  l’on  peut  trouver  deux  fonctions 
U,  v,  dex,  7,  Z,  p,  q dont  les  différentielles  se  réduisent 
à zéro  en  vertu  des  équations  (i4)i  *1  est  évident  que 

la  même  propriété  appartiendra  à la  fonction  <1>  (u,  e), 
quelle  que  soit  celle  fonction  ; en  conséquence  on  sa- 
tisfera aux  équations  (i5)  en  prenant  V = <I>(u,  v"),  et 
l’on  aura  l’intégrale  intermédiaire 

e)=o  OU  e = y(u), 

ip  désignant,  comme  4>,  une  fonction  arbitraire.  Quant  à 
la  génératrice  de  la  surface  représentée  par  celle  inté- 
grale, elle  est  définie  par  les  deux  équations 

u=za,  p = 7{a), 

a étant  un  paramètre  variable. 

Il  reste  à intégrer  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  Mais,  si  la  quantité  désignée  par 
G n’est  pas  nulle,  notre  méthode  peut  nous  fournir  deux 
intégrales  intermédiaires 

*'1  = ?(«.). 

en  prenant  le  radical  y/G  successivement  avec  le  signe  -f- 
et  avec  le  signe  — ; alors  la  déierininaiion  de  z ne  dé- 
pendra plus  que  de  l'intégration  d’une  équation  aux  dif- 
férentielles totales 

flz  - J)d.r  -f-  qdjr, 

P et  q étant  déterminées  en  fonctions  de  x,  y,  z par  les 
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lieux  intégrales  intenuédiaircs.  Pour  elTectuer  ce  dernier 
calcul,  il  conviendra  de  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes les  (juantités  dont  dépendent  les  fonctions  arbi- 
traires. 

81 1 . L’analyse  précédente  peut  être  étendue,  sans  dif- 
ficulté, à toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  qui  admettent  des  intégrales  intermé- 
diaires. Mais  quand  il  s'agit  d’une  équation  qui  n’a  pas 
la  forme  que  nous  avons  supposée,  les  équations,  telles 
que  ( 1 4))  auxquelles  conduit  la  méthode,  renferment  les  dé- 
rivées r,  s,  /•,  il  faut  donc  leur  adjoinilrc  les  deux  équations 

dp  = r d.r  -4-  ,f  dr , dij  s dx  -1-  t de. 

Le  calcul  est  le  même  avec  un  peu  jilus  de  complication; 
nous  ne  pouvons  insister  davantage  sur  ce  sujet. 


yipplication  (le  la  théorie  précédente  à quelques 
exemples . 

812.  Exemple  I.  — Ott  demande  d'intégrer  î'équu- 
tion 

r — 

a étant  lute  constante. 

On  a ici 


H = i,  K = o,  L = — M = o,  N = o,  \/G=.n; 
les  équations  (i4)  du  n**  809  donnent 

dr  a dx  o,  dp  zç.  adq  ^ o, 

d’où 

/ rp;  «j:  = const.,  /v  qp  «n/ =;  const.  ; 
on  a donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 
P + aq=z  laq  (/  4-  ax),  p — aq  = — %a^'  [jr  — ax), 

4a. 
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O étant  (les  fonctions  arbitraires  qui  ont  pour  dérivec.s 
î.'  et  (|/.  On  tire  de  là 

P--  a<f'(x  — ay  (y  — n.r), 

7 “ 7' (r y (r  — 

puis 

rh  =:  [y  + «./•)  {dr  + a d.r)  -i/  (y  — fl.»')  [dy  — ti  dx], 

et,  par  suite, 

= = T -t-  'H/  — "*)  i 


il  est  inutile  d’ajouter  une  constante  puisque  les  fonc- 
tions ç et  li  sont  arbitraires. 

813.  L’équation  r — a'i  = 0 est  celle  à laquelle  con- 
duit le  problème  des  cordes  vibrantes  ; on  peut  obtenir 
directement  son  intégrale,  sans  recourir  à la  théorie  dc.s 
n*”  808  et  suivants',  il  suffit  effeetivement  de  poser 

y + ax=:a,  y — nx  - 6, 


et  de  prendre  a et  6 pour  variabb^s  indépendantes.  On  aura 


puis 


dx  dt.  ^ di^  / 


id‘‘z  d‘‘z 

\(/a-  dx(lft~^  dt')' 


la  proposée  devient  alors 


r/’î 

dx  dti 

et  l’on  en  tire 

dz 

Th 


y(«'> 


» 
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étant  la  dérivée  d’une  fonction  arbitraire  '|'(ê). 
Une  deuxième  intégration  donne 


(f  étant  une  deuxième  fonction  arbitraire.  C'est  le  résultat 
auquel  nous  a conduit  notre  méthode  générale. 


81 -t.  Exemple  II.  — integrer  l'équation  aux  dérivees 
partielles 


rt  — j’  = O 


qui  appartient  aux  surjaces  développables . 


Les  équations  (i5)  du  n”  809  se  réduisent  iri  à 


eLr 


(TV  dV 

O,  h f/  — z=  o. 

rfr  ^ 


Pour  intégrer  la  première  il  faut  regarder  y,  p,  q 
romme  constantes  ; dans  l’intégration  de  la  seconde  on 
regardera  x,  p^q  comme  constantes.  Alors  on  a,  pour  la 
première  équation, 

V = une  fonction  de  z — /j.r,  ) , p,  q ; 
et,  pour  la  seconde, 

V = une  fonction  de  z — qy,  x,  p,  q ; 

on  aura  donc  une  solution  commune  aux  deux  précé- 
dentes équations  en  posant 

V = *[z  — pæ  — qy,  p,  q], 

et  on  satisfera  à la  proposée  en  égalant  à zéro  cette 
valeur  de  V. 

D’après  cela,  on  a les  deux  intégrales  intermédiaires 
suivantes  de  l’équation  rt  — s’  = o, 

v = — 
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f et  t|/  élant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  on  doit  re- 
marquer qu'il  existe,  dans  le  cas  actuel,  une  solution 
qui  renferme  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités, 
savoir  : 

l — px  — qy  = W{p,  q). 

Pour  achever  l’intégraliou  de  la  proposée,  il  faut 
joindre  l’equation  dz  — pdx  -\-qdj  aux  intégrales  inter- 
médiaires; celles-ci  donnent  alors,  parla  dilfércntiation, 

= 7'  (p)  xdp  + ydq  + y (p)dp  — O; 

on  a ensuite,  par  l'élimination  de  dq, 

■^j'q{p)-^V(p)  = o- 

L’intégrale  cberchée  résultera  donc  de  l’élimination 
de  P entre  les  deux  équations 

z = px  -h  yifip)  -\-'^i{p),  o=.r-^-y^'  {p)+y[p), 

dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  à p.  On  retrouve  bien  ainsi  la  surface  enveloppe 
d’un  plan  mobile. 

815.  Exeuple  III.  — Trouver  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  l'une  des  courbures  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles . 

Les  coordonnées  rectangulaires  étant  x,  y,  z,  si  l’on 
prend  le  plan  dos  zx  parallèle  aux  plans  des  lignes  de 
courbure,  l’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
demandées  sera  (n"  322) 

pijr — (i -+-/>■  J JT  = O. 

On  a ici 

H — pq,  a K — • — (i  -t-  p’), 

L = o,  M O,  N = o,  fG= 
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Les  équations  (i4)  du  n°  809  sont  alors,  en  donnant 
à y/G  le  signe  +, 

dy—o,  pqdp  — [l  ->rp']dq  :^0, 
et,  en  prenant  y/(j  avec  le  signe  — , 

pq  f/_x  -t-  (i  4- yj’)  tl-r  = O,  dp  =.  O. 
Considérons  d’abord  le  premier  système;  on  a 


y — const. , 


puis 

P dp 

<>1  _ ^ 

d'où 

I 4-  p^ 

_ ■y 

r_  const  ; 

v'i  4-/1- 

on  a donc  l’intégrale  intermédiaire 


7 = V 

îf'(j  ) étant  la  dérivée  d’une  fonction  arbitraire  y (y). 
Considérons  maintenant  les  deux  équations  du  second 
système  qni,  à cause  àcpdx  + q djr  — dz,  sont 

pdz  dx  = O , dp  = o; 

on  en  déduit 

y?  =;  const,,  /« -i- X = const.  ; 
par  conséquent, 

x——pz  +'¥{p], 

sera  la  deuxième  intégrale  intermédiaire,  Ÿ étant  une 
fonction  arbitraire. 

11  reste  à intégrer  l’équation 

dz  ■=  pdx  + qdy; 

pour  cela  il  convient  de  prendre  >'  et  p pour  variables 
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iiidcpcndantes.  La  seconde  intégrale  donne 

dx  — — pdi  — zdp  -t-  y'  [p)  dp. 

Substituant  cette  valeur  de  <îx  ainsi  que  celle  de  q tirée 
de  la  première  intégrale,  il  vient 

^i-\-p  dz-^  — -jr!L=^  T'  (p)  dp  + (y)  dy, 

^i+p'  \Jt->rp‘ 

les  deux  membres  deeette  équation  sont  des  différentielles 
exactes,  et  comme  on  a 


r -JL=  y'I/;)  dp^  V(p)-  fw 


(P)' 


'Ip 


si  l’on  fait,  pour  se  débarrasser  du  signe  Ç » 

dJlf’L 

'V  (p)  ^ (l -h  p'f 


dp 


ip  (p)  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  l'intégration 
donnera 


Z v'  I +/>=  = — />  V I -t-/^’  +'  (/')  4-  v'i  ’l'  (/')  4-  T (r)- 

En  môme  temps  la  seconde  intégrale  intermédiaire 
prendra  la  forme 

X +pz=—(i -h  p’)  y(p)  ■+P'i/{p), 

et  l'équation  des  surfaces  demandées  sera  le  résultat  de 
l’élimination  de  p entre  les  deux  précédentes  équations. 
Si  l’on  pose 

V = Z — — y/TV />’ Ÿ ( j)  — aH/?  ) , 
le  système  de  ces  deux  équations  pourra  être  remplacé 
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Les  surfaces  ausquelles  ces  équations  appartiennent 
admettent  des  lignes  ombilicales  ( n"  319)  qui  sontdéter- 
minées  par  l’équation 

t .1 

~ PH 


Application  de  la  transformation  de  Legendre. 


816.  Nous  avons  fait  connaître  cette  transformation 
au  n°  93;  elle  est  souvent  utile  dans  le  calcul  intégral; 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Problème.  — Trouver  l’équation  générale  des  sur- 
faces dans  lesquelles  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux sont  égaux,  en  chaque  point,  et  dirigés  en  sens 
contraires , 


L’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de- 
mandées est  (n°320) 

(l)  (l-i-q^)r — 2pqs -y- {i-y- p'')  t = 0. 

Si  on  lui  applique  la  transformation  de  Legendre  et  qu’on 
fasse 


(2) 

d'où 

(3) 


a = p.r  -y-qjr  — Z, 


du  du 

■C—--1  x = -y> 

dp  dij 


en  prenant  p etq  pour  variables  indépendantes,  elle  de- 
viendra 

, , , , , d- U d' u , , d‘‘  U 

(4)  ('  + 5^-^  (■+/’’)  ^ = 
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Les  équations  (3)  donnent 

tt'u  dx  rf’H  d.r  dr  d^u  dr 

dp‘  dp'  dpdq  dq  dp  dq'  dq  ' 

par  suite,  l’équation  (4)  peut  être  écrite  de  l’une  ou  de 
l’autre  des  deux  manières  suivantes  : 


, dy  dr  dx 

, dy  dr  , d.r 


Ln  difTércntiant  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
h P et  la  seconde  par  rapport  à q,  on  obtient  deux  nou- 
velles équations  qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 


(5) 


dq^ 


d^V 


dV 

+ 0.q  — 2p 

dq 


dp 


en  posant  11  = x,  U =,y.  Et  si,  en  ayant  éj;ard  à ce  ré- 
sultat, on  remplace  u par /»x -)- (J{K  — dans  l’équa- 
tion (4),  on  verra  que  l’équation  (5)  est  encore  satisfaite 
par  U=z.  Ainsi,  les  trois  coordonnées,  considérées 
comme  fonctions  de  p et  q,  satisfont  à la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

La  méthode  du  n"  809  n’est  pas  applicable  à l’équa- 
tion (5);  cependant  les  équations  ( i5)  de  ce  numéro, 
adaptées  aux  notations  actuelles,  sont  satisfaites  par  une 
fonction  V des  deux  seules  variables  p,  et,  en  éga- 
lant cette  fonction  à une  constante  arbitraire  a,  on  aura 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  (5).  La  môme 
intégrale  peut  aussi  s’obtenir  par  la  première  des  équa- 
tions (i4)  du  n“  809,  savoir  ; 


{t-hp>)dq  — [pq  ± V—  I — />■—  q-)  dp  = O. 
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Celteéqualion  (lifTi-retiliéiî  dans  riiypothè.scdci/<^=const. 
donne 

d'p  = O, 

d’où 

dp 

--  = const. 
dq 

Je  représenterai  la  constante  par  « ou  par  S,  suivant  qu'on 
prendra  le  radical  — 1 — /i* — </’  avec  l'un  ou  l’autre 
signe.  Ainsi  l’on  aura 


((i 


( a(/^7 -f- I — — 

! \ + p'=Z{pq  — \J—l  — p‘  -q-). 

L’équation  (5)  étant  satisfaite  quand  on  donne  à U la 
valeur  de  a ou  celle  de  ë,  il  est  évident  qu’elle  se  sim- 
plifiera si  l’on  prend  a et  ë pour  variables  indépendantes 
au  lieu  de  p et  q.  On  tire  des  formules  (6) 


/>=  67 -t- v'— > — 


d’où 
P 


— I — 6'  — — I- 

a — 6 


’ _ 1 — ’6>  — q — 7—  O* 


e 


et  l’on  trouve  que  l’équation  (5)  se  réduit  à 
f/’U 


lia. 


= O, 


dont  l’intégrale  est 

U = 4.(a)-I-  'F(e), 

d>  et  Ÿ étant  deux  fonctions  arbitraires.  Ainsi,  l’on  peut 
écrire 

(f  et  <Ii  étant  des  fonctions  arbitraires.  Dans  l'iiyiiotbèse 
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de  q constante,  on  a 


rip  = qria.  — i — a’  — iy</8  -f-  rf  y/  — I — 6’ , 

donc 


U — 7[î{*)  — * — 6^iJ(*(6) 


6'^"(6)  rfS  -+-  u\q). 


X3  (q)  étant  une  certaine  fonction  de  q.  Dilférentiant,  par 
rapport  à q,  il  vient,  par  les  formules  précédentes. 


J'  = [?(»)  — *1>'  (“)]  + [^(^)  — 


Mais,  comme  jr  est  de  la  forme  *I’(a) -t- Ÿ(o),  il  faut 
que  ^'(q)  soit  une  constante  ; alors  on  peut  fondre  cette 
constante  dans  les  fonctions  arbitraires  <f,  ce  qui  re- 
vient à la  supposer  nulle;  donc  on  a 


r=[T(«)-aT'{a)i-^[|(e)-ef(S)]. 


La  fonction  u (q)  étant  constante,  elle  se  confond  avec 
les  intégrales  qui  iigurent  dans  la  précédente  valeur  de  u, 
et  dont  les  limites  inférieures  sont  arbitraires.  De  cette 
valeur  de  u on  conclut  celle  de  z,  par  la  formule  (a), 
savoir  : 


Ainsi,  l'intégrale  de  l’équation  proposée  résultera  de 
l'élimination  de  a et  de  6 entre  les  trois  équations 


(7) 


x = ,'(a)-f-f(e), 

j *=J' y/-i- «'t"(»)da -h J' 6'-f'(e)de, 


où  ^ct<j<  représentent  deux  fonctions  arbitraires.  Bien  que 
ces  formules  (7  ) soient  compli«iuées  d'imaginaires,  elles 
n’en  représentent  pas  moins  une  inGni  té  de  surfaces  réelles. 
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Des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 


817.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 
d’un  ordre  quelconque  et  à un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes,  mais  qui  soit  linéaire  relativement 
à la  fonction  inconnue  et  à ses  dérivées  partielles.  Il  est 
évident  que  si  l’équation  a un  second  membre,  W suffira 
de  connaître  une  solution  particulière  de  l’équation  pour 
faire  disparaître  ce  second  membre. 

Si  l’équation  proposée  n’a  pas  de  second  membre,  elle 
jouira  des  deux  propriétés  que  nous  avons  établies  aux 
11"*  721  et  72'i,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  ordi- 
naires, savoir  : 1°  si  l’on  connaît  une  fonction  qui  satis- 
fasse à l’équation  aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra 
une  solution  plus  générale  en  multipliant  la  fonction 
dont  il  s’agit  par  une  constante  arbitraire;  3”  si  des 
fonctions  données,  en  nombre  quelconque,  satisfont  à 
l’équation,  la  somme  de  ces  fonctions  y satisfera  aussi. 

Lorsqu’il  s’agit  d’une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  et  sans  second  membre,  dont  les  coefficients 
sont  constants,  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler 
permettent  d’obtenir  une  solution  de  l’équation  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  arbitraires  que  l’on  veut; 
quelquefois  même  elles  conduisent  à une  solution  i|ui 
renferme  des  fonctions  arbitraires.  Pour  le  montrer,  nous 
considérerons  le  cas  où  il  n’y  a que  deux  variables  indé- 
pendantes X,  _)■;  mais  notre  raisonnement  pourra  s’ap- 
pliquer à tous  les  cas. 


818.  Soit  l’équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

i , riz  , riz\  j rt'z  f/’s  t1'z  \ 

O - i,  - ) + (c,  — -h-  c,  _ + c,  . • 

d’un  oidre  quelcomiue  n et  dont  les  coefUcients  sont  con- 
stants. 


Digitized  by  Googlc 


CALClll.  IHTÉCRAL. 


670 

Remplaçons  z par  le  ri'sultat  de  la  substitu- 

tion sera  ^’y(a,  6),  en  posant 

/(a,  6)  = «,  -t-  (/),a  -t-  6,^)  -t-y  rjst’  + c,  a6  Cj6’)  4- . • . . 

Si  donc  lecpiation 

(a)  /(i,  G)  = O 

est  satisfaite  par  a = a„,  S = Co,  et  que  C„  désigne  une 
constante  arbitraire,  011  satisfera  à l'équation  (i) en  posant 

z = C, 

et  comme  l’équation  (2)  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions  commnnes  (2,  ëj,  ou  aura  une  solution  de 
l’équation  (i) 

(3) 

renfermant  autant  de  termes  que  l’on  voudra. 

819.  Il  faut  remarquer  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines S del’équation  (2)  sont  des  fonctions  linéaires  de  a ; 
alors  on  peut  obtenir  une  solution  de  l’équation  aux 
dérivées  partielles  qui  renferme  autant  de  fonctions  arbi- 
traires qu'il  y a de  telles  racines  S.  Supposons,  en  edèt. 
que  l’on  puisse  tirer  de  ré(|iiation  {2) 

6 — f/i  X -h  n. 

La  formule  (3)  donnera,  en  prenant  pour  6 celte  valeur, 
I = e"/  2 C )“. 

Le  nombre  des  termes  contenus  sous  le  signe  ^ est 

indéterminé;  les  exposants  a de  ces  termes  et  leurs  coef- 
ficients C sont  aibitraircs;  donc  la  somme  n’est  autre 
chose  qu’une  fonction  arbitraire  de  ou,  si  l’on 

veut,  de  X nty.  Ainsi  l’on  aura  cette  solution 
Z = e*/  <l>  (x  4-  mj'), 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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Pareillement,  si  l’équation  (3)  a une  deuxième  racine. 
6 = /n,  a + /?,, 

fonction  linéaire  de  a,  on  pourra  former  la  nouvelle  so- 
lution de  la  proposée, 

Z — {.r  -t-  /w,7'), 

et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  solutions,  savoir 


Z = c"J'  <t>  ( .r  mj-  ) -f-  e"'r  <t>,  (a:  m,  > ) 


sera  encore  une  solution  de  la  proposée. 

820.  Application  au  Problème  des  corues  vibrantes. 
— Diverses  questions  de  physique  mathématique  con- 
duisent à des  é({uations  aux  dérivées  partielles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  ces  ques- 
tions, la  fonction  inconnue  doit  satisfaire  en  outre  à cer- 
taines conditions  particulières, et  pour  avoir  une  solution 
complète,  il  faut  qu’on  puisse  disposer  des  arbitraires  de 
manière  à remplir  les  conditions  imposées.  Nous  nous 
bornerons  ici  an  cas  de  l’équation  du  problème  des  cordes 
vibrantes  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  aux  n“*812 

et  813. 

Le  problème  dont  il  s’agit  consiste  à trouver  une  fonc- 
tion y des  variables  or  et  t,  qui  satisfasse  à l'équation 


(') 


dx^ 


et  qui  soit  telle,  que  l’on  ait 

(a)  y = F(x),  ^=/(x),  pour  t — o. 


F (jr)  et  f(x)  étant  des  fonctions  de  x données. 

En  substituant  g**"''®'  à y dans  l’équation  (i),  on  a 

6’—  a’a’=  O, 
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6 = +aa,  6 = — aa; 

Il  en  résulte  que  l’on  satisfait  à l’équation  (i)  (n°  819)  en 
posant 

(3)  J- (x -I- at) -f- >r  (j-  — a/), 

•!>  et  Ÿ étant  des  fondions  arbitraires.  Il  reste  à satisfaire 
à la  condition  relative  à t = o;  on  lire  de  l'équation  (3). 

^ = a<l.'(.r -(- ar)  — aM'(x  — ar). 

et,  pour  t = O,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

J-  = 4>(x)  -f-S  ^x),  ^ =a4-'(.r)  — aT\x). 


Pour  satisfaire  aux  équations  (a),  il  faut  poser 
4>  (x)  -t-  «f  (x)  = F (x) 

-1.  (.r)  — H- (x)  i ^ /(x)</x  = F,  (x); 
on  aura  dune 

4.(x)  =iF(x)-t-  If,  ;;.r). 


'r{x)  = -F(x)--F.(x). 

et,  par  suite, 

F (x  -t-  ar)  4-  F f J nt)  F,  (x-  -t-  af)  — F,  (x  — iit) 


De  V intcgvution  des  cqiuilioris  aux  dérivées  partielles, 
par  les  séries  ou  par  les  intégrales  définies. 

821.  L es  cas  dans  lescpiels  ou  peut  intégrer  exacte- 
ment les  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres  sn- 
périeurs  au  premier,  <|ui  se  prési'titcnt,  sont  très-peu 
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nombreux,  et  on  en  est  réduit,  dans  les  appliratioiis,  A 
essayer  d'obtenir  les  intégrales  par  la  voie  des  séries. 
Mais  ce  procédé  lui-méme  n’est  guère  applicable  <jue 
dans  le  cas  des  équations  linéaires;  on  peut  alors  em- 
ployer la  formule  de  Maclauriii  ou  celle  de  Taylor,  comme 
dans  le  cas  des  équations  diirérentiellcs  ordinaires.  La 
méthode  des  coelTicienis  indéterminés  est  souvent  préfé- 
rable, et  elle  offre  plus  de  généralité,  car  elle  permet  de 
trouver  le  développement  des  intégrales  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  d'une  fonction  qiiclconqiie 
des  variables  indépendantes. 

On  peut  ainsi  représenter  les  intégrales  des  mêmes 
équations  par  des  séries  diverses  qui  souvent  diffèrent 
entre  elles  par  le  nombre  des  fonctions  arbitraires;  il 
en  résulte  cette  conséquence,  qu’on  ne  saurait  indiquer 
à pn'on  le  nombre  et  la  nature  des  fonctions  arbitraires 
qui  doivent  figurer  dans  l'intégrale  la  plus  générale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  d’ordre  supérieur  au 
premier. 


822.  Considérons  par  exemple  l’équation 


(') 


H U H ’ n 

<lt  ” rf.r' 


que  l’on  rencontre  dans  la  tbcorie  inatbéniatique  de  la 
chaleur  et  ou  a désigne  une  constante  donnée. 

On  en  tire,  par  la  différentiation  relative  à t, 


I , <lu 

I “■  — 

1 rf’H  i(t  ^d'ii 

I rll‘  dx'dt  d.r^  dx' 


I d'n  J d'n 
f lit'  ” dx' dt 


du 
d'  — 

dt  d n 

— ; — = a' , 

dx*  dx” 


II 


43 
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et  si  l’on  donne  à Ha  valeur  particulière  fa,  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  détermineront  les  valeurs  correspondantes 

des  dérivées  successives  de  u relatives  à f.  Mais  la  valeur 

• 

de  U demeure  une  fonction  arbitraire  de  x;  en  la  dési- 
gnant par  F(x),  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

« = F (.r)  H — — ^ — (r  — f.)  -I -(/ - 


-7TÎ3- 


(3)  . 


expression  qui  ne  renferme,  comme  on  voit,  qti’une  seule 
fonction  arbittairc  F(x). 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  développer  u sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — x»  , Xo  étant  une 
quantité  déterminée  clioisie  à volonté.  L’é([uation  (i) 
donnera 

ti’  n I i/u 

di'  n dt 


(4) 

puis 


(5) 


. du 


<l‘lt 

I 

dx 

d.r^ 

a 

~dt  ’ 

d*  a 

I 

tl'^u 

a 

fiX‘ 

d.c< 

a 

dt 

dUi 

I 

, fia 
— 
rix 

r/x' 

di  ‘ ' 

(■/‘K 

t 

-T— 

d.r^ 

f/.r‘ 

dO 

, du 

U et  (le  — t|ui 

I d^n 
id  dl^  ’ 


d’u 

~dF' 
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des  fonctions  arbitraires  de  si  on  les  désigne  respec- 
tivement parip(t)  etif  (t),  les  formules  (4)  et  (5)déter- 

. , t.  . . . f/’H  ,, 

mineront  les  derivees  successives  — — » — — et  Ion 

aj:-  a.t-' 

aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


I «=1 


(0 


<f'{t)  (.r  — X, 


1 -r  — r,  ]' 

i.'2.3.4  n’ 


I 


1.2.3  « 


vil)  \-r—-r,Y 


1.2.34.5 


Cette  expression  de  u se  compo.se  de  deux  séries  dis- 
tinctes et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires  y (t),- 
<|i  (t).  Cependant  la  formule  (6)  n’a  pas  plus  de  généra- 
lité que  la  formule  (3)^  Poisson  a montré  elTcctivement 
que  les  deux  formules  peuvent  être  transformées  l’une 
dans  l’autre,  dans  l’hypoilièse  de  la  convergence  des 
séries.  [Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  p.  137.) 


82.3.  Au  lieu  de  développer  les  intégrales  en  séries,  il 
y a quelquefois  avantage  h les  représenter  par  des  inté- 
grales définies;  il  nous  suffira  de  présenter  un  exemple 
de  ce  genre  de  calcul,  et  nous  choisirons  h cet  effet 
réf[ualion  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  savoir 

dit  d^tt 

dt  d.r^  t 


Appliquons  à cette  équation  la  méthode  du  11“  818;  la 
substitution  de  à it  donne 

P 

et,  par  conséquent.  On  a cette  solution  de  notre  équation 
qui  renferme  un  nombre  indéfini  de  constantes  arbi- 

43. 
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traircs  C,  C,,. Or  on  a (n"  498) 


donc  on  peut  écrire 


J—x, 


La  série 


Ce“'  + C,  . 


est  propre  à représenter  une  fonction  arbitraire  de  e" 
ou,  si  l’on  veut,  une  fonction  arbitraire  de  x-,  si  on  la 
désigne  par  F (x),  la  valeur  de  u sera 


elle  se  réduit  à F (x)  pour  t = o,  et  par  conséquent  elle 
coïncide  avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (3)  du 
11°  822  quand  on  suppose  dans  celle-ci  f,  = o.  Toute- 
fois, il  faut  remarquer  que  la  formule  précédente  ne 
subsiste  que  si  la  fonction  F (x)  est  telle,  que  le  pro- 
duit e~‘‘'  F (x)  s’annule  quand  x devient  infinie. 

L’analyse  dont  nous  venons  de  présenter  un  aperçu, 
est  surtout  intéressante  au  point  de  vue  des  applications  à 
la  physique  mathématique;  les  traités  spéciaux,  tels  que 
celui  de  Poisson,  en  offrent  de  nombreux  exemples  ; 
aussi  croyons-nous  inutile  d'entrer  ici,  à ce  sujet,  dans 
des  développements  plus  étendus. 
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CHAPITRE  XII. 

DE  LA  MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


Définition  des  variations  d'un  système  de  variables 
qui  dépendent  de  l’une  d'entre  elles. 

824.  Soient  x et  > deux  variables  qui  dépendent  l’une 
de  l’autre,  en  sorte  que  l’on  ait 

(') 


Si  l’on  regarde  x et  j comme  des  coordonnées,  l’équation 
précédente  représentera  une  courbe,  et  si  l’on  veut  com- 
parer cette  courbe  à celle  que  représente  une  autre 
équation  quelconque 

(?)  .V=:/,(-r), 

on  .pourra  les  comprendre  l’une  et  l’autre,  cl  cela  d’une 
infinité  de  manières  différentes,  dans  une  même  famille 
dont  l’équation 

(3) 


renfermera  un  paramètre  variable  a.  La  fonction  F doit 
être  choisie  de  manière  qu’elle  ,sc  réduise  successivement 
à f et  à f quand  on  donne  au  paramètre  a deux  valeurs 
particulières;  par  exemple,  on  pourra  poser,  en  désignant 
par  x„  et  ot,  deux  valeurs  déterminées  quelconques  de  a, 


F(x,  a)  = /(x) -I 

® I ® I 
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car  celle  formule  donne 


Flx,  O.)  =/{x).  F(.r,  a,)  =/(x). 

Et,  si  l'on  veul  avoir  la  fonction  la  plus  générale 
F {x,  a)  qui  remplisse  la  condition  que  nous  exigeons, 
il  est  évident  qu’il  suffira  d’ajouter  à l’expression  que 
nous  venons  de  former  une  fonction  arbitraire  de  x et 
de  a,  assujettie  à la  seule  condition  de  s’annuler,  quel 
que  soit  x,  pour  x = «o  et  pour  x — ccf 

Lorsîpie  l’on  fait  varier  a de  ar„  à a,,  la  courbe  repré- 
sentée par  l’équation  (3)  coïncide  d’abord  avec  celle  que 
représente  l’équation  (i),  puis  elle  se  déforme  continuel- 
lement et  vient  enfin  coïncider  avec  la  courbe  représentée 
par  l’équation  (2). 

Si  l’on  veut  comparer  entre  eux  deux  aresdes  courbes  (i) 
et  (2)  compris  entre  les  ordonnées  qui  répondent  à deux 
valeurs  données  x„  et  X de  x,  on  pourra  supposer  que, 
quand  a varie  de  a„  à a,,  les  divers  points  du  premier 
arc  viennent  coïncider  respectivement  avec  les  points  de 
l'arc  de  la  seconde  courbe  ( 2),  en  se  mouvant  sur  des  pa- 
rallèles à l’axe  des  J' ; alors  les  points  des  courbes  (3) 
qui  répondent  à une  valeur  de  x comprise  entre  Xo  et  X 
seront  coire.spondants. 

825.  Quels  que  soient  les  arcs  des  deux  courbes  que 
l’on  veuille  comparer  entre  eux,  on  peut  toujours  consi- 
dérer le  deuxième  arc  comme  obtenu  en  déformant  le 
premier,  c’est-à-dire  eu  faisant  décrire  certains  chemins 
aux  divers  points  du  premier  arc;  les  extrémités  de  cba- 
cun  de  ces  chemins  seront  des  points  correspondants  des 
deux  courbes.  Mais  la  déformation  dont  je  viens  de  parler 
peut  se  faire  d’une  infinité  de  manières  différentes,  et 
c’est  ce  qu’il  nous  faut  expliquer  ici. 

Soient  AR  et  A,  B,  les  arcs  des  deux  courbes  que 
nous  voulons  regarder  comme  correspondants.  Nous  pou- 
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vons  choisir  arbitrairement  les  courbes  MN  et  M|  N|  sur 
lesquelles  se  mouvront  les  extrémités  A,  B tlu  premier 


"\ 


arc  pour  venir  coïncider,  après  la  déformation,  avec  les 
extrémités  A,,  B,  du  deuxième  arc.  Eu  outre,  en  ojréranl 
comme  nous  l’avons  fait  au  numéro  précédent,  nous 
pourrons  comprendre  les  deux  couibes  MN,  et 

cela  d’une  infinité  de  manières  différentes,  dans  une 
même  famille  de  courbes  qui  seront  représentées  par  une 
équation 

(4)  = 

où  t désigne  un  jiaramètrc  variable;  les  courbes  MN. 
M,  N,  répondront  à deux  valeurs  déterminées  du 

paramètre  t.  Soit  aussi 

(5)  £(x,x,a)  = 0 

l’équation  d’une  famille  de  courbes  qui  comprend  les 
deux  courbes  AB,  A,  B,  que  nous  considérons,  et  suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  ces  deux  courbes 
répondent  aux  valeurs  «i  du  paramètre  a. 

Les  systèmes  de  courbes  (4)  (^>)  détermineront  tous 

les  points  du  plan;  car,  si  l’on  fixe  les  valeurs  de  ,r  et 
dc_>  , ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  t et 
de  a.  On  peut  ainsi  regarder  x et  j comme  des  fonctions 
de  t et  de  a;  supposons  qu'on  tire  des  é(|uations (4)  et  (fi) 

(6)  x = cj,(i,ot), 
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Si  l’on  fait  varier  t en  regardant  a comme  constante, 
les  équations  (6)  détermineront  une  courbe  du  système  a, 
lequel  comprend  les  deux  courbes  données  AB,  A,  B,.  Si, 
au  contraire,  on  fait  varier  <x  en  regardant  t comme  con- 
stante, les  équations  (6)  appartiendront  à une  courbe  du 
système  f,  lequel  comprend  les  courbes  MN,  M|N,,  et 
chaque  courbe  du  système  t coupera  les  courbes  données 
et  les  autres  courbes  du  système  a en  des  points  que  l’on 
pourra  regarder  comme  correspondants. 

82(5.  Les  considérations  précédentes  s’étendent  d’elles- 
mèmes  au  cas  d’un  nombre  quelcon([ue  de  variables  qui 
dépendent  de  l’une  d'entre  elles.  On  peut  effectivement 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

Un  peut  loiijoui’f,  et  cela  ri' une  tii/iiiilê  de  manières, 
trouver  n Jonctions  Ÿ,  fl,...  de  deux  vaiiables  t 
et  a,  telles  qii  en  posant  généralement 

(7)  = a),  j = , * = I1(/,  ï),.  , 

on  ait  respectivement  pour  les  valeurs  a„  e/  a,  c/e  a, 

/8)  = .>='1'..^'.  3 = 0./). . 

/.r  = y,  (/),  = Z O,  , 

et,  pour  les  valeurs  /„,  t,  du  paramètre  t, 

I = j = Y,(ah  Z = 11, 'a' 

quelles  que  soient  les  fonctions  données  . . ., 

4>o,  4>,,  Ÿoe  •••  Il  est  cvidi  nl,  toutej'ois,  que  les  fonc- 
tions 4',,  rij,,...  doivent  être  égales  lespeclive- 
ment  à . . . quand  on  suppose  a = a„,  / = 

et  à 0.,  <jj,.  a,,...  quanti  on  suppose  a=a,  t = l^; 
pareillement  les  Jonctions  Ÿ,.  11,....  doivent  être 
égales  à cr„, . . . ou  à ■!,,  n,....  lorsqu'on 

suppose  a = a,,,  t = c,,  ou  a = a,,  t = t.. 
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Par  exemple,  si  l’on  pose 

«.!  = (t.)  = *,  (at.)  = A, 

4'('..  ï.)  = (f,  (/.)  = (a,)  = B, 

a.)  = y,  (/,)  = <t>,  (a,>  = C, 

4>  (/„  a,)  — ç,  — 4>,  (a,)  = D, 

on  pourra  prendre  pour<l>  (f,  a)  l’expression  suivante 


et  de  même  pour  les  autres,  Ÿ (/,  a),.... 

Les  équations  de  la  première  ligne  du  système  (8) 
définissent  un  système  quelconque  de  variables  qui  dé- 
pendent de  l’une  d’entie  elles.  Si  l’on  prend  x pour 
variable  indépendante,  elles  pourront  être  représentées 
par 

(lo) 

Pareillement  les  é(|ualions  de  la  deuxième  ligne  du  sys- 
tème (8)  déliiiissent  un  second  système  de  fonctions 

et  les  deux  systèmes  seront  compris  dans  le  système  plus 
général  défini  par  les  équations  (7)  ; ils  répondent,  l’un 
à riiypotbèse  a ==  a„,  l'autie  à l'bypotbèse  a = a,. 

827.  Supposons  que  l’on  attribue  à a une  valeur  quel- 
conque déterminée;  les  équations  (7)  définiront  un 
système  de  fonctions  j , x,...  delà  variable  x.  Si  l’on 
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pose,  en  outre, 
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dy  =y<ic. 


di  ==  z'  d.r , 


du  — tt'  dx , . . . , 


dy’=.y''dx,  dz'  — z"dx, 
dy"  — y’dx , dz"  = z"dx , 


du'  = u"  dx , 
du"  — u'elx , 


les  nouvelles  variables  ■)  ',  z',  u', , . . , y"  z",  u", . . . pour- 
ront être  exprimées  de  meme  que  x,  j-,  z,...,  en  fonc- 
tion de  t et  de  a.  Par  exemple,  la  dilTérentialion  des 
équations  (7)  donne 


dx  : 


d4>(f,  a) 

d/ 


dt,  dy  : 


d'ï  (t,  a) 
dt 


dt. 


dz=—^dt, 


et  l’on  en  ronclut 


d'V  (t,  a)  di'  (t,  a)  , rflt  (t,  a)  d1>  {t,  a) 

dt  ' dt  ' dt  ' dt  ' ' 


on  aura  de  même  )'",  z” ....  par  une  nouvelle  différentia- 
tion, et  ainsi  de  suite. 


828.  Les  variables  x,  z',...,  j" étant 

ainsi  exprimées  en  fonction  de  t cl  de  «,  regardons  t 
comme  constante  et  faisons  varier  a.  de  c/a;  x,  s,... 
prendront  des  accroissements  dont  les  expressions  seront 


d^{t,  a.)  d'‘t^(t,a\  rfa’ 

A.r  — -J f/a  — 

a a rta’  1.2 


, drit.a) 


a)  da.' 
da’  1.2 


Si  l’on  emploie  la  caractéristique  5 pour  désigner  les 
différentielles  des  divers  ordres  relatives  à la  seule  va- 
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riabic  a,  ou  pourra  écrire^lus  simplement 


Ax  = H h.  . . , 

1 .a 

Aj  = lî/  H -f- . . . , 

I . 7. 


àl 


et  I’ 


on  aura  aussi 


Ay  = i,'-f- 

I . 2 


Ai'  = àz'  -f- 


J’t' 


Les  différentielles 

Sx,  Sjr,  Sz,...,  sy,  Sz',...,  Sx",-.. 
sont  dites  les  varinlions  des  variables 

r ‘ .J  ' y.lf , 

**  > J ^ •''i  y J y ^ y ‘ • y J y 

elles  sont  relatives  au  passage  du  système  de  fonctions 
que  déterminent  les  équations  (y),  pour  une  eerlaine 
valeur  de  a,  au  nouveau  système  que  déterminent  les 
mêmes  équations  (y)  quand  a a crû  de  sa  différentielle  da. 
Mais  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  a = a„; 
le  système  (y)  coïncide  alors  avec  le  système  donné  (lo), 
elles  variations  dx,  6y,  oz,...,  aj',,..  se  rapportent  à 
une  altération  des  fonctions  de  ce  système  ; d'ailleurs  celte 
altération  est  arbitraire,  car  le  système  (y)  définit,  pour 
a = a,,  un  système  de  fonctions  arbitraires,  et  la  diffé- 
rence a,  — a,  peut  être  supposée  aussi  petite  que  l’on 
voudra. 
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Les  difiérenlieUes  deuxièmes 


J*.r 


sont  dites  les  variations  fin  deuxième  ordre  des  va- 
riables 


de  même 


■T.  r',---; 

3Kv,  3^y,...,  i'/,.. 


seront  les  variations  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 
Soit  généralement* 


V=  F{j:,  X,  Z, 


• ■ . y.  ï'.  • • 


\ 

• i 


une  fonction  des  variables  x,y,  z,..., y',  a',  — Les  fonc- 
tions Z,...  étant  définies  par  les  équations  (lo);  si  l'on 
substitue  au  système  (lo),  le  système  (y)  avec  lequel  il 
coïncide  pour  « = «oi  les  différentielles  successives  de  V 
relatives  à a prendront,  pour  a = <x^,  des  valeurs  qui 
seront  précisément  les  variations  des  ordres  successifs  de 
la  fonction  V. 

Les  variations  n’étant  pas  autre  chose,  comme  on  le 
volt,  que  des  différentielles,  les  règles  de  la  différentiation 
leur  sont  applicables,  et  l’on  aura,  par  exemple,  l'expres- 
sion suivante  de  la  variation  du  premier  ordre  dV, 


sy  = ——3x  + ~ Sx 

dx  dy 


dV  , , 


'/V  „ 


Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  sont 
applicables  au  cas  d’un  système  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes’,  mais  nous  ne  ferons  pas  ici  cette 
extension  que  ne  saurait  comporter  le  plan  de  cct  Ou- 
vrage. 
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Théorèmes  relatifs  à la  permutation  des 
caractéristiques . 

829.  Théorème  I.  — On  peut  intervertir  l’ordre  des 
opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  d et  S. 

En  efïei,  soit 


v = F(x,  r' — ) 


Les  variables  x,j,  étant  exprimées 

en  fonction  des  deux  variables  t et  a,  comme  on  l’a 
expliqué  plus  haut,  on  aura 

V=/(t,  «), 

où  l’on  suppose  que  a a une  valeur  détermiuée  a„.  Cela 
étant,  on  a,  par  déCnition, 


d\  = 


dl 


dt,  ^v  = 


df[t. 

da. 


da; 


les  variables  ( et  a étant  indépendantes,  leurs  différeii- 
tielles  dt  et  dat  sont  arbitraires  et  constantes;  si  donc 
on  différentie  les  deux  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à a,  la  deuxième  par  rapport  à t,  on  aura 

O ' " ^ /ÿ 

SdV  = T dlda,  dSV  — dldx, 

O a dt  ^ 

et,  par  conséquent  ( n®  60  ) , 

Sd\  = di\, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire. — On  a, quels  quesoient  les  entiers  rn  et 

â"d"'  \ = 

830.  Théorème  II.  — On  peut  intervertir  l'ordre  des 


Digitized  by  Coogle 


686  CALCUL  INTÉGRAL. 

opérations  exprimées  par  les  caraclerisiiqiies  J"  et  â, 

quelles  que  soient  les  limites  entre  lesquelles  l'intégra- 
tion doit  être  effectuée. 

En  effet,  soit 


V désigne  une  fonction  donnée 

V=  F(x,  Z,...  , j' , z', . . . , j",  z" ...  .) 

d’une  variable  indépendante  x,  de  diverses  fondions  y, 
Z,...  de  X et  des  dérivées  de  ces  fonctions  ; elle  peut  aussi 
dépendre  des  valeurs  de  x,j,  z,...,  jr\  z',...  aux  limites 
de  1’  intégration. 

On  peut  exprimer  x,jr,  z,...,j',  z',...  en  fonction  des 
deux  variables  t et  «,  mais  il  faudra  supposer  à a une 
valeur  déterminée  a,  apres  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  V.  Alors  si  t^  et  I,  désignent  les  valeurs  de  t qui 
répondent  aux  limites  ■*’u  pourra  écrire 


dt. 


.Maintenant,  pour  obtenir  oS,  il  faut  différentiel’  cette 
intégrale  par  rapport  à a,  et  comme  les  limites  t,  sont 
indépendantes  de  a,  la  différentiation  pourra  être  exécutée 


sous  le  signe 


/■ 


• On  aura  ainsi 

\dx 


3S: 


dl, 


mais  comme  dt  est  une  constante,  on  a d | 
donc 


fit 
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et,  cil  revenant  à la  variable  indépendante  jr, 


5S 


=r 


tlx 


Jx. 


On  écrit  aussi  quelciuefuis 

rîS=  r 'o'(Vf/r), 

Jx. 


eu  supprimant  le  facteur  dx^  qui  figure  en  nuniéraieur  et 


en  dénominateur  sous  le  signe 


/• 


et  en  sous-entendant 


alors  que  l’inlégralion  est  relative  à la  variable  indépen- 
danlex.  La  formule  précédente  est  conforme  à l’énoncé  du 
théorème,  et  elle  subsisic  quelles  que  soient  les  limites  Xo 
et  X, , qui  sont  constantes  quand  la  variable  x coïncide 
avec  /,  mais  qui,  dans  le  cas  général,  varient  avec  «. 


Expressions  des  variations  d’une  fonction  tt  de  ses 
dérivées,  en  fonction  de  la  variation  de  la  variable 
indépendante  et  d’une  variable  nouvelle. 

831.  Soit  J'  une  fonction  donnée  delà  variable  x. 
Posons  comme  précédemment 

(1)  dy-fclx,  df-f'dx 

et  faisons  aussi 

(2)  a — 3y  — y'ix, 
d’où 

Sy  y'  Sx  -y  a. 

Si  l’on  dilférenlie  la  première  équation  (1)  avec  la  carac- 
téristique J,  et  ré([ualioii  précédente  avec  la  d,  on  aura 

Sdy  =.  S}'  dx  -y  y'  S d.r , 
dSy  = djr'Sx  -t-  y'  dSx  -f-  da\ 
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comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  caractéristi- 
ques d et  d,  la  comparaison  de  ces  équations  donnera 

Sf'dx  = dy  ix  4-  dta. 


OU,  en  divisant  par  <fxcten  faisant  usage  de  la  deuxième 
é(]uation  (i), 


S/=y''Sx 


d 

dx 


Pareillement,  si  l’on  difTércntie  la  deuxième  équa- 
tion (i)  avec  la  5,  et  l’équation  précédente  avec  la  d,  on 
aura 


S dy  — s y dx  y èd.r , 
diy  = dy  J î-  -I-  y" dix  -\-  d , 


sydx=dy  Sx 

ou,  en  divisant  par  dx. 


, dui 


sy-. 


Il  est  évident  qu’en  continuant  ainsi,  on  formera  les  équa- 
tions 

f Sy  —y'  Sx  4-  w, 


S y =y  Sx  + 


(itti 

7S’ 


(3) 


' Sy"^y"Sx-y—, 


dx'~ 


qui  permettent  d’exprimer  les  variations  Jr  , ày',  oi 

parles  seules  quantités  dx  et  m. 
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832.  Au  moyen  de  ces  fonniiles  on  peut  oblenir  une 
expression  très-simple  de  la  variation  d’une  fonction 
quelconque  de  .r,  de  > et  des  dérivées  ■)  j . . . Soit 


(4) 


= r./.. >">•••, 


et  désignons  par 


(5)  il\  — Xiljc-t  Y f/jr  -t-  Y'tiy  -f- . . . -4-  Y'"' 


la  dillércnticlle  totale  de  V ; on  aura  {n“  828) 

(G)  lîV  — X -4-  Y5_r  Y'iîy'  -t-  . . -4-  Y^">  J/„. 

Si  l’on  retranche  les  équations  (5)  et  (6)  l’une  de  l’autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  il  viendra 

— Y(oj'  — x'Sjr)  Y'  {(iy'  — ô.r  ) -4- . . , 

■+-  Yi">  {3 y , — r^,Sj-), 


ou,  .à  cause  des  formules  (3), 

,)  .'V  ,/v  -4-  Y.  Y' ^ Y"  +...+  YK  . 

tl-r  dx  dx‘  dx" 

Si  la  fonction  V contient  d’autres  fonctions  de  r,  sa- 
voir : Z,  II,.  . . avec  leurs  déi  ivées  z',  it', . . . z" , u", . . . , 
il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  la  formule  (5)  les 
termes  nouveaux 


Zr/s  -4-  /J  dz'  -t-  . . . -4-  U du  -4-  du’  -4-  ■ . . , 

et  au. second  membre  de  la  formule  (G)  les  termes  ana- 
logues 

Ziîz -H  Z'Jj' -4- . . . -4- U iî«  -4- U' -4- 
alors  si  l'on  pose 

n =z  3 z — z'  3x , Su  — u'  Su  , , 
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Il  csl  évident  que  la  formule  (7)  continuera  à donner 
la  variation  5\ , pourvu  que  l’on  ajoute  au  second  membre 
les  termes 

Zd  -t-  Z'  ^ -t-.  . . + Uy  -I-  U'  — 

i/x  tir 


Calcul  de  la  variation  d'une  intégrale  définie. 

833.  Proposons-nous  de  déterminer  la  variation  de 
l’intégrale  définie 


-r 


ydx. 


Aous  supposerons  d’abord  que  V soit  indépendante 
des  limites  ^1  qu>  sont,  en  général,  variables  avec  a, 
et  qu’elle  ne  renferme  qu’une  seule  fonction  j de  x; 
ainsi  l’on  aura 

{2)  V = F[.r,  J-,/,  j",.  . 

En  différentiant  l’équation  (1)  avec  la  0,  on  a (n“  830) 


(3) 


5S 


(Vrf.r 


dx 


--  dx  ; 


d’ailleurs,  comme  on  peut  intervertir  l’ordre  des  diffé- 
rentiations ])ar  d et  5, 

3(\dx)zx,3Vdx-h  \dS.r-, 

on  a aussi  (n”  832) 

_ 3.r  dbt  , d”t^ 

S\  = d\  -t-Y«  -t- Y -P  -t-...-f-Yi")  — 

dx  dx  dx" 


en  posant 

dV  =zXdx  -t-Ydj-  -h  Y'tÇ'  -h  ..-h  Yi">  dt<"> 
cl 

01  = â i — y Sx . 
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On  conclut  de  là 

(4)  J(Vrf.r)=rf(Vo'x)H-|^Yro  + Y'~  +...+  Y(”-^~  ji/x; 


et,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donnera 


La  première  des  intégrales  contenues  dans  cette  for- 
mule est  égale  à la  différence  des  valeurs  que  prend  le 
produit  \âx  aux  limites  de  rinlégralet  parmi  les  inté- 
grales qui  suivent,  celles  qui  dépendent  des  dérivées  de  to 
peuvent  être  transformées,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  en  d'autres  où  nu  figure  que  la  seule  quantité  w. 
On  a effectivement 


/du 

Y'  — dx  = Y'u 

di 


— 1 

J 

' dx  ’ 

dY"  1 

V/-Y" 

iV.r 

udx , 


d’où,  en  prenant  x„  et  x,  pour  limites, 

S”'"' 

«i  pï.ç=.,.,.=|y-ÿ-"'jv 


t!.c. 


Si  l’on  pose,  pour  abréger  l’écriture, 

. , „ '/Y'  rf'Y"  , ^ 

il)  = “•••+^“''“^77^’ 

44 
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Ut 


|niis  ljuu  l’on  désigne  par  Fc,  F,  lc.s  valeurs  <]uc  prend  F 
aux  liniiles  de  I inlégralioii.  l’expression  (4)  Je  oU  de- 
viendra, à cause  des  formules  (6), 

(<))  ^S  = (r,  — r..  +1  k^u/t. 

• X, 

Si  l’on  remplace  ro,  i>ar  leurs  valeurs 

* tlJ'  ÜX-  * 

iJ  > — y'5x,  0)'  — oy" — v r<‘xpres- 

sion  (t)  de  F deviendra 


8iH.  ^ous  avons  supposé  (ju'il  n’entrait  dans  l’expres- 
sion de  V qu’une  seule  fonction  y de  x,  avec  tjuelques- 
nnes  de  ses  dérivées;  mais  il  est  évident  que  le  calcul  de 
la  variation  oS  se  fera  exactement  de  la  même  manière, 
si  V renferme  d’autres  fonctions  z,  avec  leurs  dé- 
rivées r',  z'\ ....  I/'.  ti",  ....  h'''’, — En  elfet,  si  l’on 

poS(‘,  comme  au  n“  832, 

CI  r_  5 r — t 5 X,  y Su  — u'  S r,.  . 
il  est  évident  que  la  formule  (4)  conlinnera  à donner  la 
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variation  o [S (Le) , pourvu  que  l’on  ajoute  au  seeniul 
membre  les  termes 


Z' 


f/.r 


-t-  + Z /■' 


(ICr. 

(/xi' 


J+lix*e* 


r/x« 


<hi  J 


analogues  h eeux  qui  dépemlem  «le  't>.  F.n  appliquant  à 
ees  nouveaux  termes  le  procédé  (|ue  nous  avons  employé, 
on  trouve  cette  expression  de  oS, 


(il)  i S — ( l'i  — r„  -f-  j (Km  -f-  H CT  -I-  G "t-  . . . f/.r, 

où  R désigne  la  quantité  déHnic  j>ar  la  formule  (7),  et 
où  l’on  fait  de  plus 


(12) 


rfU' 

r/.r 


c/’Z" 

■ ■ + (+'/ 

eiPZO’' 

iix- 

ftj^‘ 

t/>U" 

. .-t-  (—  é» 

cliver 

ch 

1/.X1 

En  outre,  F»,  F,  désignent  toiijouis  les  valeurs  que 
prend  F aux  limites  de  l'intégration,  c’est-à-dire  les  va- 
leurs qui  répondent  respectivement  à x = Xo  et  à 
x — x,\  mais,  à l’expression  générale  de  F donnée  par 
la  formule  (10),  il  faut  ajouter  de  nouveaux  ternies,  sa- 
voir ceux  qu’on  déduit  des  termes  déjà  écrits  et  qui  ren- 
ferment les  lettres  Y,  y,  en  remplaçant  respectivement 
ces  lettres  par  Z,  s,  puis  par  Ü,  //,  etc. 

835.  Eniin,  il  nous  reste  à examiner  le  cas  où  la  fonc- 
tion V dépend  des  valeurs  de  x,  ) , ) ;. 

z',  aux  limites  de  l’intégrale. 

Dans  ce  cas,  la  variation  de  V dx  se  composera  de  deux 
parties,  savoir  celle  que  l’on  obtient  sans  faire  varier  les 
quantités  qui  se  rapportent  aux  limites,  et  celles  que  l’on 
obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces  seules  quantités. 
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Nous  avons  considéré  la  première  partie  aux  numéros 
précédents,  et,  si  l’on  représente  par  la  caractéristique  à' 
les  variations  relatives  aux  seules  limites,  la  seconde 
partie  sera  3'  {\ Jx)  ou  3'\ilx.  Il  suffira  donc  d’ajoutei- 
à l’expression  (li)  de  3S  le  terme 


/•■e, 

. = I S'WtIx. 


On  a 
d\  , 


1 dV,  d\  . , rfV  , , d\ 

Ÿ T.  ^ 

1 dV  ^ rfV  . dS  ^ , rfV  , („  dV  . 

-f-  —Sx,  -Jf  — Syx-^-  —y  o/,  Sz,+.... 

f/j,  dy,  dy,  dy"  '>  dz. 


d’où,  eu  intégrant, 

\=o'x.  r 


’-e,  dV 


dx- 


r^%  d\ 

°v 

• r • 


dx-f-  . 


. r''dv^  , ^ c^'  ^ r^<d\ 

„r,J  ,-d.^f.r.J  J ^ 

si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

(15)  y=r, -r.  4-A, 
l'expression  complète  de  oS  sera 

(16)  SS  ~ Çi  -j-  I (Ku  + Ha-4-Gj^-l-..-)  dx, 

et  l’on  voit  que  les  termes  introduits  dans  g par  A sont 
de  même  forme  que  reux  qui  existaient  déj.à. 


dxH-, 


Autre  manière  de  calculer  la  variation  d' une  inlê/^rale 
définie. 

83G.  Au  lieu  d’appliquer  la  formule  générale  que  nous 
avons  obtenue  au  numéro  précédent,  il  est  souvent  préfé- 
rable, dans  les  applications,  de  procédera  une  recherche 
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directe.  On  peut  alors  se  dispenser  d'introduire,  comtiic 
nous  l'avons  fait , les  quantités  o),  tj,...,  en  dirigeant  le 
calcul  conime  il  suit.  L’intégrale  proposée  étant 


on  a,  comme  on  l’a  vu, 
d'S 


Jr-’’’ 3(Vth-\  , 

1. 


mais  nous  écrirons  simplement 


JS 


= J J(Vr/.r), 


sans  désigner  la  variable  par  rapport  à laquelle  se  fait 
l’intégration;  les  valeurs  que  prend  cette  variable  quand 
on  a x = x„,  X = X,  devant  être  prises  pour  limites  de 
l’intégrale. 

Cela  posé,  V est  une  fonction  de  x,_y,_y',...,  s,  z' , 

mais  nous  introduirons,  au  lieu  des  dérivées  y', 9^",.... 

les  différentielles  des  variables  x,  j',  z,...,  la  va- 
riable indépendante  étant  le  paramètre  /,  dont  la  varia- 
tion est  nulle.  Comme  on  a 


<iy 

dx' 


■/’  — 


dxtl^y  — dYd‘‘x 

dTo  ’ 


dz 

lu' 


\ (/x  deviendra  une  fonction  de  x,j,  z,..  ,flx,  (/y,  dz,..., 
fi‘x,  il'y,  z,,..\  en  différcntiaiit  ce  produit  avec  la 
caractéristique  0 et  en  remaripiant  qu’on  peut  intervertir 
l’ordre  des  opérations  exprimées  par  d et  0,  on  aura  un 
résultat  de  cette  forme 


S{\dx)  — XJx  -y  X,dSx  -f-  X:d>5x  -y.. . 
-I-  Y,  J/  -H  Y,  f/ 3y  -y  Y,d^  5y  -y  . . . 
-f-  Z.  3 Z -y  Z d3z  -f  Z,  d^ôz  y.  . 
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Les  clirrérentiatlons  exprimées  par  d se  rapporteni  à la 
\ariablc  /,  et  l’intégralion  par  parties  donne 


Ç X,  rf  5a-  = X|  lîx  -I- J" rt  X,  Sx, 


5a-~Xa</5j f/Xi5x-t- 


fd^X,Sx, 


et 


jY,dSyz=Y,  Sy  - f r/Y,  Sy. 
J Y,  d^Sy  = Y,  dSy  — dY,  S y -+- 

fd’Y.Sy, 

d 

■ conséquent,  si  l’on  pose 

X = X.—  rfX,  +^/'Xa-. 

• • » 

Y —Y.  — dY,  -+■  d‘Y,  — . 

• • y 

Z = Z,  — </Z,  -t-  rf’Z,  — . 

r = (X.  — rfXa  4-. . .)  Sx  -4-  (X,  — . . 

. ) 5 </.r  -+• . . 

+ (Y. -r/Y,  +(Y, 

.)Sdy  +.  . 

{Z,  — ^/Zj  -4- -f*(Z..  — . 

.)  Sdz 

puis  qu’on  représente  par  Fo,  Fj  les  valeurs  de  F aux 
limites,  pour  lesquelles  on  a respectivement  x = .ro, 
j = >o...  et  .T  = T,,  7 on  aura 


SS 


=.-{r,—  r.)  -f-  ;X5j:-+- YJj  + Z5Z  + 


et  si  X est  la  variable  par  rapport  à laipielle  s'exéeiile 
l'intégration,  on  devra  écrire 


JS  = (r, 


, / •* 


tix 


dx. 
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Nous  avons  supposa  ici  que  la  fonction  V est  indépen- 
dante des  valeurs  que  prennent  les  variables  aux  limites; 
mais  si  le  contraire  a lieu,  il  suHira  d'ajouter  à l'expres- 
sion précédente  de  SS  les  nouveaux  termes  dont  nous 
avons  fait  le  calcul  au  n°  833. 

La  formule  précédente  coïncidera  avec  celle  du  n“  83;'). 
si  l'on  y remplace  S y,  Sz,. . . par  les  expressions 

</)■  . rfz  , 

-^ox-v-w,  0 X -t- Bj, . . . ; 

a.r  ax 

par  cette  substitution,  la  quanti  té  Xdx-t- Y d)  -t- Z lî  Z H- 
se  réduit  à 

tix 


il  en  résulte  que  l’on  a identiquement 

XiLr  + Ydy  -(-  Zrfz  -t- . . . = O, 

et  que  Y,  Z, . . . ne  sont  autre  chose  que  les  quantités  dé- 
signées par  K,  H,.  . .,  au  numéro  cité. 

837.  Nous  avons  calculé  la  variation  de  l’intégrale  dé- 
liuic  S,  dans  l’hypothèse  la  plus  générale  et  en  suppo- 
sant une  altération  quelconque  dans  le  système  des  fonc- 
tions de  x que  nous  avons  désignées  par  y,  z,.  . . . Si  l’on 
suppose  que  la  variable  x coïncide  avec  la  variable  t dont 
la  Variation  est  nulle,  les  limites  Xo,  x,  seront  constantes, 
et  l'on  aura  généralement  5x  = o.  Alors  les  quantités 
désignées  par  w,  o, . . . ne  sont  autre  chose  que  les  varia- 
tions d) , dz.  . . . L’expression  de  JS  se  réduit  alors  n 


à S 


, , r'‘Yoy  -yZ^z  — . . 


fij  ^ 
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Objet  de  la  méthode  des  varintions. 

838.  La  méthode  des  variations  a été  imaginée  par 
Lagrange,  dans  le  but  de  résoudre  certains  problèmes  de 
maxima  et  de  minima  d’une  nature  particulière,  mais 
elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  d’autres  ques- 
tions diverses.  Dans  les  problèmes  de  maxima  et  de  mi- 
nirna  dont  je  viens  de  parler  il  s’agit  de  déterminer  des 
fonctions  d'une  variable  Indépendante,  de  manière  h 
rendre  maximum  ou  minimum,  une  certaine  intégrale 
définie  où  figurent  ces  fonctions.  Quelques  problèmes 
de  ce  genre  avaient  été  résolus  avant  Lagrange;  en  voici 
un  exemple  : 

Trouver  une  courbe  plane  CMD  qui  passe  par  deux 
points  donnés  C,  Det  qui  soit  telle,  que  l'aire  engendrée 
par  l'arc  CD  en  tournant  autour  d’un  axe  situé  dans 
son  plan  soit  un  minimum. 

Si  l’on  choisit  deux  axes  rectungulairos  Oa:",  O ) , dont 
le  premier  coïncide  avec  l’axe  de  révolution,  que  l'on 


«'  A Par 


mène  les  ordonnées  CA,  DB  des  extrémités  C,  D,  et  que 
l’on  fasse  OA  = ar,,  OB  = r, , la  surface  engendrée  par 
l’arc  de  courbe  CD  sera  égale  à awS,  en  désignant  par  S 
rinti’grale 
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II  s'agit  donc  ici  de  trouver  quelle  est  la  fonction  de  x 
qu’il  faut  substituer  hj,  pour  que  la  valeur  de  S soit  un 
minimum. 

Au  lieu  de  se  donner  les  extrémités  C et  D de  l’arc  de- 
mandé, on  peut  supposer  que  ces  points  soient  seulement 
assujettis  à la  condition  d’être  situés  sur  deux  courbes 
données;  la  question  se  ramènera  encore  à trouver  le 
minimum  de  l’intégrale  S,  mais  ici  les  limites  Xo,  x,  ne 
seront  plus  données. 


Recherche  des  valeurs  maxima  et  niinima  d'une 
intégrale  déjinie. 

839.  Soit  l’intégrale  définie 

S = I ’vrfx. 

où  l’on  suppose 

V = F[x,  y,r', . Z,  z',. z<p\.. 


y,  2,.  . . étant  des  fonctions  de  x,  et  y'i  j" y • • •■>  z',.  . . 
désignant  comme  précédemment  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. La  fonction  V peut  dépendre  aussi  des  valeurs  que 
prennent  les  variables  aux  limites  de  l’intégrale;  quant  à 
ces  limites,  elles  sont  données  ou  assujetties  à certaines 
conditions.  Cela  posé,  il  s’agit  de  déterminer  les  fonc- 
tions V,  2,...  qui  répondent  à un  maximum  ou  à un 
minimum  de  S. 

Le  système  des  fonctions  qu’il  faut  trouver  et  tel  autre 
système,  aussi  peu  différent  du  premier  que  l’on  voudra, 
peuvent  être  compris,'  comme  on  l’a  vu,  dans  un  sys- 
tème plus  général,  qui  dépend  d’un  paramètre  a.  Dans  ce 
dernier  système,  toutes  les  variables  x,  j , r,...  ainsi 
que  les  dérivées  J'',  ... , z\...  sont  exprimées  en 

fonction  d’une  variable  nouvelle  t et  du  paramètre  a,  et 
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la  même  cliosc  a lieu  pour  les  valeurs  parliculièies  que 
preniienl  les  mêmes  variables  aux  limites,  lesquelles  tlc- 
pemlroiit  des  limites  de  t et  du  paramètre  ».  Après 
la  substitution  des  valeurs  de  X,  y. . . . , l’expression  de  S 
deviendra 


ce  qui  se  réduit  à une  simple  fonction  du  paraincire  x. 

Ainsi  l'on  se  trouve  ici  dans  le  cas  ordinaire  du  maxi- 
mum et  du  minimum,  [.a  condition  nécessaire  pour  le 

maximum  et  pour  le  minimum  est  que  la  dérivée  ^ ou 

la  différentielle  soit  nulle  ; or,  cette  différentielle 

<za 

n’est  autre  chose  que  la  variation  de  S;  donc  la  condi- 
tion dont  nous  parlons  est  simplement 

iS  = O. 

Mais  on  sait  qu’elle  n’est  pas  suflisanle.  Il  faut  en  outi-e, 

, . f/’S  f/'S  , , . , . 

pour  le  maximum,  que  — — ou  — — rfa  soit  iicsative  et. 
* aa‘  rfa' 

pour  le  minimum,  que  la  même  différentielle  soit  posi- 
tive; cette  différentielle  est  précisément  la  variation  du 
deuxième  ordre  d*S;  donc  il  faut  que  l’on  ail 

J'S<o 

pour  le  maximum,  et 

J'S>o 

pour  le  minimum.  Dans  le  cas  de  d’S=o,  il  faudrait 
pour  le  maximum  et  pour  le  minimum  que  l’on  eût  aussi 
d’S  = o.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  celte  discus- 
sion qui  n’a  pas  d’objet,  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
on  sait,  par  la  nature  de  la  question  à résoudie,  s’il  y a 
réellement  maximum  ou  minimum.  Aussi  nous  borne- 
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roiis-uous  à étudier  la  condition  oS  = o coinmunc  au 
maxiiuuin  ou  au  minimuui. 

8i0.  C\S  Ol  V >E  CORTIF.NT  SEI  I.Ë  FOMITIO.X  y 

UE  X.  — Alors  on  a,  dans  l’iiypotlièse  la  plus  générale, 
d’après  la  formule  (i6)  du  11°  835, 

*•*1 

'ÎS  ^ y J K U tl.f. 

La  rondilion  oS  o exige  (]uc  l’on  ail  séparément 
(j=ro,  K = o. 

Kn  effet,  supposons  que  l’on  ait  lixé  les  tariations  rela- 
tives aux  limites.  Comme  la  df'formation  qui  résulte  des 
variations  du  paramètre  a est  enlièrerneiit  arbiiraiie,  la 
foiK'lion  O)  est  elle-même  arbitraire,  et  si  K n’est  pas  nul, 
on  peut  choisir  o)  de  manière  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  X comprises  entre  Xo  et  x, , elle  ait  constamment  le 
signe  de  K ou  conslainment  un  signe  contraire  à celui 

de  K.  Alors  l’intégrale  'üi/x  aura  une  valeur  diffé- 

rente  de  zéro,  et  elle  sera  positive  ou  négative  à volonté; 
par  eonsétpienl  ([uelque  valeur  que  l’on  suppose  à (j,  on 
pourra  faire  en  sorte  que  dS  ne  soit  |)as  nulle.  La  condi- 
tion du  maximum  et  du  luinimum  exige  donc  que  l’on  ail 

II)  K = o, 

et  il  en  résulte  nécessairement  qu’on  doit  avoir  aussi 

(2) 


Soit 


et 


Y -Ulyi  "' 


<i\ L.,  X</x  -f- \i!j  -H  Y'  </y  -4-  . 

l’équation  (1)  pourra  être  mise  (n"  833)  sous  la  forme 

</=Y"  , ^/’Y  ”■  _ 

• • ■ -F  V ^ --  **• 


i3. 


Digitized  by  Google 


CALCUL  I^TÉCRAL. 


70a 

C’est,  comme  ou  voit,  une  équation  diiTérentielle  dont 
l’ordre  sera  en  général  2//,  et  son  intégrale  renfermera 
2/1  constantes  arbitraires.  Supposons  qu’on  ait  trouvé 
cette  intégrale  et  représentons-la  par 

(4)  C„C, C,„); 

l'équation  (4)  fera  connaître  la  fonction  inconnue  ) , et 
il  n’y  aura  plus  qu’à  déterminer  les  an  constantes  C,, 
C,,.  . . , Ct„,  de  manière  à satisfaire  à la  condition  (a). 
Il  faut,  à cet  égard,  distinguer  plusieurs  cas. 

1“  Si  les  valeurs  jo- y',....,  r,,  ^ 

J relatives  aux  limites  sont  données,  les  variations  de 
ces  quantités  seront  nulles  et  l’équation  (2)  sera  satis- 
faite d’clle-mème.  Diflércntions  n fois  l’équation  (4), 
nous  aurons  des  résultats  de  cette  forme  : 

/ .r'=/o;x,  C,.  C,,...,  C.,„). 

1 c„  C,,...,  C,J. 

/ 

I Ji-- >=/i*-J(x,  c,,  C,,....C„}. 

Remplaçant  alors,  dans  les  équations  (4)  et  (5)  X^j', 
d’abord  par  x»,  )«,  j',"  puis 

par  X,,  J’,,  jr',,.  ■ on  aura  un  système  de  a// 

é(|uations,  savoir  : 

C|>  c,,  . . . , C;„), 

1 K,  c,,  c.,...,  C,„), 


(6)  ' 

I I — y I ) » b,  , . . . , Cm  ) , 

I /,=/(■)  (x,,  c,,  c,....,  Cm), 


qui  serviront  à déterminer  les  an  arbitraires. 
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a”  Si  l’oa  donne  seulement  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  a«  quantités  jCo,  T,"  J'i.T'n---- 

jr)"  OU  plus  généralement  si  l’on  donne  / équations 

(7)  M,  = o,  M,  = 0,  M,  = o, 

auxquelles  ces  (juantités  doivent  satisfaire,  on  dilléren- 
tiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  d;  les  équa- 
tions résultantes 


rfM, 

dr. 


r/M,  , 


dM,  , 

■ . . . -f  — d.r, 

d.r, 


r/M, 

d.r. 


Sar,  + 


f/M, 


«y,  -t- . . . -t- 


rfM, 

lix, 


S.r,  -i-  . . . — O, 


permettront  d’exprimer  / variations  eu  fonction  des 
an  -f-  a — / autres;  on  portera  las  valeurs  de  ces  1 varia- 
tions dans  l’équation  (2),  et,  comme  les  variations  res- 
tantes sont  arbitraires,  il  faudra  égaler  à zéro  leurs 
coefficients.  On  obtiendra  ainsi  an -)- a — / équations, 
qui,  réunies  aux  équations  (6)  et  (7),  compléteront  le 
nombre  4«  + * d’équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  an  arbitraires  et  les  an-f-a  quantités  relatives  aux 
limites. 

3”  Si  aucune  relation  n’est  donnée  entre  les  quantités 
aux  limites,  les  variations  de  ces  quantités  resteront  ar- 
bitraires, et  l’équation  (2)  se  décomposera  en  an -4- a 
équations  distinctes;  ces  équations  suffiront  avec  les  an 
équations  (6)  pour  déterminer  les  4«  -l-  2 inconnues.  Ce 
cas  est  compris  dans  le  précédent,  en  supposant  le  nom- 
bre / réduit  à zéro. 


Remarque.  — Il  peut  se  faire  que  l’ordre  de  l’équa- 
tion (3)  s’abaisse  au-dessous  de  an,  et  cela  arrivera  ué- 
ccssaircmcnt  si  V est  linéaire  par  rapport  à la  dérivée 
ce  cas  ne  saurait  olfrir  de  difficultés,  et  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d’examiner  les  modifications  qu’il  exige. 
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841.  Cas  où  V coiütient  PLcsiEuns  fonctioks  de  x. — 
Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  V renferme 
U fonctions  •) , z,  de  x , avec  quelques-unes  de 

leurs  dérivées,  et  nous  supposerons  d'abord  qu’il  n’existe 
aucune  relaiion  donnée  entre  les  fonctions  >,  z,  u... 
et  la  variable  indépendante  x.  Alors  la  variation  de  l'in- 
tégrale 

sera  ( n"  835) 


Vrfx 


/ ■ 

^S  = (j-4-  I ^ K w -4-  H O -t- G -f- . . . ) t/i', 

- 

et  je  dis  cpic  la  condition  dS  = o exige  que  l’on  ait  sépa- 
rément 

K = o,  Ur=:o,  G = o,.... 
et 

Çj=o. 

En  ellél,  supposons  que  K,  II,  G . . . ne  soient  pas 
toutes  milles,  et  que  l’on  ait  fixé  les  variations  aux 
limites;  les  fonctions  co,  c;,  . . . étant  arbiu  aircs,  on 

peut  les  choisir  de  manière  que  pour  chaque  valeur  de  x 
comprises  entre  et  x,  elles  soient  respectivement  de 
même  signe  que  K,  H,  G,...,  ou,  si  l'on  veut,  île 
signes  contraires  à K,  H,  G....  Alors  l’intégrale  qui 
ligure  dans  l'expression  de  oS  aura  une  valeur  dillérenle 
de  zéro  et  dont  le  signe  peut  être  pris  à volonté;  il  en 
résulte  qu’on  pourra  toujours  faiie  en  sorte  que  àS  ne 
soit  pas  nulle.  Ainsi  l’on  doit  avoir. 

K o , H = Il , G o , . . . , 
et  par  suite  aussi 

= o , 

Les  premières  équations  constituent  un  système  d’é- 
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quations  simultanées  dont  on  devra  d'abord  chereber  les 
intégrales.  Il  faudra  ensuite  satisfaire  à l'cquaiion  ^ = o 
et  déterminer  les  arbitraires  introduites  par  l’intégra- 
tion, ainsi  que  les  quantités  aux  limites,  si  celles-ci  ne 
sont  pas  données;  cette  recherche  n'offre  aucune  diffi- 
culté, après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent! 
la  marche  à suivre  est  en  effet  exactement  la  même. 


842.  Il  nous  reste  à examiner  le  cas  où  V renferme 
plusieurs  fonctions  j , z,  u, . . . de  x,  liées  à la  variable 
par  une  ou  plusieurs  équations  données.  Soit 


J,  *,  U,.  ..)  — 0, 

une  telle  M]uation.  En  la  différentiant  avec  la  caracté- 
ristique 5,  puis  avec  la  d,  on  a 


. r/4>  ^ </<f> 


(î  O , 


. dtp 

---  d.T  -I rf)  H — rfs  -4- 

<lr  dy  ta  du 


:o; 


si  l’on  retranche  CCS  équations  l'une  de  l'autre  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  et  en  se  rappelant  que  l’on  a 


dy 

ix 

dx 

— : w , 

Sz- 

0 j:  = 0 , 

dx  ' 

viendra 

d 4* 

d 4» 

w -f* 

”7  ' 0 

-4“  -7— 

y+...=  o. 

dy 

dt 

du 

Ainsi,  à chaque  équation  donnée  entre  x,  y,  z,  u,.  . . 
répond  une  équation  linéaire  entre  &),  o,  Si  le 

nombre  de  ces  éi|uations  est  égal  à i,  on  [lourra  exprimer  / 
des  quantité^  u,  o,  )j,.  . . en  fonction  des  fi  — i autres, 
et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  l’expression 
H.  45 
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de  5S,  il  viendra 


SS: 


y 


H'i 


G'x 


! cLr. 


Les  P — /fonctions  restantes  w,  o,  étant  arbi- 

traires, le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre 
que  l’on  a 

K'  = o,  H'  = o,  G'  = o,... 

avec 

Les  premières  équations  jointes  aux  i équations 
données  z,  a. . . .)  = 0,.  . . constituent  un  sys- 

tème de  fl  équations  simultanées  qu’il  faudra  intégrer. 
L’équation  Çj  = o servira  ensuite  à déterminer  les  arbi- 
t>  aires  et  à achever  s’il  y a lieu  la  détermination  des 
quantités  aux  limites. 

Supposons  que  la  fonction  V ne  renferme  que  deux 
fonctions  y,  z liées  à x par  la  relation 


♦ r.  Z;  = O, 


on  aura 


a ^4> 


rf<^  , dr 

— U -f-  — — 0=0,  d ou  VS  ~ j— 

dr  dz  d<i> 


puis 


ss  = g + 


I 


az  dy 

~~  dV 

dz 


dz 


mdxy 


les  conditions  du  maximum  et  du  minimum  seront  donc 


K 


dz 


H 


dy 


O et  Çj  = o. 
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D'une  classe  particulière  de  rnaxima  et  de  minirna 
relatifs. 

843.  Après  avoir  moijtré  comment  on  peut  trouver  les 
conditions  du  maximum  ou  du  minimum  d’uiic  intégrale 
déGnic 


quand  on  ne  s’impose  aucune  restriction , nous  avons 
considéré  le  cas  où  les  variables  qui  Ggurent  dans  la  fonc- 
tion V sont  liées  entre  elles  par  des  équations  données. 
11  peut  arriver  aussi  que  les  équations  de  condition  ren- 
ferment, soit  des  dérivées  des  fonctions  inconnues,  soit 
une  ou  plusieurs  intégrales  délinics.  Il  n’eiitre  pas  dans 
notre  plan  de  développer  la  solution  générale  de  cette 
question;  Il  nous  suffira  de  traiter  le  cas  le  plus  simple, 
celui  dans  lequel  ou  se  propose  de  rendre  maximum  ou 
minimum  l’intégrale  S,  en  Imposant  la  condition  nou- 
velle ([u’une  deuxième  intégrale  déGnic 


ait  une  valeur  donnée  l.  Dans  ce  nouveau  problème,  qui 
se  ramène  sans  difficulté  à celui  du  n”  840,  il  s’agit  de 
trouver  les  conditions  d’un  maximum  relatif  ou  d’un 
minimum  relatif. 

Nous  raisonnerons  ici  comme  au  n"  839  ; le  système 
des  fonctions  inconnues  et  tel  autre  système  aussi  peu 
différent  du  premier  que  l’on  voudra,  peuvent  être  com- 
pris dans  un  système  plus  général  qui  renferme  un  para- 
mètre «.  De  plus,  dans  ce  système,  toutes  les  variables 
s’expriment  par  une  même  variable  t indépendante  de  a, 

45. 
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en  sorte  que  S et  S'  sont  des  fonctions  de  a.  Mais  la 
seconde  de  ces  fonctions  doit  se  rt^duirc  à 'une  constante, 
puisque  l’intégrale  S' doit  conserver  la  môme  valeur  dans 
le  passaged’un  système  de  fonctions  à une  autre;  on  aura 
r/S' 

donc  -r—  = O,  d’ailleurs  la  condition  du  maximum  ou  du 

du. 

minimum  sera  ^ = o,  comme  au  ainsi  l’on  aura 

ax 

(3)  JS  = o,  JS'  = o. 


84i.  Supposons  d’abord  que  V et  V'  ne  renferment 
qu’une  seule  fonction  -)  de  la  variable  x\  les  expressions 
de  dS  et  de  dS'  pourront  être  mises  (n"  833)  sous  la 
forme 

(4)  (îs  = g+  r ‘Kurfx,  is'  = g'-t- 

Jr.  V 

g',  R',  désignant  des  quantités  analogues  à Ç,  K,  respcc 
tiveinent.  Posons,  avec  Caiicby, 


X 


K'wrfo:, 


(5) 


K'wrfr — 


on  aura,  en  différcntiaiil, 

((>)  K'6>  = ÿ'('T),  d’où  01  — ^ • 

K. 


Comme  ^{Xa)  est  nulle  d’après  la  formule  (5),  l’expres- 
sion de  dS'  sera 

(7'  JS'  = g'-4-^(.r.), 

et  celle  de  dS  deviendra,  en  remplaçant  w par'  sa 
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L’intégration  par  parties  donne 


par  conséquent,  si  l’on  désigne  par  K,,  K'^  les  valeurs 
de  K et  de  K'  pour  x = jr,,  on  aura,  à cause  de  = o, 


(8) 


(îS  — ti*  -I- 


K'. 


<l.v 


i^[jr)dx. 


La  fonction  ip  (x)  est  entièrement  arbitraire;  elle  est 
assujettie  seulement,  par  sa  définition,  à s’annuler  pour 
X = X». 

Cela  posé,  on  voit,  par  la  formule  (7),  que  la  condi- 
tion dS'  = O,  équivaut  à 

ce  qui  réduit  la  formule  (8)  à 


La  fonction  (p  (x)  pouvant  être  choisie  à volonté,  le 
raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n“  840 
montre  que  la  condition  dS  = o exige 


(ît) 


K, 

K 


7 t,”  = o. 


K 

dx 


La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  l'intégration, 
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K 

^=-«,  ou 

(lO) 


K + oK'  = o, 


a l'ianl  une  constante  arbitraire;  la  première  équa- 
tion (q)  devient  ensuite 


{><) 


G+  a (é  = O . 


Les  é‘quations  (lo)  et  (ii)  sont  les  conditions  dcrmandées 
du  maximum  relatif  ou  du  minimum  relatif;  on  voit 
qu’elles  sont  aussi  les  conditions  du  maximum  absolu 
ou  du  minimum  absolu  de  l’iiuégrale 


(ta) 


S + tiS'=  J '(V-(-aV')</r, 


en  sorte  que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  se 
trouve  ramené  à celui  qui  a été  résolu  au  11“  840.  A la 
vérité,  nous  avons  ici  une  constante  arbitraire  a de  plus; 
mais  nous  avons  aussi  une  é(|ualion  nouvelle,  savoir 

S'=  /. 

845.  L’analyse  précédente  s’applique  sans  modifications 
au  cas  où  V et  V'  renferment  plusieurs  fonctions  y,  r, . .. 
de  la  variable  indépendante  x.  On  a effectivement 


posons 


î S — Ç “t“  j ( K.  ca  -f-  H c 
S'  = f/  -h  I ‘ K'o.  -H  H'o  -I-  . . . ) dr  ; 

£ 


{ K'  w 4-  H' O -t-  . . . ) t/j  = ç (x) , 

d’où 

K’w  -I-  H'n  -t-  . . . = ÿ'  I “ = 


H' 


K'  k'  ° 
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on  aura  y(.r,)  = o,  et  la  condition  5S' = o donnera 
(p  (jr,  ) = — Ç';  en  outre  l’expression  de  dS  deviendra 


CT  •+  . 


dx-. 


d’ailleurs,  l’intégration  par  parties  donne,  à cause  de 
ç(x, 


X 


K 


djc 


f{x)il.r. 


et  il  en  résulte 


Les  fonctions  <p(x),cj,...  étant  arbitraires,  la  condi- 
tion oS  exige 

.K 

K'  H K 

= îP  = ïc 

avec 


o. 


La  première  de  ces  équations  donne  ^ = une  constante 

— par  conséquent  les  conditions  du  maximum  ou  du 
minimum  relatif  dont  nous  nous  occupons,  seront 


K-t-aK'  = o,  II-f-«H'=o,..., 

avec 

CJ+aÇ=o; 

ce  sont  bien  les  conditions  du  maximum  absolu  ou  du  mi- 
nimum absolu  de  l’intégrale  S -+-  aS'. 
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Remarques  sur  quelques  cas  particuliers. 


8k).  Les  cas  des  niaxima  ou  des  minima  relatifs  se 
ramenant  à celui  du  maximum  ou  du  minimum  absolu, 
nous  ne  considérerons  ici  que  ce  dernier  cas. 

Reprenons  la  formule 


et  supposons  que  V ne  renferme  qu’une  seule  fonction^ 
de  X avec  ses  deux  premières  dérivées  y' ly" • Si  l'on  jiose 


et 


ils  ; 


V =/(•>:,  r.  r'.  y"). 

: yidx  -t-  \dy  -t-  YV(>'  -f-  Y'rf/', 


la  fonction  inconnue  j dépendra  de  l’équation  différen- 
tielle 


(>) 


Y — 


d\'  f/'Y" 


dx 


dx^ 


qui  sera,  en  général,  du  quatrième  ordre.  Nous  allons  in- 
diquer quelques  cas  généraux  dans  lesquels  on  peut  eilec- 
tuer  immédiatement  une  ou  deux  intégrations. 

i"  Si  N ne  renferme  pas  _)  et  que  l'on  ait,  en  consé- 
quence, 

V=/(a-,  /,  /'), 


Y sera  nulle,  et  alors  l’équation  (i)  se  réduit  à 
dX’  il'X" 


dx 


dx^ 


en  intégrant  et  en  désignant  par  C une  constante,  il  vient 


dX" 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  Xli. 


713 

ce  qui  est  une  équation  du  troisième  ordre,  en  général. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  lorsque  V ren- 
ferme un  terme  du  premier  degré  en  y ; car,  dans  ce 
cas,  Y est  constant,  et,  en  intégrant  l’équation  (1),  on  a 


Y.r 


Y' 


2"  Supposons  que  V ne  renferme  pas  x et  que  l’on  ait 
\=/{y,y,  jy"). 

Si  l’on  résout  l’équation  identique 

rfV  = Yrf/  -(-  Y'df  T'tiy 


par  rapport  à Y,  et  qu’on  porte  la  valeur  obtenue  dans 
l’équation  (1),  celle-ci  deviendra 


rfv  - (Y'./y ./rj  -H  ./r  - YV/')=  O, 

ou,  à cause  de  rfj:,  dj  ' =y"dx. 


le  premier  membre  decette  équation  est  une  dill'érentielle 
exacte  j en  l’intégrant  et  en  désignant  par  C la  constante, 
on  a 

(3)  v-y(^Y'-Æ)-YV'=c, 

équation  dllTércutielle  qui  est,  en  général,  du  troisième 
ordre. 

3“  Supposons  que  V ne  renferme  ni  x ni  et  que  l’on 
ait 

y =./[/,  y). 

ün  se  trouve  à la  fois  dans  les  deux  cas  que  nous  venons 
d’examiner,  et,  à cause  de  Y = o,  on  aura  ces  deux  inté- 
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grales  premières  de  l’équalion  (i), 


CetC'  étant  deux  constantes  arbitraires.  L’élimination 
de qui,  en  général,  contient  seule  la  dérivée  de 

dont  l’ordre  est  le  plus  élevé,  donnera  donc  l’intégrale 
seconde 

(4)  v=Y'y'  + c'y + c. 


Application  de  la  méthode  des  7<anaiions  à la  solution 
de  quelques  problèmes. 


847.  Problème  I.  — Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points. 

Soient  et  jc, , r,  > z,  les  coordonnées  des  ex- 

trémités de  la  ligne  d(TOandée,  par  rapport  à trois  axes 
rectangulaires.  La  longueur  de  cette  ligne  sera 


On  a donc  ici,  en  conservant  toutes  les  notations  dont 
nous  avons  fait  usage  précédemment, 


y rfy. 


rfz' 


puis 


V = rfi+ rfv  = =y 

X = o,  Y = o,  Z = o, 


y 


Z'=- 

v^-t-y*  + î'" 


Les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  inconnues, 
savoir  :K  = o,  H = o,  sont 


rfY' 

rfx 


o, 


rfZ' 


rfx 


= o. 
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Y'  = consl.,  Z'  = const., 

et,  par  suite, 

y = C,  z'=C'; 

ou  tire  de  là , par  une  nouvelle  intégration  , 

(a ) X =:  Cx  4-  C, , : C'.r  + C'i  ; 

ainsi  la  ligne  demandée  est  une  ligne  droite. 
La  condition  Ç = *>  est 


(V,  - Y', y,  - Z',  z\  ] â.r,  -h  Y,  Z”,  êz, 

- (V.  - r.y,  - 1,  Z,  ) s.r,  - Y.  sj^.  - Z'.  Sz,  = o, 

en  employant  les  indires  o et  i pour  représenter  les  va- 
leurs que  prennent  aux  limites,  les  diverses  quantités  que 
nous  considérons.  Si  l’on  désigne  par  t/s  la  dillérenticlle 
de  l’arc  de  la  ligne  demandée,  compté  à partir  d’une  ori- 
gine quelconque,  on  pourra  écrire 


Y'  = 


flr 

57’ 


et 


V — Y'.r' 


la  condition  relative  aux  limites  est  donc 


(3) 


= o. 


818.  Passons  à la  détermination  des  constantes.  Si  les 
extrémités  de  la  ligne  demandée  sont  données,  les  varia- 
tions dxo,  djoï  ^“1  sont  nulles,  et  la 

condition  (3)  est  satisfaite  d’ elle-même.  Alors,  on  déter- 
minera les  constantes  C,  C,,  C',  C,  en  exprimant  que  la 
droite  représentée  par  les  équations  (2)  passe  par  les  deux 
points  donnés  (x„,ro,  «o),  «i). 

Si  les  extrémités  ne  sont  pas  données  et  que  leurs  coor- 
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données  soient  liées  entre  elles  par  i équations  données, 
on  dilTérentiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  d, 
puis  on  éliminera  / variations  entre  les  équations  oble- 
nues  et  la  formule  (3)  ; enfin  on  égalera  à ïéro  les  coeffi- 
cients des  6 — I variations  restantes.  En  tenant  compte 
des  I équations  données  et  de  celles  qui  expriment  que 

ladroitc(a)  passe  par  les  points  (xo,joi  ■Zo).  z,), 

on  aura  les  10  équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
coordonnées  des  extrémités  et  les  constantes  arbitraires. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  coordonnées 
Xoi  ^0  sont  indépendantes  de ar,,_7'|,  Z,  5 l’équation  (3) 
se  décomposera  en  deux  autres,  savoir  ; 


(4) 


lix, 

ds, 

ris. 


5x, 


6X, 


rtr,  riz, 

~r  -t-  3—  «Z.  = O, 

ds,  ds, 


‘i.y. 

ds,  ' 


dz,  , 

— tfî,  = o. 

ds. 


Supposons  que  l’extrémité  ■*0)  soit  assujettie 

à demeurer  sur  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

J.i  i.)=  O, 

on  aura 

dF  , dŸ  , dP  , 

— ox,  — 1Î7.  -f-  —Sz,=  o. 

dx,  rf>.  dt. 


Si  l’on  élimine  dx»  entre  cette  équation  et  la  deuxième 
équation  (4),  puis  qu’ensuile  on  égale  à zéro  les  coeffi- 
cients de  ây  0 et  de  dz»,  on  aura 

rtx,  tir,  dz, 

rts,  ds,  ds, 

fTp  “ »7F  ~ dF  ’ 

dx,  dj,  dz. 


I C qui  exprime  que  la  ligne  de  longueur  minima  est  nor- 
male à la  surface  donnée,  résultat  conforme  à celui  qu’on 
a obtenu  au  n"  157. 
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Si  l’extrëmilé  (Jovroi  ■*(,)  assujetlie  à rester  sur  une 
courbe  donnée  ayant  pour  éijuations 


on  aura 


O , y*(  ) .t  0 I Si)  O , 


</F  , <!¥  . d?  , 

or.  + --  0).  -h  —dz,  = o, 

(i-X  y ^0^ * 


— Jx.  + — a.), 

ttjCff  tiy  g 


X 

~—6z.  = o. 

(••U  g 


Les  variations  <Jr„,  5 y»,  dont  ces  équations  déter- 
minent les  rapports,  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à la  courbe 
donnée  au  point  (xo,j^o,  To)  • donc  la  deuxième  équa- 
tion (4)  exprime  que  cette  courbe  donnée  a pour  normale 
la  ligne  de  longueur  minima. 

Il  est  évident  que  ce  qui  précède  s’applique  à rune  et  à 
l’autre  des  deux  extrémités  de  cette  ligne. 

849.  Au  lieu  d’appliquer  les  formules  générales,  011 
peut  chercher  directement  les  conditions  du  minimum  de 
l’intégrale 


en  procédant  comme  nous  l’avons  indiqué  au  n°  83B. 
Oq  a 

3S  =:  Ç d.r,  OU  SS  I^Sds; 
or  l’équation  ds*  = dx'-\-  «fy’-t-  dz-  donne 

iis  ^ fù  = f/x  S flr -h  f/iôfilt 

donc 

^S=  f(^  dSx  -h'^fdSr-h  — dSz], 

J \ ns  iis  ns  / 
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ce  qui  devient,  au  moyen  de  l’intégration  par  parties, 


■/( 


, - ,‘fr  , .ff' 

iia  -- — h r)Y<‘  aza 


oytl  + Szd  ~ \ • 
as  as  } 


fis  ds  ds  . 

Les  variations  dx,  0/,  dz  étant  abitraires  sous  le  signe^ • 

celles  des  conditions  du  minimum  qui  déterminent  les 
fonctions  inconnues  seront 


4' 


,<Iy 


dz 


ces  trois  étpiations  se  réduisent  à deux,  et  on  en  conclut, 
comme  au  numéro  précédent, 

dr  dz 

=:::  consl.,  ~ = const. 
d.r  dx 

Nous  nous  dispensons  d’écrire  les  conditions  aux  limites 
qui  sont  évidemment  celles  déjà  obtenues. 

850.  Problème  II.  — Trouver  la  ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points  donnes  sur  une  surface 
donnée. 

I.a  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique. 
Soient  J'i,,  z„)i  (x, , j', , z,)  les  coordonnées  des 
points  donnés  rapportés  à trois  axes  rectangulaires,  et 

(1)  F(x,  j>-,i)=o 

l’équation  de  la  surface  donnée. 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  -, 
la  valeur  obtenue  pour  dS  convient  an  cas  actuel,  et  les 
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conditions  du  miiiiinimi  ou  du  maximum  seront  encore 


(2) 


as  ds 


-{-Szd  = O 
lis 


seulement  les  variations  ox,  oz  doivent  ici  satisfaire 
à l’équation 


(4) 


dV  . dY  , dY  , 

-7-  OJT  -I-  <tj  -h  az  =:  O. 

dx  dy  dz 


Si  l’on  élimine  àz  entre  les  équations  (2)  et  (4),  puis 
qu’on  égale  à zéro  les  coefficients  des  variations  restantes 
dx,  oy,  il  viendra 


(5) 


d 


d.r 

ds 


dx 


di 


dY' 


dz 


il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  contenues  dans 
cette  formule  se  réduisent  à une  seule,  à cause  des  égalités 

dY  dx  dY  dy  dY  dz 

dx  ds  dy  ds  dz  ds 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 
ih‘^Ts'^ih‘^d;;'^ds‘^ds 


dont  la  seconde  s’obtient  en  différentiant  l’identité 


idx\'  I dr\^  / dz\^ 

[d7)  -*-U)  =■• 

La  courbe  eberebée  sera  donc  déterminée  par  deux  des 
trois  équations  (i)  et  (5).  Les  cnnstantes'introduites  par 
l’intégration  et  les  coordonnées  , z, , x, , , r, , si 
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elles  sont  variables,  se  détermineront  ensuite,  sans  diffi- 
culté,  en  faisant  usage  des  équations  aux  limites. 

Les  numérateurs  des  rapports  (5)  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes,  la  normale 
principale  de  la  ligne  géodésique;  d’ailleurs  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  angles  que  fait,  avec  les 
mômes  axes,  la  normale  de  la  surface  donnée;  donc  les 
deux  normales  coïncident,  et  l’on  a ce  théorème  : 

Le  plan  oscillateur  d'une  ligne géodesique  d'une  sur- 
face est  conslamnienl  normal  à la  surface. 

La  propriété  d’ètrc  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  n'a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs 
d'une  ligne  géodésique.  Ainsi  sur  la  sphère,  les  lignes 
géodésiques  sont  des  grands  cercles,  et  si  l’on  prend  deux 
points  sur  la  circonférence  de  l’un  de  ces  grands  cercles, 
la  propriété  du  minimum  n'appartiendra  qu’à  l’arc  infé- 
rieur à une  demi-circonférence. 

8.^1.  Problème  III.  — Trouver  la  courbe  plane  qui 
passe  par  deux  points  donnés  ou  assujettis  à des  condi- 
tions données,  et  qui  engendre  une  aire  minirna  en 
tournant  autour  d’un  axe  donné  dans  son  plan. 

Si  l’on  prend  deux  axes  rectangulaires  dans  le  plan  de 
la  courbe,  dont  l’un,  celui  des  x,  coïncide  avec  l’axe  de 
rotation,  l’aire  dont  on  demande  le  minimum  sera  le 
produit  par  3 7C  de  l’intégrale 

S—C  X I -t-  J'’’ •le. 

Ji, 

Un  a donc,  en  se  reportant  aux  formules  générales  du 
n"  833, 

___  ' ' 

V> 
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• dY' 

K — O,  ou  Y — =;  O, 

dx 


:a  I 


tombe  dans  l’un  des  cas  du  n°  8i6,  et  elle  a [lOiir  inté- 
grale première 

V = Y'r'-t-c  ou  — _ 


c étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

, edr  ,,  , • X — a , i -I-  ^r' — c' 

dx  = » U ou — log  ■ — 

^ * C*  ^ ^ 

X étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  écrire 


.r  ■+■  — c' 


,)•  — vG’—  c‘ 


d’où 


[X—  K X — X~] 


ce  qui  est  l’équation  d’une  chaînette. 

L’équation  aux  limites  Ç = o est  ici 

( o'  .r,  -4-  5/,  ) — ( J .r,  -I-  y,  Sy.)  = O-, 

elle  servira  pour  la  détermination  des  cooi données 
et  lorsque  celles-ci  seront  variables. 

Si  les  extrémités  sont  données,  l’équation  de  la  courbe 
suffira  pour  déterminer  les  constantes  c et  a ; supposons, 
par  exemple,  que  les  ordonnées  de  ces  extrémités  soient 
égales,  et  prenons  pour  axe  des  la  perpendiculaire  à 
l’axe,  menée  à égale  distance  de  ces  deux  points.  On 
aura  x,  — — Xo  ; par  suite,  la  constante  a sera  nulle,  et 
l’on  aura,  pour  l’équation  de  la  courbe. 


11.  46 


Digitized  by  Google 


^aa  CALCUL  IRTÊGnAL. 

la  constante  c sc  déterminera  donc  par  la  condition 


Si  le  rapport—’  est  inférieur  à une  certaine  limite  qu’on 
.r# 

détermine  aisément,  la  précédente  équation  n'a  aucune 
racine  réelle  c;  dans  ce  cas,  il  n’existe  ni  minimum,  ni 
maximum. 

Lorsque  les  extrémités  sont  mobiles  sur  des  courbes 
données,  on  a 

i.r, -h  r', 'îj'i  -t-y,  . 

et  l’on  conclut  facilement  de  là  que  la  chaînette  demandée 
est  normale  aux  deux  courbes  données. 

8ÎÎ2.  PnoBLÈMF.  IV.  — Étant  donnés  deux  points  A 
et  B,  trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point 
matériel  pesant  pour  aller  du  point  A au  point  B dans  le 
temps  le  plus  court. 


Il 


La  courbe  demandée  est  dite  brachistochrone.  Prenons 
trois  axes  rectangulaires  dont  l’un,  cehii  des  x,  soit 
parallèle  à la  direction  de  la  pesanteur,  et  désignons  par 
(x„,  ro,  Zn),  (^11.1  11  *))  les  coordonnées  des  points  A 
et  B.  L’accélération  due  à la  pesanteur  étant  désignée 
par  g,  et  > z'  représentant  comme  à l’ordinaire  les  dé  - 
. , dr  dz  . . , 

rivees  — i — > le  temps  employé  par  un  corps  pesant,  par- 
tant du  repos,  pour  aller  de  A en  B est  égal,  comme  on  le 
démontre  en  Mécanique,  au  produit  de  la  constante 
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qui  e^l  celle  d’un  plan  verlical  contenant  la  courbe  de- 
mandée. Ce  plan  passe  par  les  deux  points  donnés,  et  par 
conséquent  il  est  déterminé;  on  peut  le  prendre  pour  ce- 
lui des  et  alors  on  a c' = o,  c"=o,  d’où  z = o, 
z'  = o,  et 

jr'  — c<jx  — x,  V I 

46. 
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ca]xi;l  intégral. 
(h 


Résolvant,  par  rapport  à y'=z-j~,  il  vient 


djr  __  f 

1:--“  ' 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cycloïdc  dont  la  base  est  liori- 
zoiitale  (n"  231  );  on  achèvera  de  déterminer  cette  courbe 

par  la  condition  qu’elle  passe  par  les  points  A et  B-,  ^ est 
ici  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

853.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  A et  B 
ne  soient  pas  données,  mais  qu'elles  soient  assujetties  .'1 
certaines  conditions.  L’équation 


z = -y- 
c 


a toujours  lieu,  et  par  conséquent  la  courbe  demandée 
est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Bien  que  ce 
plan  soit  inconnu,  rien  n’empôclie  d’y  choisir  deux 
axes  pour  y rapporter  la  courbe,  et  l’analyse  du  numéro 
précédent  prouve  que  cette  courbe  est,  dans  tous  les  cas, 
une  cycloïde. 

Tout  se  réduit  ici  à déterminer  les  points  extrêmes  et  le 
rayon  du  cercle  générateur.  L’équation  aux  limites  (j  = o 
est  ici 


|^(V  — Y'y'  — Z'  î') i J -t-  Y'  J.)  4- Z' i ï j‘  H-  S.r,J  = 


o; 


donc 


rfV 

dx. 


rfV_  rfV_ 

rfx.  “■  dr  ~ ’ 


fix  = — Xtlr  z=  { Y'rfr'  + Z'dz  — d\). 
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et,  paire  (jiie  Y'  et  7J  ont  des  valeurs  constantes, 

^dx  = ,i{Ty  + z’z'-\)-, 

notre  équation  devient  donc 

(V  — Y'y —Z' z’)âx  + Y' -h  7/Jij' 


OU,  en  reinplaçaiit  V,  Y'  cl  Z'  par  leurs  valeurs, 

r 4- ^ V -I- z'(îî  1'  I"  ! 

L v^— J-,  ^ I 4-,t  '‘-+-l’ J.  ' -+-y’+  z’ 

Enfin,  comme  on  a 

I r c' 

v/ï^“‘.r.  7T  ~~  y ~ z'' 

si  l’on  désigne  par  X la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
les  produits  Xj  ' et  Xz'  étant  constants,  on  aura 

Xo^t  0 ” X|  , , X,  Z,  1=  X,  5 , , 

et.  par  conséquent,  l’équation  de  condition  sera,  ajircs 
la  suppression  du  facteur  X,, 

(J.r,  4-j' -hz',3z,)  — {Sx,+x\  lî/.  -+■  h = O. 

Quelles  que  soient  les  conditions  auxquelles  les  points 
extrêmes  doivent  satisfaire,  on  aclièvera  maintenant  la 
solution  sansdifliculté.  Supposons  que  chacun  de  ces  points 
soit  assujetti  à être  sur  une  courbe  donnée  : on  aura  sé- 
parément 

^•*■1  -+-rl  Sz,  = o, 

3.r,-hy3j,-hz\Sz,  = o, 

d’où  l’on  conclut  facilement  que  la  brachistochrone  est 
normale  à la  courbe  donnée  qui  passe  par  le  point 
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d'arrivée,  et  que  la  tangente  de  la  seconde  courbe 
donnée,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à la 
tangente  de  la  hrachistochrone  au  point  d’arrivée. 

8î)  i.  PiioblèmeV. — Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle,  que  l'aire  ABCD  comprise  entre  l'arc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD,  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A,  B,  et  l'arc  de  la  développée  CD 
compris  entre  les  centres  de  courbure  C,  D,  soit  un 
minimum. 


Soient  MR  le  rayon  de  eourburc  en  un  point  M de 
l’arc  AM  = .«,  M'K'  un  rayon  de  courbure  infiniment 
voisin;  Paire  comprise  entre  ces  rayons  et  les  deux 
courbes  sera  évidemment  égale  à RA  (i+c),  e étant  un 
infiniment  petit.  Si  donc  on  rapporte  la  courbe  à deux 


A I 
\ 

\ 


n 


.ixes  rectangulaires  Ox,  Oy,  l’intégrale,  qui  doit  être  un 
minimum,  sera 

S = 

Ainsi  l’on  a 


Jr.  Jt.  J 


x — o.  y — oi 


on  est  donc  dans  l’uii  des  cas  du  n"  84B,  et  Péijuation 
du  minimum  admet  l'intégrale  seconde 


V = C + cy  -t-YV'; 
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mais  iri  celle  Inié^ralc  se  réduil  siiiiplcmeni  n 
V = C 4-  C>', 


(i  el  C'  élanl  des  constantes  arbitraires,  à cause  de 

Y"y"=:—  Remettant  R an  lieu  de  et  --  au 

lieu  de  y',  on  aura,  pour  déterminer  la  rourl>e  de- 
mandée. 


R 


ds 

dx 


= C -h  C 


' 'k. 

d.r 


OU 


R 


Posons 

d.r  dy 

puis 


n el  a étant  de  nouvelles  arbitraires,  notre  éipiatioii  ile- 
viendra 

R — fl  sin  ( y — a). 

Mais,  si  l’on  fait  tourner  les  axes  d’un  angle  a,  et  que 
l’on  désigne  toujours  par  o l’inclinaison  de  la  tangente  de 
la  courbe  eberebée  sur  l’axe  des  x,  on  aura  plus  sim- 
plement 

R=:4"sirif  ou  d.f  = ^ a sinjdf, 

car  fif  est  évidemment  égal  à l'angle  de  contingence.  On 
a ensuite 

d.r  = ds  sin  y — 4"  sin’y  df  z=:  7.11  {1  — cosay)  dy, 
dy  — ds  COSy  = 4 " sin  y cos yf/ y 5. o sin  y r/y, 

tl’où,  en  intégrant  el  en  désignant  par.r„,_)  „ de  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

X — J-,  <1  (2y  — sin2y  I,  jr  — .)  ,=  rt  (l  — C0S2y'  ; 

OU  voit  que  la  courbe  demandée  est  une  cycloïde. 
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8.“>S.  Problème  VI.  — Étant  donnés  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox,Oj  et  deux  points  C,  D dans  leur  plan, 
on  demande  de  trouver,  parmi  toutes  les  courbes  de 
longueur  donnée,  situées  dans  ce  plan  et  terminées 
aux  points  C,  D,  celle  pour  laquelle  faire  ABCD  com- 
prise entre  la  courbe,  l'axe  des  x et  les  ordonnées 
extivrnes,  est  un  maximum. 

L'intégrale  qu’il  s’agit  de  rendre  inaxima  est  ici 


et  l’on  doit  avoir 

S'—  f = 

l étant  une  longueur  donnée.  Il  faut  alors  (n"  813)  cher- 
cher le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

S a S'  —J'  (x  -i-e  v'i  -f-j"  ) d.r, 


a étant  une  indéterminée.  On  a ici 


et  l’on  est  dans  le  deuxième  des  cas  du  n°  81G;  l’équation 
du  maximum  admet  l’intégrale  première 


n 

V — y Y z=zc  ou  / H — -,  y,--  = r, 

V I H-  r'* 

c étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 
^ (c — x\ér 

d’où 

X — c'—^tO  — (c  — ,1  J'  ou  (x  — — c)’=a’. 

La  courbe  demandée  est  donc  un  arc  de  cercle  de  rayon  a. 
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830.  Problème  VII.  — Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  qui,  en  tournant  autour 
d'une  droite,  donnée  dans  le  même  plan,  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution? 

L’intégrale  qui  doit  être  tnaxima  ou  minima  est 


et  l'on  a,  en  outre, 


il  faut  donc  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 

/•  

S-f-aS'=  I [jr -h  n)^  i->t- f‘ilx. 

Comme  a est  une  constante,  le  calcul  à exécuter  est  le 
môme  que  celui  du  Problème  III  (n“  831  ),  et,  par  consé- 
quent, la  courbe  qui  engendre  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  surface  est  une  chaînette. 

837.  Problème  VIII.  — Parmi  toutes  les  courbes  iso- 
périmètres, quelle  est  celle  à laquelle  répond  le  volume 
de  révolution  minimum  ? 


L’intégrale  qui  doit  être  un  minimum  est 


et  l'on  a,  comme  dans  les  précédents  problèmes. 
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Il  faut  chercher  le  minimum  absolu  de 


S-(-flS'=^  -+- a y/l 

JjT, 


üii  a 


V=j'-i-av/i-H/S  X = o,  Y = 2j-,  Y'=-p:==; 

par  conséquent,  on  aura,  comme  dans  le  Problème  VI, 


V — /'Y'  = c 


pour  l’intégrale  première  de  l’équation  différentielle  qui 
exprime  la  condition  du  minimum,  c’est-à-dire 


v>-t-  — = r, 

v> 


ou 


( r*  — f' 

ti.T  --  ' 

V"’  —y  — 


ce  qui  est  l’équation  différentielle  de  la  courbe  élastique 
(n°  709). 

858.  Problkme  IX.  — Déterminer  la  courbe  ftlane 
qui,  en  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan 
engendre  la  surface  minima  renfermant  un  volume 
donné. 

L'intégrale  qui  doit  être  minima  est 


et  l'on  a 


I ‘rf.r. 


S'=;  / y d.r  = const.  — I.  ■ 

Jt, 

Nous  chercherons  le  minimum  absolu  de  l’intégrale 

/’  ■’"'  / > 

2 a S -t-  S'  = I {y  -1-  2 a i y i -hj  ' ')  dx , 

^ JT. 
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n étant  une  indéterminée.  On  a 


V = 2njr  X = 0, 

et  l’on  aura  ici  encore  pour  l’intégrale  de  l’équation  qui 
répond  au  minimum 


ou 


V— yY'  = ± A-', 


•>.ny 

v'T+y-" 


±é=. 


h étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 


(jr^±~b-Ÿ 

Celte  équation  n’est  autre  que  celle  dont  nous  nous 
sommes  occupé  au  n°  712,  et  qui  appartient  à la  courbe 
décrite  par  le  foyer  d’une  ellipse  ou  d’une  hyperbole  qui 
roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  située  dans  son 
pian. 


Fin  nu  TOME  SEcono. 
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